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Wein id) Ihnen verehrtefter Lehrer diefes Bud) widme, fo 
geichieht diefes nicht nur aus Antrieb der tiefen Verehrung und der 
innigen Dantbharteit, von denen id; perfönlich feit einer fo großen 
Reihe von Yahren für Sie erfüllt bin, fondern es ſchien mir aud 
in der Natur der Sade zu liegen, daß ein Bud, das dazu bes 
jtinunt ijt, beizutragen der neueren Geometrie die ihr gebührende 
Berüdfihtigung und Verbreitung zu verfhaffen, Yhren Namen an 
der Spige trage. Denn nit nur haben Sie die Grenzen diefes 
Zweiges der Geometrie wefentlid) erweitert, fondern aud) das von 
Ihren Vorgängern auf diefem Gebiete Gelciftete in ein nad allen 
Richtungen wohlgefügtes Syftem gebradt. Was den erften Puntt 
betrifft, jo fet hier nur die eine folgenreihe Entdedung hervorgeho- 
ben, durch melde das Ymaginire der Geometrie in einer Weife 
eingefügt wurde, daß man füglih hinfichtlih der Evidenz und Si- 
derheit in der Behandlung des Ymaginären der Geometrie min 
den Vorrang vor der Analyfis einräumen fann. Was den 2ten 
Punkt anlangt, fo ift nicht genug hervorzuheben und anzuerkennen, 


welden Gewinn die fyftematifde Entwidlung der neueren Geo- 
metrie aus der fonfequent durchgeführten Scheidung deffen gezogen 
hat, mas der Geometrie der Lage d. h. den allgemeinen 
Lagenverhaltniffen der geometsiihen Gebilde und deſſen, was 
in das Gebiet der Größerwerhältniffe gehört. Zwar hat {don 
Poncelet durch den Titel feines epodemadenden Werkes sur 
les propriétes projectives des figures dieſen fpecififden Unter- 
{died angezeigt, aber weder er noch feine Radfolger haben diefen 
Unterfchied feft im Auge zu behalten für wiinfdenswerth oder noth- 
wendig gefunden. Wenn ich felbft, das fet mir nod erlaubt hier 
anzufügen, diefen Unterfdied aud im I. Th. der nachfolgenden 
Schrift nicht ſcharf aufredt erhalten Habe, fo geſchah dieſes gewiß 
nicht aus Verkennung feiner Bedeutung für die ſyſtematiſche Ent- 
widlung, fondern weil der Zweck diefer Schrift felbft, welche ja 
zeigen foll, wie überaus fruchtbar diefer Zweig der Geometrie ge- 
rade bei räumlihen Unterſuchungen überhaupt fi erweije, auf 
eine derartig abweichende Behandlung hinmweifen mußte. 


Erlangen, den 15. April 1867. 


Dr. 8. Pfaff. 


VDorrede. 
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Die neuere Geometrie, wie fie von Poncelet gegründet, von 
Steiner und Anderen fortentwidelt und von v, Staudt zu dem 
in fic gefdloffenen und vollendeten Syftem jeiner Geometrie der 
Lage ausgebildet und gleidjam vollendet wurde, war feit vielen 
Jahren meine Lieblingsbefhäftigung, und id hatte mid gewöhnt, 
feinen Sag, welder allgemeine Lagenverhältnifje der Gebilde 
ljter und 2ter Ordmmg betraf, anzutreffen, ohne für ihn die 
richtige Stelle in der neueren Geometrie ausgemittelt, d.h. ohne den 
allgemeinen Gag aus dem Gebiete der neueren Geometrie, von 
dem er als befonderer Fall erfheint, ermittelt und bewieſen zu haben. 
Die auffallende, mir faft unerflärlihe Erſcheinung, daß die neuere 
Geometrie fo fpärlihen Eingang in mathematijden Kreifen fand, 
hat mid bejtimmt, die Refultate, welde ſich der Art bei mir an- 
gejammelt hatten, durd) den Drud zu veröffentliden, um jo viel 
an mir lag, die Aufmerkſamkeit auf einen mathematischen Zweig zu 
menden, Ddeffen Kultivtrung für mid {chon feit fo lange eine reiche 
Duelle wiffenfhaftlihen Genuffes geworden war. Es ijt nidt zu 
verfennen, daß in neuerer Zeit dieſes Feld der mathematifden 
Wiſſenſchaft mehr und theilnehmender in Angriff genommen zu wer- 
den fdeint, wie id denn überhaupt überzeugt bin, daß die Auf: 
nahme der neueren Geometrie in die höheren Schulen eine ebenfo 


— ES 


fegensreihe als nothwendige ift; id felbft habe die hier einichlägigen 
Arbeiten theils nicht verfolgen können, theils nicht verfolgen wollen, 
um nit in Verfudung zu gerathen, mein {don wiederholt umge- 
arbeitetes Manuffript umzuändern. 

Meinen urfpriingliden Plan, bloß die Anwendungen ber 
neueren Geometrie auf die Unterfuhung allgemeiner Lagenverhalt- 
nifje geometrifder Gebilde zufammtenzuftellen, und bei den Beweifen 
mid auf v. Staudt’s Geometrie der Lage und Paulus neuere 
Geometrie zu beziehen, habe id) bald aufgegeben und jo wurde denn 
aud die ſyſtematiſche Entwidlung der neueren Geometrie diefen 
Anwendungen als I. Th. vorausgeihidt. 

Was die Aufgaben und Lehrfäte des II. Theiles anlangt, fo 
find mit wenigen Ausnahmen die Bewetje von mir, was aus ihrer 
Entjtehung fic) erflärt, in jo ferne fie urſprünglich bloß zu meiner 
Uebung oder zu meinem Vergnügen für mich zuſammengeſtellt 
wurden, dieſelbe Entſtehungsweiſe erklärt es auch, weßwegen 
bei einzelnen hervorragenden Sätzen weder der Ort noch der 
Autor, dem der betreffende Satz entnommen iſt, genannt iſt, 
auch bin ich ſelbſtändig zu einer großen Anzahl dieſer Sätze 
gelangt, ohne ſie gekannt zu haben, wie dieſe Erfahrung Jeder 
gemacht oder machen wird, der ſich eingehend mit neuerer Geometrie 
beſchäftigt. Ich glaube auch, daß in dieſem Buche noch einige in— 
tereſſante neue Sätze enthalten ſein werden, wie wohl bei dem Mangel 
an geometriſchen Büchern und Journalen, ich mich hierin auch täu— 
ſchen könnte, wie ich denn überhaupt weſentlich nicht auf die Sätze 
ſelbſt, ſondern auf die Beweisart und auf die geometriſche Grup— 
pirung in die dieſelben vom Standpunkte der neueren Geometrie 
aus gebracht wurden, das Hauptgewicht lege. 
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Bum Schluß wird der Lefer gebeten, die nadfolgend gufam- 
mengeftellten jinnjtörenden Drudfehler forrigiren zu wollen. Gie 
find noch ſtehen geblieben, da der Verfaſſer nit nur alle Korrektu: 
ten und Revifionen felbft zu beforgen hatte, fondern aud die Figu- 
ten jelbjt zeichnen mußte, 2 Befdhiaftigungen, die ihm gleihmäßig 
fremd waren. 


Erfter Theil 
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§. 1. Elemente und Grundgebilde. 


1. Der unbegrenzte Raum, der Körper, die Fläche, die 
Linie, der Punkt, find die Grundbegriffe, auf welche jede geome- 
triihe Betrachtung bajirt ift. 

Den Raum denken wir uns unendlich nad allen Richtungen. 

Der Körper ift ein volljtändig begrenzter Theil des Raumes ; 
feine Grenzen find Flächen; die Grenzen der Flächen find Linien; 
die Grenzen der Linien find Punkte, 

Wir fagen vom Raum oder vom Körper, er fei räumlich 
ausgedehnt nad) 3 Dimenfionen, nad) der Höhe, der Breite und 
der Länge. Die Fläche ijt ausgedehnt nad) 2 Dimenfionen, der 
Breite und Länge, während ihre Ausdehnung nad der 3ten Di- 
menfion unendlich Flein ijt; die Linie ift ausgebehnt nur nad 
1 Dimenfion, der Länge, während ihre Ausdehnung nad den bei- 
den übrigen Dimenfionen unendlich Flein ift; der Punkt endlich 
ift das räumlich unendlich Kleine nad allen Dimenfionen. 

2. Unter den Linien hebt jih für die geometrifche Betrach- 
tung als bejonders wichtig die gerade Linie oder Gerade ber 
vor, gegeben d. h. charafteriftrt durch den Begriff der Richtung, 
deſſen geometrifde Darftellung fie ijt. Bon einem Punkte A nad 
einem anderen B können wir uns nur eine einzige Richtung denfen, 
burd) 2 Punkte gibt eS daher bloß eine einzige Gerade, daher 2 
verſchiedene Gerade hidftens 1 Punkt mit einander gemein haben 
können. 

Wie die Gerade unter den Linien, fo erfdjeint bie Ebene 
unter den Flächen als befonders wichtig; es ift diejenige Flade, in 
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welcher nach allen Richtungen hin Gerade ſich ziehen laſſen, die 
ganz in ihr liegen. Eine Gerade, die daher mit einer Ebene 
2 Punkte gemein bat, liegt ganz in ihr, und eine Ebene ijt alfo 
burd) 3 Punfte ABC, die nicht in einer Geraden liegen, volljtän- 
big beftimmt, denn durd 2 Punkte, wie BC, läßt ſich eine auf 
beiden Seiten ins Unendliche fic) erjtrectende Gerade ziehen die ganz 
in bie Ebene fällt, und durch jeden Punkt diefer Geraden und A ijt 
wieder eine Gerade bejtimmt, die ganz in ihr liegt. 2 Ebenen kön— 
nen daher hödjtens alle Punkte einer Geraden gemein haben. 
2 Ebenen, weldye 1 Punkt gemein haben, jchneiden einander in einer 
Geraden, denkt man fic) nämlich durch den gemeinjchaftlichen Punkt 
beider eine Gerade gezogen, die bloß in einer der beiden Ebenen liegt, 
fo erjtrectt jich diefe auf beiden Seiten der anderen ins Unendliche, 
jede der beiden Ebenen erjtrectt jich daber auf beiden Seiten der 
andern ins Unendliche, woraus unmittelbar folgt, daß beide Ebenen 
mehr als einen Punkt gemein haben müjjen. 

3. Der unendliche Raum fat in jich unendlich viele Ebenen, 
unendlidy viele Gerade und unendlich viele Punfte. Die Ebene ent: 
hält unendlich viele Gerade und unendlich viele Punfte. Durd) 
einen Punkt gehen unendlid) viele Gerade und unendlich viele 
Ebenen. In einer Geraden liegen unendlich viele Bunfte und durch 
eine Gerade lajjen ſich unendlich viele Ebenen legen. Denft man 
fih der Art Raum‘, Ebene, Punkt, Gerade als Trager oder als 
geometrijden Ort aller in ihnen liegenden oder durch fie gehenden 
Ebenen, Geraden und Punkten, fo find fie jelbjt geometriſche Ge- 
bilde, die als aus Clementen zujammengejegt zu betrachten find. 

Diefen wichtigen Unterfchied hat die neuere Geometrie aud in 
ihre Terminologie eingeführt: Cie nennt nämlich den Inbegriff 
aller im unendlichen Raum enthaltenen Ebenen, Puntte und 
Geraden ein räumlides Syitem; als Elemente eines rium: 
lihen Syſtems erjcheinen demnach Gbenen, Punkte und Gerade, 
Sie nennt den Inbegriff aller in einer Ebene enthaltenen Punkte 
und Gerade ein ebenes Gewebe; ale Elemente eines ebenen 
Gewebes erjcheinen aljo Punkte und Gerade, Sie nennt den Inbe— 
griff aller durch einen Punkt gehenden Ebenen und Geraden, einen 
Strahlenbindel; als Elemente eines Strablenbündels erjcheis 
nen daher Ebenen und Gerade. Den Punkt dur den alle Ele 


— A 


mente gehen, nennt fie Centrum des Bünbels, Sie nennt den Ynbe- 
griff aller durdy eine Gerade gehenden Ebenen, Ehenenbij del 
und jene Gerade defjen Are. Clemente des Ebenenbüjchels find 
Ebenen. Sie nennt den Snbegriff aller in einer Geraden liegenden 
Puntte, ein gerade Gebilde. Elemente des geraden Gebildes 
find Punkte. 

Da jehr häufig die Betrachtung aller derjenigen Geraben eines 
Strablenbündes, weldye zu gleicher Zeit in einer Ebene liegen, 
von Bortheil ift, fo hat auch hiefür die neuere Geometrie eine 
bejondere Bezeichnung als für ein neues geometrijdes Gebilde ein- 
geführt. 

Sie nennt den Inbegriff aller Geraden einer Ebene, die durch 
einen Punkt gehen, Strahlenbüſchel, defjen Mittelpuntt eben 
diefer Punkt heißt; Elemente eines Strahlenbüjchels find Gerade. 

Alle dieje 6 foweit näher charakterijirten geometriſchen Gebilde 
nennt man geometriſche Grundgebilde, 

Der unendliche Raum, die Ebene, die Gerade heigen die Trä— 
ger der 3 in ihnen enthaltenen Grundgebilde: des räumlichen 
Syjtems, ebenen Gewebes, und geraden Gebildes. Bei den 3 andern 
Grundgebilden dem Strahlenbündel, Strahlenbijdel und Ebenen— 
büjchel bat, wie ſchon oben angeführt, die neuere Geometrie eine 
bejondere Bezeichnung fejtgefeßt für das Element, dur das alle 
Elemente des Grundgebildes gehen, nämlich Centrum und Are Wir 
werden, wenn wir von Grundgebilden im Allgemeinen fpredyen den 
Ausdpruf „Träger“ aud) in diefen lestern 3 Fällen uns zu 
gebrauchen erlauben, da eine Unverjtändlichkeit dadurch nicht wohl 
entjtehen fann. 

4. Ein Strablenbiindel erfüllt mit feinen Strahlen den gan- 
zen unendlichen Raum vollftändig, der Art, dak durch jeden Punkt 
des Raumes aufer dem Centrum ein einziger Strahl des Biindels 
geht. Iſt nämlich S das Centrum und A ein außerhalb besfelben 
liegender Puntt, fo ijt durch dieje beiden Punkte eine Gerade und 
jomit ein Strahl des Bündels bejtimmt, da jede durch S gehende Ges 
tabe der Erklärung nad) ein Strahlenelement des Biindels daritellt. 

Ganz auf diejelbe Weife findet man, dah ein Ebenenbüfchel 
mit feinen Elementen den unendlihen Raum volljtändig ausfüllt 
der Urt, daß durch jeden Punkt außer der Are eine einzige Ebene 
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geht, und daß ein Strahlenbüfchel mit feinen Strahlenelementen ſei⸗ 
nen Träger vollftindig ausfüllt, der Art, daß durch jeden Punkt 
auger dem Centrum ein Strahl gebt. 

Hat man in einer Ebene einen Strahlenbüfchel mit dem 
Centrum P und ein gerades Gebilde mit dem Träger Q, wobei P 
fein Element von Q jein foll, jo geht offenbar durch jedes Punft- 
element von Q ein Strahlenelement von P, einen einzigen Strahl 
ausgenommen, welder in Q keinen Punkt findet, durd) den er gebt, 
und diefes ijt derjenige Strahl des Büſchels P, welcher mit dem 
Träger Q parallel läuft. Da diejes von jedem geraden Gebilde und 
von jedem Strahlenbüjchel derjelben Ebene gilt, wenn fie mur ber 
obigen Bedingung entjprehen, und wir in einer andern Ebene, 
welche bie erjte jchneidet, diefelben Betrachtungen in Bezug auf die 
verfdiedenen Strahlenbüjchel und dasjenige gerade Gebilde, welches 
in der Schnittlinie beider liegt, anjtellen können, fo folgen bier 
folgende 2 wichtige Bunte. 

1) Obwohl die Elemente eines Strahlenbüfchels fowohl als 
eines geraden Gebildes in unendlid) großer Anzahl vorhanden find, 
fo haben dod 1) alle geraden Gebilde und 2)ebenjo alle 
Strablenbüjdel unter jid genau gleihviele Elemente 
und 3) jeder Strahlenbijdel hat genau ein Strahlen: 
element mehr als jedes gerade Gebilde Punftelemente 
hat. Betrachtet man ebenfo ein gerades Gebilde und einen Ebenen- 
büjchel, wobei der Träger des erjteren in feinem Ebenenelemente des 
legteren liegen darf, und betrachtet man nod) ſchließlich ebenjo einen 
Strahlenbüfchel und einen Ebenenbüjchel, wobei das Centrum des 
erjteren in der Are des zweiten liegen joll, ohne daß der Träger 
des erjteren ein Element des letteren tft, jo findet man ganz auf 
diejelbe Weife nod) folgende Grundwahrheiten: 4) alle Ebenen- 
bifdel haben gleich viele Elemente, 5) jeder Ebenen: 
büjhel hat genau foviele Elemente als jeder Strah- 
lenbüjcdel, 6) jeder Ehenenbifdel hat genau 1 Ele- 
ment mehr als ein gerades Gebilde, 

Diefes führt uns zu dem eigentlichen Zweck der Entwidlung 
diejer Nummer; die neuere Geometrie theilt jedem geraden Ge: 
bilden in unendlider Entfernung ein „uneigentlidhes“ 
Punktelement zu, indem fie fagt, 2 Parallellinien fdneiden 
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ſich in einem unendlich fernen Punkte. Denken wir uns 
bei der obigen Vergleichung der Elementenzahl von geradem Gebilde 
und Strahlenbüſchel einen Strahl des Büſchels durch ſtetige Drehung 
allmählich durch alle Punktelemente des geraden Gebildes ſich bewe— 
gen, und zwar das eine Mal durch eine Drehung von rechts nach 
links, das andere Mal durch die entgegengeſetzte Drehung von links 
nach rechts, ſo iſt zu erkennen, daß das uneigentliche Punktelement 
ſowohl links im Unendlichen als rechts im Unendlichen angenommen 
werden muß d. h. jedes gerade Gebilde ſchließt ſich im 
Unendlichen zu einer geſchloſſenen Linie in ihrem einen 
uneigentlichen Punktelemente zuſammen, eine gerade 
Linie iſt nach dieſer Vorſtellung gleichſam ein Kreis von unend— 
lich großem Halbmeſſer. 

Die Behauptungen die oben unter 3. und 6. aufgeſtellt wur- 
den, müſſen nun offenbar dahin abgeändert werden, daß alle gera- 
den Gebilde, alle Strahlenbüfchel und alle Ebenenbüfchel genau 
gleich viele Elemente enthalten. 

Stellen wir eine ähnliche Betrachtung mit den Elementen 
eines ebenen Gewebes und eines Strahlenbündels an’ jo gelangen 
wir auf diefelbeWeije zu den uneigentlichen Elementen eines ebenen 
Gewebes, denn wenn für jede Gerade ein uneigentliches Punftele- 
ment in Unfprud) genommen wird, fo muß nothwendig ein ebenes 
Gewebe ebenfalls folde uneigentliche Elemente haben. Betrachten 
wir zu biefem Zweck einen Strahlenbündel, dejjen Centrum außer: 
halb des zu betrachtenden ebenen Gewebes liegt, jo geht jeder Strahl 
des Bündel durch ein eigentliches Punftelement des Gewebes mit 
Ausnahme aller Strahlen des Strahlenbüfchels, der in der Ebene 
des Strahlenbündels liegt, die mit bem Trager bes ebenen Gewe— 
bes parallel ijt. Wählt man aber in bem ebenen Gewebe eine Ger 
tabe P, die felbjt mit einem Strahl P des erwähnten Büjchels 
parallel ijt (und für jede Gerade des ebenen Gewebes giebt es gerade 
einen ſolchen Strahl des Biijdels), fo enthält P und aljo aud 
das ebene Gewebe ein uneigentliches Punktelement, das dem Strahl 
P ebenfalls angehört. 

Hieraus folgt ebenfo wie oben ©. 4: 1) Alle ebenen Gewebe 
baben gleich viele Punttelemente, 2) alle Strahlenbündel haben 
gleich viel Strahlenelemente, 3) die Anzahl der Punktelemente eines 
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ebenen Gewebes iſt genau gleich der Anzahl der Strahlenelemente 
eines Strahlenbündels, 4) die uneigentlichen Punktelemente eines 
ebenen Gewebes ſind in derſelben Anzahl vorhanden als die Strah— 
len eines Strahlenbüſchels. 

Betrachten wir alle Ebenenelemente eines Strahlenbündels, 
jo ſchneidet jede Ebene desſelben das ebene Gewebe in einem eigent⸗ 
lichen Strahlenelement mit Ausnahme der einzigen Ebene des Büns 
dels, welche mit dem Träger des ebenen Gewebes parallel iſt, und 
in der, wie ſo eben gefunden, ſämmtliche uneigentliche Punktelemente 
des ebenen Gewebes liegen. Da nun, wenn 2 Ebenen eigentliche 

unftelemente gemein haben, diefe immer in einer Geraden liegen, 
jo können wir in feinen Widerſpruch gerathen, wenn wir jagen: 
die uneigentliden Punttelemente eines chenen Gewebes Tiegen in 
einer uneigentlichen Geraden. Hieraus folgt nun ferner: 1) alle 
ebenen Gewebe haben gleich viele Strablenelemente (darunter 1 
uneigentliches), 2) alle Strahlenbiindel haben gleich viele Ebenen- 
elemente, 3) die Anzahl der Strahlenelemente eines ebenen Gewe— 
bes ijt genau gleich der Anzahl der Ebenenelemente eines Strahlen: 
bündels., Da in jeder Ebene und in jeder Geraden ein uneigent- 
liches Ctrablen= und Punktelement enthalten ift, jo fann man jchlie- 
lich fragen, wie viele uneigentlide Punkt- und Strahlen: und Ebe- 
nenelemente ein räumliches Syſtem enthält. Betrachten wir zu die- 
fem Zwecke einen beliebigen Strablenbündel, jo hat jeder Strahl 
desfelben mit dem raumliden Syſtem ein einziges uneigentliches 
Punftelement gemein und aufer diefen fann das räumliche Syſtem 
fein uneigentlicyes Punftelement enthalten, denn wäre 3. B. das 
uneigentliche Punftelement von einer Geraden P, die nicht zum 
Bündel gehört, nod vorhanden, fo würde der Strahl des Biindels, 
der mit P parallel ift, ja dasfebe uneigentliche Punftelement ent- 
halten, Betrachtet man ferner die Ebenenelemente des Bündels fo 
hat jede mit dem räumlichen Syſtem ein uneigentliches Strahlen: 
element gemein, und außerdem fann dad räumliche Syſtem feine 
uneigentlichen Strahlenelemente enthalten, denn ware das uneigent- 
liche Strablenelement, der nicht zum Bündel gehörigeır Ebene P 
ein folches, fo würde die zu P parallele Ebene P des Bündels das- 
felbe enthalten, 

Da im Falle bloß eigentlihe Elemente in Betracht fom- 


men, der Inbegriff der Punfte und Strahlen, welche mit einer Gera: 
ben nur einen Punkt gemein haben, und die mit jeder Ebene ftets 
eine und nur eine Gerade gemein haben, eine Ebene ijt, jo haben 
wir feinen Widerfpruch zu befürchten, wenn wir annehmen, dak alle 
uneigentlichen Punkt- und Strahlenelemente eines räumlichen Sy— 
items in einer uneigentlihen Ebene liegen. 

Was den großen Nuben betrifft, den die Einführung dieſer 
uneigentlichen Elemente betrifft, fo wird ber weitere Verlauf ſelbſt 
bierüber genügend Aufjchluß geben, was aber die Berechtigung zu 
ihrer Einführung anlangt, jo mögen fie vorläufig bloß als Redens- 
arten oder Umfjchreibungen der bisherigen Begriffe von parallel 
fein 2c. betrachtet werden, die zu gebrauchen jo lange nicht ver: 
wehrt werden fann, als nicht die Entwiclung jelbjt dabdurd auf 
Widerfprüche geleitet wird. 

5. Wir wenden uns zu einer näheren Ausführung defjen, 
was in der leisten Nummer über die Anzahl der Elemente der ver: 
ſchiedenen Grundgebilde ſchon gejagt worden ijt. 

Verftehen wir unter u die unendlich große Zahl, weldhe die 
Anzahl der eigentlichen Punttelemente eines geraden Gebildes und 
baber auch ftets genau denjelben Werth darftellt, fo hat fid 
ſchon in der lesten Nummer das Refultat ergeben, daß die Anzahl 
der Punftelemente eines geraden Gebildes *), der Strablenelemente 
eines Strahlenbüjchels, der Ebenenelemente eines Ebenenbüjchels 
genau u + 1 find. Um die Anzahl der Punktelemente eines ebenen 
Gewebes zu ermitteln, wähle man einen Strahlenbüjchel derjelben 
Ebene; jeder Punkt des Gewebes muß in irgend einem Strahl des 
Rüjchels liegen und durch feinen Punkt des Gewebes geht mehr 
wie ein Strahl des BijchelS mit Ausnahme des Centrums durch 
den u + 1 Strahlen gehen. Betrachtet man daher alle Strahlen 
des Büſchels als gerade Gebilde deren ſämmtliche Punfte man zu: 
jammenzählt und bedenft man, daß bas Centrum ein gemeinjchaft- 
liches Element aller u +1 Strahlen ijt, fo findet man als genaue _ 
Zahl für die Punftelemente eines ebenen Gewebes (u+ 1) .(u+ 1) 
— ud. hbwW+rur1l*) Um die Anzahl der Strahlenelemente 


*) Und biefes gilt auch für ein umeigentfiches gerades Gebilde, 
*) Da die Punkte eines ebenen Gewebes eben fo viele als die Strahlen 
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eines ebenen Gewebes zu ermitteln, wähle man ein gerades Gebilde 
derſelben Ebene; jede Gerade der Ebene muß durch einen Punkt 
desſelben gehen und keine Gerade des ebenen Gewebes enthält mehr 
als einen Punkt jenes geraden Gebildes mit Ausnahme des Trä— 
gers desſelben der durch alleu-+1 Punkte desſelben geht. Betrach— 
tet man daher jeden Punkt des geraden Gebildes als den Mittele — 
punft eines Strahlenbüjchels defjen Strahlen in dem Trager des 
ebenen ‘Gewebes Tiegen, zählt alle Strahlen diejer fammtliden 
Strahlenbüfchel zufammen, indem man berüdfichtigt, dap der Trager 
des geraden Gebildes in jedem joldyen Strahlenbüſchel Imal, alfo 
als Strahl des ebenen Gewebes u + Imal als Element vorkommt jtatt 
blos Imal, fo findet man als Anzahl der Strahlenelemente des 
ebenen Gewebes (a + 1). (au + 1) — ud. b. uo? + u + 1. 

Buf. Es ift hiebei zu beachten, dap unter den u + 1 
Strahlenbüfcheln, deren Mittelpunfte die u + 1 Punftelemente des 
geraden Gebildes jind, auch einer jich befindet, dejien Mittelpunkt 
das umeigentliche Element des geraden Gebildes ijt, die Strahlen 
eines foldjen Büſchels find alle einander parallel, man nennt einen 
folhen daher wohl aud) Parallelftrahlenbifdel. Dem ent: 
jprehend nennt man einen Ebenenbüjchel, deſſen Are eine uneigent- 
liche Gerade darftellt, und deſſen Ebenen daher alle unter fid) pa- 
rallel, einen Barallelebenenbüfchel und einen Strahlenbünbel 
dejien Centrum ein uneigentlidher Punkt ijt und deffen Strahlen 
daher alle parallel find, einen Parallelitrahlenbündel. 

Mit der Anzahl der Punkt und Strahlenelemente eines 
ebenen Gewebes ijt die Anzahl der Strahlen und Ebenenelemente 
eines Strahlenbündels zugleich erledigt, da diefe Zahlen nach 4) 
entjprechend einander gleich find. 

Was nun die Elemente eines räumlichen Syſtems anlangt, 
fo verfährt man am einfadften alfo: Wählt man einen beliebigen 
Strahlenbündel, fo liegt jeder Punkt des räumlichen Syitems auf 
einem Strahl des Biindels, und durch feinen Punkt des räumlichen 
Syſtems geht mehr als 1 Strahl mit Ausnahme des Centrums, 
duch bas alle u? + u + 1 Strahlen gehn. Zählt man mun alle 


eines Strahlenbünbels find, fo gilt diefe Zahl nad 4) aud) für bie 
Punktelemente eines uneigentliden ebenen Gewebes. 
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Punkte diefer u? + u + 1 Strahlen zufammen, und bedenft, daz 
man das Gentrum jtatt bei allen u +u +1 Strahlen nur bei 1 
mit zählen dürfe, jo erhält man als Anzahl der Punkte eines räum— 
lichen Syſtems (u+1).(u? + u+1)— (u?+n)d. b. 03 + 0? +041. 
Um die Anzahl der Ebenenelemente eines räumlichen Syftems zu 
beftimmen, wähle man eine Ebene; jede Ebene des räumlichen Sy: 
items jchneidet diefelbe in einem Strahle des in ihr enthaltenen ebenen 
Gewebes. Wählt man daher ſämmtliche u?+ u +1 Strahlen die- 
jes Gewebes ald Aren von Ebenenbüfcheln, fummirt alle Ebenen 
diefer Ebenenbüfchel zufammen, indem man beachtet, daß der Träger 
aller diejer Aren in jedem der u! +u+ 1 Ebenenbüjchel, unter 
den Ebenen des räumlichen Syitems aber nur Imal als Element 
enthalten ijt, fo findet man als Anzahl der Ebenenelemente eines 
räumlichen Syſtems (a+ 1). (u? + u + 1) — (u? +0) d. h. 
w+ n?+n0+1, 

Die Anzahl aller Strahlenelemente eines raumliden Syftems 
erhält man am einfachjten, wenn man bedenft, daß jeder Strahl 
irgend eine Ebene in 1 ihrer Punkte fchneiden mug. Betrachtet man 
daher jeden Punkt diejer Ebene als Centrum eines Strahlenbün- 
dels zählt alle u2+u+1 Strahlen diefer u?+u+1 Strahlen: 
bündel zufammen, und bedentt, daß man auf diefe Weije jeden 
Strahl diefer Ebene offenbar u + Imal jtatt Imal genommen hat, fo 
erhält man als Anzahl der Strahlenelemente eines räumlichen Syjtems 

(u?+u+1).(u?+u+4+ 1)—u(u?+u+4]1) bd. h. 
uf + u3 + 2u? 41. 

Hier möge das Rejultat diefer Zählung in Kürze zujammen- 
geitellt folgen: 

Ein gerades Gebilde hat Puntt-Elemente u + 1 


„ Strablenbijdel „ Strahlen „ url 

„ Gbenenbiijdel „ Ebenen „ u+l 

» ebenes Gewebe „ Punft , wW+tu+l 

en " „ Steßlen , wW+u+l 

„ Strahlenbündel , Strablen , u?+u 1 

" . „ Ebenen , wW+u+l 

„ vauml Syitem „ Punft , ud+un?+n41 

5 ö „ Ebenen „ W+u+turl 

R r „ Straßlen , ub+u3+2n?+u4+1 
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Bei näherer Betrahtung diefer Zuſammenſtellung fallen 
2 Puntte alsbald auf, die als für die Folge bejonders wichtig bier 
bejonders hervorgehoben werden jollen: 

1) Hinfichtlih der Anzahl ihrer Clemente zerfallen diefe 
Grundgebilde augenſcheinlich in 3 Gruppen, der Art, dak die 
Grundgebilde derfelben Gruppe binfichtlich ihrer Elementenanzahl 
genau übereinjtimmen, wir unterjcheiden daher aud Grundgebilde der 

I Ordnung: gerades Gebilde, Strahlenbüfchel, Ebenenbüjchel, 
I. Pe ebenes Gewebe, Strahlenbiindel, 
I. „ räumliches Syſtem. 

2) ein ebene8 Gewebe hat genau eben fo viel Punft- als 
Strahlen-Elemente, ein Strablenbündel hat genau eben jo viel 
Strahlen: alg Ebenen-Elemente, ein raumlides Syjtem hat genau 
eben jo viel Punkt- als Ebenen = Elemente. 

6. Nachdem wir bis zu diefem Punfte angekommen find, 
fünnen wir das gefammte Gebiet der neueren Geometrie in feinen 
allgemeinen Umrifjen überfchauen. Hat man nämlid ein Mittel 
ausfindig gemacht, wodurd) die oben erwähnten Elemente eines ebenen 
Gewebes fo auf die eines andern bezogen werden, dat entweder jedem 
Punkt des einen ein einziger genau zu bejtimmender Punkt des 
andern oder jedem Punkt des erften eine einzige genau zu bejtim- 
mende Gerade des andern (5. 2) entipricht, fo wird auch jedem 
aeometriihen Punktgebilde des erjten entweder ein 
Punt oder ein Strahlengebilde des andern entjpreden, 
und e8 fragt fih nun, in welcher Weife werden die allge 
meinen geometrifhen Eigenſchaften des einen Gebildes 
im andern wieder gum Vorſchein fommen. 

Wie man bei der Ebene Punkt und Punkt, oder Punkt und 
Gerade einander zuordnen fonnte, eben fo fann man (nad 5. 2) 
beim Strablenbündel, Strahl und Strahl oder Strahl und Ebene, 
und beim räumlichen Syſtem Punt und Punkt oder Punkt und 
Ebene einander zuordnen, und auch bier unterfuchen, welche Wh- 
hangigfeit der allgemeinen Lagenverhältnifje geometri- 
her Gebilde daraus entjpringen. 

Je nad dem Mittel, woburd die Zufammengehörigkeit der 
Elemente 2er verjchiedener Grundgebilde derfelben Ordnung firirt 
wird, mug auch die Abhängigkeit der geometriichen Gebilde felbjt 
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von einander verfdieden werben. Es hat die Geometrie in neuerer 
Zeit mehrere verjchiedene Methoden aufzuweijen, wie einem Element 
ein anderes zugeordnet wird; diejenige, welche die Wifienfchaft der 
Geometrie bei weiten am meiften gefördert hat, und in neuefter 
Zeit zu einem vollfommen in fic abgejchlofjenen Syſtem ausge- 
arbeitet worden ijt, hat fich eben deimwegen vorzugsweile den Namen 
„neuere Geometrie” erworben, und joll nun in fyftematijdem 
Gange entwidelt werden, 


§. 2. Projektiviſche Beziehung der Grundgebilde 
l. Ordnung. 


7. Das einfachite Mittel, die Lage eines Punktes D in einer 
Geraden zu bejtimmen ijt die, daß man feine Entfernung von einem 
als fejt angenommenen (Elementar:) Punkte A angiebt, wenn nur 
nod) dafür geforgt wird, unzweideutig die beiden Hälften oder Sei— 
ten der Geraden zu unterjcheiden, in welche fie als unendlich ge 
dacht durch jenen (Elementar=) Punkt getrennt oder getbeilt ift. *) 
Bekanntlich hat die Geometrie bisher diefe Unterfcheidung dadurch 
unzweideutig erreicht, daß fie bie Entfernungen auf der einen (etwa 
jtets der rechten) Seite als pofitive Jahlen betrachtet und in Rech— 
nung gebradjt hat, die auf der andern Seite dagegen als negative 
Zahlen, d. b. dak die Lange AD pofitiv ijt, wenn D rechts von A 
aber negativ wenn D linfs von A. Die neuere Geometrie benützt 
ein allgemeinere Diittel, um die Lage eines Punktes in einer Ges 
raden zu firiren. Gie wählt 2 fejte (Elementar-) Punkte A und C 
und bejtimmt nun die Lage eines Sten Punktes eben jo unzwei— 
deutig dadurch, daß fie den Werth des Verhältniſſes AD: CD 
angiebt, und in Bezug auf die Unterjcheidung der Seiten oder 
Theile, in welche die Gerade getheilt wird, jowohl für A als aud 
für C, ganz auf diejelbe Weiſe verfährt, wie es fo eben für die 
Methode, die einen (Clementar-) Punkt annimmt, näher angege- 
ben wurde. 


*) D. h. bie 2 Theile bes geraden Gebildes, welche zwifchen dem eigent: 
lichen (Glementarpunft) A und dem unendlich entfernten imeigentliden Punkt— 
elemente zur Rechten von A und zur Linken von A liegen. 
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Um zu zeigen, daß dieje Methode eben fo unzweibeutig bie 
Lage eines Punktes bejtimmt als die bisherige, betradten wir 
ben Gang der Werthe, weldhe AD:CD annimmt, wenn der 
Punkt D das ganze gerade Gebilde ftetig in derjelben Richtung 
bejchreibend oder durchlaufend gedacht wird. 

Bevor wir jedoch an die Löfung diefer Aufgabe jchreiten, 
möge zur Vereinfachung hier einjchaltungsweife ein für die ganze 
weitere Entwidlung wichtiger Punft näher befproden werben. 

Da nad) der in Nr.4 näher ausgeführten Anſchauung ein 
gerades Gebilde im unendlich fernen uneigentlichen Punktelement zu 
einer gejchlofjenen Linie zufammenhängt, fo ergeben fich hieraus für 
die Anfdauungsweife der neueren Geometrie unmittelbar ‚folgende 
wichtige Gage: *) 

Ein einziger in einem geraden Gebilde angenommener Puntt 
theilt ihre Elemente oder fie nicht in 2 Theile. 

2 beliebig angenommene Punkte A und C theilen die Ele: 
mente eines geraden Gebildes und refp. dasjelbe jelbit in 2 Theile, 
von denen der eine Theil, wir nennen ihn ben endlichen, bloß 
eigentliche Punftelemente enthält, während unter den Elementen des 
andern Theils, wir nennen ihn den unendlichen, fi das un: 
eigentliche Element des „geraden Gebildes befindet. 

Man kann von einem Punktelement A zu einem andern 
Punktelement C eines geraden Gebildes bei einer jtetigen Bewe- 
gung in ſtets unveränderter Richtung gelangen, fowohl indem 
man bie endliche, als aud) indem man die unendliche Strede AC 
durchläuft oder befdreibt. Wir nennen in dem einen der beiden 
legt erwähnten Fälle den „Sinn“ (Richtung) der Bewegung ent: 
gegengefegt dem „Sinne“ der Bewegung im andern. 

Durd 2 Punfte einer Geraden AC, von denen der erfte als 
Ausgangspunkt einer ftetigen in ftets gleihem Sinn gejchehenden 
Bewegung, der letzte als Endpunkt derfelben angefehen werden fol, 
ift daher fein Sinn (Richtung) der Bewegung beftimmt; ſoll ein 
Sinn der Bewegung firirt fein, fo muß nod) ein Ster Punkt B der 
Geraden angegeben jein, über den man von A aus nad) C gelangen 


*) Der Lefer wird gebeten dieſe einzelnen Punkte fih an dem Bilde eines 
Kreifes zu veranfchaulichen. 


— "I. 


jol; der Sinn ABC ift identijd) mit dem Ginn BCA und CAB 
aber gerade entgegengejegt dem Sinn ACB, CBA, BAC, welde 
3 legtere wieder identisch find. Kehren wir num zurüd zur Be- 
trahtung des Gangs des Werthes von AD: CD. Bor Allem ift 
erfichtlih, daß fic) die oben näher bezeichneten Strecfen AC, hin- 
fichtlih des Werthes von AD: CD wefentlid) unterjcheiden, da für 
alle Punkte der endlichen Strede AC diejes Verhaltnip einen nega- 
tiven, für alle Punfte der unendlichen Strede dagegen einen pofi- 
tiven Werth annimmt. Was dagegen den abjoluten Rablenwerth 
dieſes Berhaltnifjes anlangt, jo ändert fich derjelbe und zwar für 
beide Streden gleihmäßig bei einer jtetigen Bewegung in 
ftets gleichem Sinne von A nad C ebenfalls ftetig von 0 
bis co, Der Werth von AD: CD bejtimmt aljo unaweideutig die 
Lage des Punktes D, wenn A und C feft find. Denn 1) gehört zu 
feinen 2 Punften ein und derjelbe Werth diejes Verhältnifjes und 
2) gehört zu jedem Werth diejes Verhältnijjes ein Punkt, 

Wir nennen 2 Punkte AC durd) einen Punft B getrennt, 
wenn man von dem einen A zum anbern C bei einer jtetigen Be- 
wegung in demfelben Sinne der Bewegung nicht gelangen Tann, 
ohne über den lebten B hinweg zu müjjen. 2 Punkte AC find 
demmach durch einen dritten B nur für den einen Ginn ber Bewe- 
gung getrennt, will man daher 2 Punkte AC volljtindig, d. b. 
für beide Sinne der Bewegung trennen, jo muß man nod) einen 
dten Punkt D annehmen, wobei B auf der einen der beiden 
Streden AC, D dagegen auf der anderen liegt. Man jagt daher 
wohl aud), unter 3 Punkten einer Geraden jind Feine 2 getrennte, 
unter 4 Punkten einer Geraden find 2 Baare, von denen jedes durd) 
das andere getrennt iſt. 

8. Nachdem jo eben das Mittel angegeben, wie die neuere 
Geometrie die Lage eines Punktes in einer Geraden firirt, foll nun 
angegeben werden, in welder Weije diejelbe hierauf geſtützt die 
Runktelemente Zer geraden Gebilde einander guordnet. Sind A und 
C 2 Punkte des erjten und A,C, 2 Bunfte des 2ten geraden Ge- 
bildes, fo find D und D, auf ungweideutige Weije als entjprechende 
Punkte einander zugeordnet, wenn für jedes folde Paar die 
Gleichung gilt 
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AyD, _ AD 

0D, =" cD 
wobei D und D, als Reprajentanten eines beliebigen Paares zu: 
geordneter Punkte zu betrachten find, und m einen beliebigen con 
jtanten Werth hat, von defjen Wahl die bejondere Art der Be 
ziehung oder Zuordnung eben jo abhängig ijt, wie von der Wahl 
ber fejten Punkte AC A,C.. 

Wird die Abhängigkeit der Lage entfprechender oder zugeord- 
neter Punkte durch obige Gleihung firirt, jo jagt man „die Ele 
mente der beiden geraden Gebilde feien projeftivijd 
zugeordnet“ oder „Die beiden geraden Gebilde jeien pro: 
jektivifh auf einander bezogen“ oder kurzweg „die beiden 
geraden Gebilde jeien projettivijd).” Wir bezeichnen die projeftivijde 
Beziehung 2er geraden Gebilde Pund P, und überhaupt 2er Grund: 
gebilde Pund P, auf folgende Weife Plabed...]~#P,[ayb,e,d, ...] 
in welcher Bezeichnung immer zugleich folgende Ausjagen enthalten 
find 1) P und Py find die beiden Träger (bei Büſcheln und Bün- 
deln die Gentra, bei Ebenenbüfcheln Aren f. Wr. 3) der beiden 
projeftivijden Grundgebilde, 2) abed... find Elemente von P, 
a, b,c,d,... find Elemente von P,, 3) die Elemente abed entjpre 
en den Elementen a;b;c;d; genau. in derjelben Ordnung, in ber fie 
jtehen, aljo a dem ay, b bem b,, ce dem cq 2. Sollte über den 
Träger der beiden projeftivijden Grundgebilbe nad) dem Zufammen: 
bange ein Zweifel nicht möglich fein, fo werden wir aud) wohl den 
Träger P und P, weglajjen und einfach ſchreiben abcd... aby, dy .., 
wobei aber alsdann immer als jelbjtverjtändlich vorausgejett ift, 
daß abed.. fowohl als abcd... je Elemente eines Grundgebil- 
des darſtellen. 

9. Wenden wir uns zur Unterfudung, welche Bedeutung 
die Wahl der 4 fejten Punfte AC A,C, und der Größe m für 
die Art oder den Charakter der projettivifden Beziehung felbft hat. 

Fällt D mit A zufammen, jo wird AD = o, vermöge obi- 
ger Gleichung muß aljo aud). AyD; = o fein, d. h. auch D, mit 
A, 3ujammenfallen: aljo A und A, jtellen ein paar entfpredyende 
Punkte dar. Fällt D, mit C zujammen, fo wird CD = o, nad) 
obiger Gleihung muß aljo aud) C,D, = o werden, d. h. D, mit 
C, gujammenfallen: aljo C und C, ftellen ein Paar entipredyender 
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Punkte dar. Zur Veftimmung von m reicht eine Gleichung bin, 
in der außer m alle darin vorkommende Größen befannt find, dieſe 
Gleihung erhält man am einfadjten, wenn zu einem bejtimmten 
D, 3. B. zu dem Punfte B, das entſprechende D, d. h. der ent: 
fprehende Punkt B, gegeben ijt. Man findet alsdann m aus der 
Gleihung oe —— was für m den Werth ergiebt: 


CB’ 
m= a I Seen wir nun für m diejen Werth in die 
allgemeine Gleihung der Lagen Abhängigkeit eines beliebigen 
Paares enjprechender Punkte DD,, fo erhalten wir dieje Gleichung 
in folgender wichtigen Form 
AD, AB, _ AD, AB a C,B,.A;D,;_- CB.AD 
GD, ° CB, ~ CD ~* CB “A,B,.C,D, AB. CD 

Aus diefer Entwidlung iſt erfichtlih, 1) dak bei der projet 
tiviſchen Beziehung er geraden Gebilde 3 Elemente des einen und 
3 Elemente des andern als entjprechende Punkte beliebig angenom- 
men werden fünnen, 2) Dap aber durch die Annahme ser ent 
Iprehender Bunftenpaare die projeftivijde Beziehung vollfommen 
fixirt ijt. 

Erklärung. Nach dem fo eben Entwicelten ift alsbald zu 
erjehen, dap, wenn entjprechende Elemente projeftivifcher gerader 
Gebilde ermittelt werden follen, immer der Inbegriff von 4 Ele: 
menten in einer bejtimmten Ordnung genommen, ber 
Betrachtung unterworfen werden muß. Der Kürze wegen werden 
wir daher hiefiir eine eigene Bezeihnung einführen, indem wir 
4 joldye Elemente in der Drdnung genommen, in der fie fteben, 
einen Wurf nennen. Wir nennen dabei einen Wurf ABCD, einen 
ordentlihen Wurf, wenn jedes der Elementenpaare AC und BD 
durch das andere getrennt ijt, oder auch, wenn der Sinn ABC, dem 
Ginn BCD und dem Ginn CDA identiſch iſt. Wir nennen ferner 
Ten > den Werth des 
Wurfes ABCD, fo dak wir alfo Eurz jagen können, 2 Würfe find 
projeftivijd *), wenn ihre Werthe gleih find, und da wir mit 


ben Werth des obigen Quotienten 


*) Wenn man von projeftivijden Würfen. ABCD und A,B, C,D, fpridt, 
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Werthen von Würfen im Verlauf der Entwidlung nod öfter zu . 
thun haben werden, fo wollen wir der Bequemlidfeit wegen den 
Werth eines folden Wurfes ABCD, aljo den Werth des 


CB. AD 
AB cp tuts begeihnen durch (ABCD). 


10. Go eben in 9. wurde gezeigt, daß die Elemente Zer 
gerader Gebilde projeftivijd gugeordnet find, wenn zu 3 Elementen 
ABC des einen, die 3 entjprechenden A,B,C, des andern gegeben 
find, injoferne zu jedem D des erjten geraden Gebildes das ihm ent- 
fpredjende D, ungweibeutig gefunden ift, wenn (ABCD)=(A,B,C,D,). 
Es fragt fid) nun aber, ob die projeftivifche Beziehung der beiden 
geraden Gebilde diejelbe bleibt, wenn man von 3andern einander 
zugeordneten Elementen ausgeht oder mit andern Worten: wenn den 
4 Punkten DEFG die 4 Punfte D,E,F,G, entjpreden, unter der 
Vorausfepung, bak die projeftivifde Beziehung der beiden geraden 
Gebilde durch die 3 entjprechenden Bunftenpaare AA, BB, CC, voll: 
zogen ijt, ob dann immer aud) dem Puntfe G der Punt G, ent: 
fpridt unter der Vorausſetzung, daß DD, EE, FF, als die ent- 
fpredenden Punktenpaare angenommen werden, durch welche die 
Fixirung der projeftivijden Beziehung vollzogen wird, 

Die Beantwortung diejer wichtigen Frage zerfällen wir in 
2 Abtheilungen, indem wir dieſe Frage zuerjt für bloß 4 Punfte 
beantworten und wenn das erledigt ijt, zu der allgemeinen Auf: 
gabe übergehen. 

Mad dem, was oben über die Auffindung eines 4ten ent- 
fpredenden Punktes gefagt wurde, wenn 3 Paar entjprechende 
Punktenpaare die Beziehung fejtgeftellt hatten, geht hervor, dak in 
den gleichen Werthen der Würfe immer die 3 Punkte durd) welche 
die Fixirung der Beziehung gefdieht, voranftehen. (ABCD) = 
(A,B,C,D,) bedeutete demzufolge foviel, als: wenn durdy die ent: 
Iprechenden Elemente ABC und A,B,C, die projeftivijche Beziehung 
vollzogen ift, fo entjpricht bem Punkte D der Punkt D,. Es fann 


fo heißt bdiefes foviel, al daß man die beiden Trager von ABCD und 
A,B, C,D, fo projeftivifd) auf einander beziehen fann, daß den 4 Elementen 
des einen Wurfs die 4 Elemente des andern in derfelben buch den Wurf 
angegebenen Orbnung entipredhen. 
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unſere erſte Frage daher kürzlich alſo formulirt werden: Wenn 
(ABCD) = (A,B,C,D,), fo fragt es ſich, ob dem Werthe eines 
beliebigen Wurfes 3. B. (ADCB), den man aus (ABCD) durch 
beliebige Verſetzung der 4 in ihm enthaltenen Elemente erhält, der 
Werth des Wurfes (A,D,C,B,) gleich ift, ben man aus A,B,C,D, 
durch diejelbe Verſetzung der entipredenden Elemente erhält. 

Die 24 Würfe, zu welchen fic) 4 Elemente ABCD zufammen 
ftellen laſſen, zerfallen in 6 Gruppen von je 4 Würfen, deren Werthe 
ſtets einander gleich find; e8 ergiebt nämlich die einfachite Betrach— 
tung, daß immer (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) 
d. b. jeder Wurf hat gleichen Werth mit einem, den man dadurd 
erhält, daß man 2 Mal 2 Elemente hinfidtlid ihrer Stellung im 
Wurf gerade mit einander vertaufdt. Wir haben daher die Beant- 
wortung der oben allgemein für alle 24 Würfe gejtellten Frage bloß 
binfichtlich folgender 6 Würfe durchzuführen, 1) ABCD, 2) ABDC, 
3) ACBD, 4) ACDB, 5) ADBC, 6) ADCB, wie fid einfad 
daraus ergiebt, bag jeder der 24 Würfe unter feiner Gruppe einen 
bat, der mit A anfängt und daß von den hier angeführten 6 Würfen 
feiner dem andern gleich ift, wie fic) alsbald ergeben wird. Geen 


wir nun (ABCD) =, fo ift (ABDC)—=1—e, (ACBD) =—, 


(ACDB) = +, (ADBC)= — (ADCB)= ~, wie dieſes 
die einfachite Rechnung erfennen läßt, wenn man nur den aus ben 
Elementen der Geometrie befannten Ga anwendet, daß für bie 
endlichen Strecken, welde bei 4 Punften ABCD einer Geraden 
in Betracht fommen, ftets AC.BD=AB.CD+AD.BC ijt, und 
dann hinſichtlich der Vorzeichen der in entgegengefeßter Richtung 
in Betracht gezogenen Streden bas in Nr. 7 hervorgehobene ge- 
börig berüdjichtigt, wonad) AB= — BA. Da nun biefelben 
Rejultate aud) für die Würfe (A,B,C,D,) und die auf ähnliche Weife 
aus ihm abgeleiteten gilt, jo muß unjere oben aufgejtellte Frage 
mit ja beantwortet werden. 

Gehen wir nun zur 2ten Frage über, fo lautet biefe alfo: 
Wenn (ABCD) = (A,B,C,D,), (ABCE)—=(A,B,C,E,), (ABCF) 
= (A, B, C, F,) u. (ABCG)= (A, B,C, G,), iit dann allgemein 
(DEFG) = (D,E, F,G,)? 
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Dividirt man (BACD) durdy (BACE), fo ergibt fitch alsbald 
baraus (BOCE), da aljo nad) dem Borigen 
(BACD) = (3,A,C,D,) und 
(BACE) = (B,A,C,K;), 
fo ergiebt fid) hieraus unmittelbar durch die erwähnte Divifion 
(BDCE) = (B,D,C,E,) oder, was hieraus nach dem Boris 
gen folgt (DBCE) = (D,B,C,E,). Auf diefelbe Weife erhält man 
(DBCF) = (D,B,C,F,) und 
(DBCG) = (D,B,C,G,). 

Wendet man nun hierauf dasfelbe Verfahren der Divifion 
ber beiden Werthe von Würfen an, fo verjchwindet aud B aus den 
neuen Würfen, wie hier A verſchwunden ift, und jo fortfabrend erhält 
man als legtes Refultat (DEFG)—=(D,E,F,G,) w. 3. b. w. 

Es follen nun die Haupteigenichaften und Gejege, welche 
die projeftivifche Beziehung 2er geraden Gebilde näher charafterifi- 
ren, entwicelt werben. 

11. Legt man die Bedingungsgleihung für die projeftivifde 
Beziehung entjprechender Elemente in ihrer einfadften Form 

ADs — — zu Grunde, ſo erſieht man, daß dem un— 
C,D, C 
endlid) fernen Punkte des einen geraden Gebildes im Allgemeinen 
ein eigentlider Punkt des andern entfpridjt und umgefehrt. Rückt 
D ins Unendlide und nennen wir den endlidjen ihm dann ent 


fpredenden Punkt M, fo ijt ae —m. NRüdtD, ins Unendlicde 
et 
und entſpricht ifm M, fo ift a= * Die Vergleichung dieſer 


beiden Ausdrücke ergiebt das merkwürdige Reſultat, daß ſtets 
+ A,;M,.AM=—C,M,.CM 

wo C und C, fo wie A und A, je ein beliebiges Paar entfpre- 
Gender Punfte darjtellen. Die beiven Punfte M u. M, führen bei 
manchen Autoren den Namen ,Hauptpuntte’ und der vorige 
Sag lautet: das Produkt der Entfernungen der beiden Hauptpunkte 
von einem Paare entjprechender Punkte ijt fonjtant, Ru einem 
ähnlihen, wenn aud) weniger allgemeinen Rejultat gelangt man, 
wenn man in den beiden projeftivijden geraden Gebilden diejenigen 
beiden Punkte N u. N; fucht, welche je den beiden Mitten von 
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A.C, u. AC entſprechen, denn aud) für fie iſt aus gang ähnlichem 
Grunde bei jeder Art der projeftivijden Beziehung ftets 
N,A,.NA=N,C,.NC. 

Wird ml, fo fallen M, u. M ins Unendliche, d. 5. die 
beiden unendlich fernen Punkte entjprechen einander, in diefem Kalle 
ift gunddft aus 11. A,D,:AD=C,D,:CD, da aber jelbjtver- 
ftändlidy für die gehörige Aenderung der entfpredenden Elemente 
aud) D,A,R:DA=B,A,:BA, fo ijt auch allgemein BA, :BA= 
C,D,:CD d.h. je 2 entjprechende Streden ftehen in fonftantem Ver: 
bältnig zu einander; man nennt bie geraden Gebilde in diefem be- 
jondern alle ähnlich. Umgekehrt find aber aud) die geraden Ge: 
bilde immer ähnlih, wenn die unendlich fernen Punkte einander 
entiprechen, infoferne in diefem alle m jtets den Werth 1 haben 
muß oder annimmt, 

Bujak. Offenbar faljd) dagegen wäre jedod der Schluß, 
daß immer, wenn BBA,:BA=C,D,:CD, dann aud) die ge? 
raben Gebilde ähnlich wären, diefe Umkehr gilt vielmehr nur dann, 
wenn die entjprechenden Streden, die in fonjtantem Verhältniß 
ftehen, in beiden Geraben denfelben einen Grengpuntt haben, d. h. 
wenn, wie oben zuerft gefunden, D, Ay: DA =D,C,: DC. 

12, Der Werth eines ordentliden Wurfes (9.) hat immer 
einen negativen Werth und umgefehrt, jeder negative Werth gehört 
immer zu einem orbentlihen Wurf. Nad 7. ift namlid) von den 
beiden Verhaltnijjen AD:CD u. AB: CB von denen der Werth 
des Wurfes ABCD abhängt (9.), ſtets einer negativ und einer 
pofitiv für den Fall, dag AC durch DB getrennt find, während 
beide entweder pojitiv oder beide negativ find, wenn diejes nicht 
ver Fall ijt. Hieraus folgt, dag jedem ordentlichen Wurf in der 
einen Geraden ein ordentlicher Wurf in der andern entipricht. 

Zujag. Anftatt zu fagen: Jedem ordentlihen Wurf in der 
einen entjpridjt ein ordentlicher Wurf in der andern, fann man aud 
jagen, jedem Sinn in der einen entſpricht ein Sinn in der andern 
der Art, dag, wenn p[ABCDEF] x p, [A,B,C,D,E,F,] der 
Sinn A,B,C, und D,E,F, identiſch ijt oder nicht, je nachdem 
diefes bei dem Sinn ABC und DEF der Fall ijt. 

13. Dem Wurfe ABCD, dejjen Werth — —1 ijt, hat man 
wegen feiner jonjtigen merkwürdigen Eigenjchaften einen bejonderen 
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Namen gegeben, er heißt ein harmoniſcher Wurf. Ein harmonifder Wurf 
ift nad) 12. immer- ein ordentlicher Wurf, daher nennt man wohl aud 
die Punkte AC durd) die Punkte BD harmonisch getrennt, Der Werth des 


Verhältnifjes I muß abgejehen vom Vorzeichen dem Werthe von 


ss gleid) fein. Nun haben wir Nr, 7 gefehen, daß der Werth 
AB 


BC - 
von 0 bis oo und eben fo der Werth * für alle Punkte D 


ber unendlichen Strecke AC alle Werthe von O bis co annimmt, 
für jeden Punkt B der endliden AC, giebt e8 daher immer gerabe 
einen Punkt D der unendliden Stree AC, fo dag ABCD ein 
harmonifder Wurf. Der Mitte von AC entipridt als 4ter bar: 
monijder Punt das uneigentliche unendlich ferne Punftelement des 
geraden Gebildes, 

14. Sind von einer beliebigen Anzahl gerader Gebilde 
p[abc...], pılubıcı...], pala2b2c2...] jedes zu feinem nachfolgen: 
den projeftivijd, jo ijt jedes zu jedem der übrigen projeftivifd, 

68 genügt den Nachweis für 3 geliefert zu haben, Iſt aber 
1) pLabed..] © pılubıcdı..] u. 2) pylarbyeyd,..] 78 palmzbrc;dz2..] fo 
folgt aus 1) (abd)—(ab,cd,) und aus 2) (a,b,c,d,) — (ab), 
alfo it auch (abch) = (agbytad.) d. h. [abed..] = [agbotobdo. .]. 

15. Sedem harmonischen Wurfe in einem von 2 projeftivi- 
ſchen geraden Gebilden entjpricht wieder ein harmonijder Wurf; 
und umgekehrt eim harmonifder Wurf ift zu jedem barmonijchen 
Wurf nad) Anm. zu 9. projeftivijd). 

16. it von den folgenden 8 Würfen 1 ein harmonifcher, fo 


find fie e8 alle: 
ABCD BADC CDAB DCBA 


ADCB BCDA CBAD DABC 
Die Werthe aller 8 find nämli = —1, wenn einer berjelben die: 
fen Werth hat. 
17. Sit ABCD x A,B,C,D, fo ift aud 
ABCD zw B,A,D,C, 
ABCD r C,D,A,B, 
_ ABCD a D,C,B,A, 


für alle Punfte B der endlichen Strecke AC alle Werthe 





von 
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Denn man findet leicht, daß die Werthe ber 4 Würfe rechts ein- 
ander gleich find, d. b. eine von den 6 in 10. erwähnten Gruppen 
bilden. 

18. Bisher war angenommen, daß bie beiden projeftiviichen 
geraden Gebilde in 2 verjchiedenen Trägern gelegen feien, wir wol 
len nun den Fall betrachten, daß dieſe beiden Trager auf oder in 
einander gelegt erjcheinen, d. h., daß ein und biejelbe Gerade gleich: 
fam doppelt gedadt wird, indem jeder Punkt derjelben jowehl als 
Element des einen als aud) ald Element des andern geraden Ge: 
bildes angejehen werden muß. 

Aus 17. folgt unter der fo eben gemadten Vorausjegung, 
dag immer folgende 4 Würfe unter einander projeftivijd find 
ABCD mw BADC mw CDAB aw DCBA (vergl. 10). 

19. Sit ABCD ein harmonijder Wurf, fo fommen zu den 
in 17. erwähnten 4 Würfen nod) 4 neue hinzu, fo daß dann fol- 
gende 8 Würfe alle unter einander projeftivijd find 

ABCD BADC CDAB DCBA 
ADCB BCDA CBAD DABC 
wie aus 16 alsbald folgt. 

20. Sit einer der in 19 aufgeführten 4 leiten Würfe einem 
ber 4 erjten projektivifch, jo ift der Wurf ein harmonifder, d. h. 
erhält man aus einem Wurfe ABCD einen ihm projeftivifchen da— 
duch, daß man bloß ein Paar getrennter Elemente vertaufdt, fo 
it ber Wurf ein harmonifcher. 

Sit ABCD mw ADCB, denn auf biefen 1 Fall laffen fich 
nah 17 alle andern zurücdführen, jo hat man 


a — 2 2— 2 2 
AB. CD” A D.CB d. b. CB .AD —(CD ‚AB d. h. 


CB.AD 1 — 
IB.GD —=+ 1, wobei jedod) nur das — Zeichen giltig fein 
lann, injofern — nur ‘mene fein fann, nad) 7 und 13, 


AB AD 
wenn A u. C durch B u. D getrennt find, der Wurf ABCD alfo 
ein ordentlicher Wurf ijt. 
21. Der in 18. enthaltene Sat führt zu einer höchſt wich- 
tigen Eigenthümlichkeit der projeftivijden Beziehung, die ſich alfo 
tur; ausdrücken läßt: Firirt man die projektiviiche Beziehung Zer 
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geraden Gebilde desſelben Trägers fo, daß 2 Elemente AB einander 
abwechjelnd entſprechend, >. b. ijt p[ABC..] wm p[BAD...] io 
fommt dieje Eigenichaft jedem Paar entiprechender Clemente zu; 
denn entjpricht dem Puntte E als Element des eriten geraden Ge: 
bildes der Punkt F als Element des 2ten, fo muß aud dem F 
als Element des erften der Punkt E als Element des 2ten entipre: 
den, denn nad) 18 ijt immer p[ABEF] w p[BAFE!]. 

Man hat diefer Art der projeftivifdhen Beziehung einen befon- 
deren Namen gegeben, indem man bie Elemente der Geraden p 
involutorifch gepaart, das gerade Gebilde jelbjt wohl ein involuto- 
rifches gerabes Gebilde nennt, wobei man die beiden in dem Träger 
p enthaltenen geraden Gebilde gleihjam zu einem Gebilde zuſam— 
menfaßt. 

Zuſatz. Fallen die 2 Hauptpunfte M und M, (11) in einem 
Punkt zufammen, jo tritt offenbar der oben erwähnte Fall ein, dak 
ein Paar Punkte einander abwedjelnd entiprechen, und die beiden 
projeftivifchen geraden Gebilde bilden daher in diefem alle jtets 
ein involutorijches Gebilde, 

22. Die involutorifche Beziehung eines geraden Gebildes ijt 
vollfommen firirt, wenn zu 2 Elementen AB, die einander nicht 
entjprechen, die entjprechenden Elemente A,B, gegeben find. 

Denn duch 3 Paare von entipredenden Punften AA, BB, 
A,A ijt die projeftivijdhe Beziehung vollfommen firirt, und ijt 
p[ABA,..]rp[A,B,A...], fo entfpridt nad 18. oder 21. aud 
bem Element B, des erften das Element B des 2ten. 

Bei der gewöhnlichen projeftivijden Beziehung waren 3 Paare 
entjprechender Punkte nöthig, um die Beziehung zu firtren, und 
es folgte daraus nothwendig, dak bei den Eäten über projefti- 
vifche Beziehung meiſt an den Inbegriff von 4 Punkten jedes gera: 
ben Gebildes die Betrachtung fic) wendete, für diejen Inbegriff 
ward daher die Bezeichnung Wurf eingeführt. Go find bei der 
involutoriihen Beziehung 2 Paare entſprechender Punkte nötbig und 
der Inhalt der Gage ijt daher hier ebenjo an den Anbegrifi von 
3 Paar entjprechender Punkte des involutorifchen Gebildes geknüpft, 
wehmwegen auch biefür eine Bezeichnung eingeführt wurde, indem man 
diefe 3 Paar Punfte eine Involution nannte und fie auch befonders 
bezeichnete, indem die Guvolution AA,.BB,.CC, joviel bedeutet, 
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alg dog AA, und BB, und CC, 3 Paare entjprechender Punfte 
eines involutorijdyen geraden Gebildes darjtellen. 

23. Sit AA,.BB,.CC, eine Snvolution, jo liegen in die- 
jer Behauptung folgende bejondere einzelne Behauptungen: Es ift 
ABCA, 7 A,B,C,A; ABCB, 7 A,B,C, B; ABCC, wA,B,C,C; 
mb ABA,C, wm A,BAC; ABB,C, z A,B,BC; ABA,B, 2 
A‚BAB. Wendet man auf diefe einzelnen projeftivifchen Würfe 
bie Formeln der projettivijden Beziehung in ihren verjchiedenen 
Formen aus 9. und 10. an, fo erhält man nad) der einfachiten 
Umgeitaltung folgende algebraijde Ausdrüde für die Snvolution. 

Ta. AB.AB, = A,B. AB, 
AC.AG, ~ A,C. 4,6, 
BA.BA, B,A.B, A, 





Ib, 3G.BG, ~ BOBG 
Ic CA.CA, _ GAC Ay 

- GB.CB, — GB.CH, 
Ia. AB.B,C,.CA, = — A,B,.BC.C,A 
Ib. AB.B,C.C,A, = — A,B,.BC,.CA 
IIc. AB,.BC,.CA, = — A,B.B,C.C,A 
Id. AB,.BC.C,A, = — A,B.B,C,.CA 


Was die Formeln L anlangt, jo jpringt die Geſetzmäßigkeit 
ihrer Form von felbjt in die Augen. Was die Formeln II. anlangt, 
jo beachte man, daß in jedem jolchen Produkt von 3 Faktoren alle 
6 Sudjtaben vorkommen, daß aber feiner der 3 Faktoren aus einer 
Stree bejtehen darf, deren Grengpuntte ein Paar entjprechende 
Punkte darjtellen; die 4 Formeln II. enthalten alle möglichen auf 
dieſe Art entitehenden Produkte. 

24. Entſpricht bei 2 projeftivifden geraben Gebilden besjel- 
ben Trägers dem Punkt A als Element des erjten, derſelbe Punkt 
A als Element des 2ten, fo jagt man, die beiden geraden Gebilde 
batten bas Element A entjprechend gemein. 

Da die projettivijde Beziehung durd 3 entiprechende Punk— 
tenpaare vollfommen bejtimmt ijt, jo folgt, daß 2 gerade Gebilde 
vesjelben Trägers entweder alle oder 2 oder 1 oder O Elemente ents 
iprechend gemein haben. 

Wir betrachten in diefer Beziehung zuerft den befonderen Fall 
der involutorifden Beziehung näher. Hier gelten folgende für 
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die Folge wichtige Sätze: Ein involutoriſches gerades Gebilde hat 
entweder 2 oder O entſprechend gemeinſame Punkte; denn ijt M ein 
folder Punkt und AA, ein Paar entjprechende Punkte, fo ijt der 
Punkt N, der von M dur AA, harmoniſch getrennt ift, ebenfalls 
ein entjprechend gemeinjamer Punkt des involutorifden geraden Ge- 
bildes, weil nad) 19. MANA, m MA,NA ijt, aljo aud MAA,N 
7% MA,A N. 

Bei einem involutorijden geraden Gebilde nennt man die beiden 
entjprechend gemeinfamen Punktelemente ,Ordnungselemente’. 

8 giebt ein einfaches Kennzeichen, job ein involutorijches 
gerabes Gebilde Ordnungselemente hat oder nicht. Durchläuft näm- 
lid) ein Punkt A, jtets als Element des erften der beiden in der 
involutorifchen Geraden enthaltenen projeftivifden geraden Gebilde be 
tradjtet, die Strecke AA, ftetig, fo bejchreibt der entfprechende Puntt 
des 2ten geraden Gebildes die Strecfe A,A jtetig, und es fragt 
jih nun, ob der endlichen Strede AA, die endliche Strecke A,A 
oder die unendliche Strede A,A der Geraden entjpricht, im erftern 
walle durchlaufen die beiden entjprechenden Punkte die Gerade im 
entgegengejegten Sinne und müjjen einander daher fowohl auf der 
endlichen als auf der unendlichen Strede AA, begegnen, im 2ten 
alle durchlaufen fie die Gerade in gleichem Sinne und Fönnen 
einander nie begegnen. Die Punkte, in denen die Begegnung ftatt 
findet, find entjprechend gemein d. h. Ordnungselemente. Mean 
fann daher aud) jagen, wenn bei der involutorijchen Beziehung 
zweier Geraden desfelben Trägers jeder Sinn des einen, demſelben 
Sinn des andern entſpricht, (wir nennen folde gerade Gebilde 
gleihläufig), jo erijtiren Feine Drdnungselemente, wenn dagegen 
jeder Ginn des einen dem entgegengejegten Sinn des andern ent- 
ſpricht, (wir nennen folche gerade Gebilde gegenläufig), jo erijti- 
ren 2 Ordnungselemente. Es läßt fic) ferner aus einem einfachen 
Kennzeichen erjehen, ob der eine oder der andere Fall eintritt, denn 
im erften Yall ijt jedes Paar entjprechender Punfte A A, durch jedes 
andere foldje Paar BB, getrennt d. h. ABA,B, ein ordentlicher 
Wurf, im Zten Falle nicht, d. h. ABBA, ein ordentlider Wurf. 

Die beiden Ordnungselemente find, wie aus den obigen Be 
weifen hervorgeht, durch jedes Paar entipredender Punkte harmo- 
niſch getrennt. 
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Wir haben oben gejehen, dak die involutorifche Beziehung durch 
2 Baare entjprechender Punkte firirt ijt; ftatt eines foldjen Paars _ 
faun immer ein Ordnungselement auftreten, wir kennzeichnen aber 
ein jolches Drdnungselement dadurch, daß wir e8 doppelt fchreiben, 
und ed wird daher ohne Weiteres die Bezeichnung verjtändlich fein 
Involution AA,.MM.BB, ober Snvolution MM.NN. Ay 

Wenden wir uns nun zu dem allgemeinen Fall: 

At pfABCD]rp[ABC,D;] d. h. haben 2 projettivijde gerade 
Gebilde desjelben Trägers 2 Elemente AB entjprechend gemein, fo 
it allemal AB.CD,.C,D eine Snvolution. 
Denn eg it ABCDr ABC,D, nad) der Vorausfeßung. 
ABC,D, nm BAD,C, nad Mr. 10. 
alfo ABCD wBAD,C, nad) Nr, 14, woraus die Rid- 
tigkeit folgt nad) Nr. 21. 

26. Iſt aljo umgekehrt in der Geraden p AB.CD,.C,D eine 
Snvolution, jo haben die beiden projektivifchen geraden Gebilde 
pACD..]wp[AC,D,..] die beiven Elemente AB entjprecdhend 
gemein, 

Zuſatz. Dag man bier C mit D, oder C, mit D vertaujden 
fann, leuchtet ein, denn es ijt ja AB.D,C. DC, diejelbe Snvo- 
lution wie AB.CD,.C,D. 

27. Sit p[ACD..] wp[AC,D,..], und haben die beiven 
geraden Gebilde bloß das eine Element A entjprechend gemein, fo 
mig AA.CD,.C,D eine Snvolution, d. h. A ein Ordnungsele- 
ment der Snvolution CD,.C,D fein. Denn wenn in diefer leßt- 
genannten Snvolution dem A das Element B entſpräche, jo würde 
nah 26. aud) nod B ein entjprechend gemeinjames Clement der 
beiden projeftivijden Gebilde fein. 

28. Haben die beiden in p enthaltenen projeftivifden gera- 
den Gebilde wieder nur A entiprechend gemein, und entipricht dem 
Punkt B des erften der Punkt B, des 2ten und dem Punft B, 
alg Element des erften, der Punkt B, des 2ten, fo dak aljo 
pfABB,..]ap[fAB,B...], jo ijt ftets ABB,B, ein harmonifcher 
Wurf, denn nad) 27 muß AA.BB,.B,B, eine Snvolution jein. 

29. Iſt umgekehrt in der Geraden p AA.CD,.C,D eine 
Snvolution, fo haben die projeftivifden geraden Gebilde pfACD] 
m p[AC,D,] bloß das Element A entjprechend gemein. Oder ift 
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in p ABB,B, ein barmonifder Wurf, fo haben ebenfalls die pro- 
jeftivijchen geraden Gebilde p[ ABB,]2p[AB,B,] bloß das Ele- 
ment A entipredend gemein. 

Zujag. Hieraus geht hervor, dak die Ausſage, dak die 
beiden geraden Gebilde desjelben Trägers bloß das eine Element A 
entjprechend gemein haben, für die Firirung der projeftivifden Be— 
ziehung beider Gebilde denjelben Werth hat, als ob 2 entfpredende 
Elementenpaare gegeben wären; in A treffen fo zu jagen 2 Ele: 
mente beider Grundgebilde in einem zufammen, denn ijt A das ein- 
zige entipredend gemeinjame Element beider Gebilde und entjpricht 
dem beliebigen Element B bes erjten geraden Gebildes das Clement 
B, des 2ten, jo läßt die 29. immer bas dem B, als einem Element 
des erjten entjprechende Element B, des 2ten finden, fo daß man 
zu 3 verjchiedenen Elementen des einen, die 3 entfprechenden Cle: 
mente des andern unmittelbar finden kann. Aus diejem Grunde 
bezeichnen wir auch von nun an furz die Lageneigenthiimlichfeit, 
daß die beiden projektiwiichen Grundgebilde desjelben Trägers das 
Element A allein entjprechend gemein haben durch 

p[fAAB..]ap[AAB,...] 

30. Will man unterfucen, welde Elemente 2 projeftivijcde 
gerade Gebilde desjelben Trägers entfpredyend gemein haben, jo bat 
man folgenden Weg einzujchlagen: CEntfpridt dem Element B des 
erjien das Element B, des 2ten und dem B, als Element des eriten 
das By des 2ten, fo jucht man das Element A,, jo beichaffen, dak 
A,BB,B. ein barmonifdher Wurf. Aft nun A, ein entjprechend 
gemeinjames Element, jo tft es nach 29. das einzige entjprechend 
gemeinjame Element. 

Entipriht dagegen dem A, bes erften das Element A, des 
2ten, fo fommt es darauf an, ob die Snvolution B, A," BoA, einem 
involutorifden geraden Gebilde mit Ordnungéselementen angehört 
oder nicht, d.h. ob A,B, durd) A,B, nicht getrennt oder getrennt 
find nad) Nr. 24., im erjten Kalle find die beiden Ordnungsele- 
mente M und N 2 entjprechend gemeinjame Elemente, im 2ten hae 
ben die geraden Gebilde überhaupt Feine. 

Da nämlich fo wohl A,BB,B,, als aud) A,MB,N je einen 
barmonifden Wurf darftellen, jo find A,A,.B,B,.BB,.MN ent: 
fpredyende Elementenpaare eines involutorijdhen geraden Gebildes 
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und daber MNBB,aNMB;B, alſo ard) MNBB, ~7MNB,B, 
nad) Mr. 10. Da aber eben jo nad ber Borausfeßung MNB, A, 
ma MN BoA, (injofern MA, NB, ebenfo wie MAN Bo barmonifde 
Würfe darjtellen) fo entfprechen in den beiden projeftivifden gera- 
ben Gebilben p[MNB,...]mp[MNB,...] offenbar die Elemente 
A,A, und die Elemente BB, einander d.h. es ift p[ MN BB,A,] a 
p[MNB;,BA,] alſo aud nah Nr. 10. p[BB,A,MN] x 
p[B,B.A,MN] w. 3. b. w. 

Grijtiren die Orbnungselemente MN nicht, fo ift far, dap 
die beiden geraden Gebilde aud) Feine Elemente entjpredhend gemein 
baben können, denn durch Rückſchluß läßt fich alsbald barthun, 
bag dieje jonjt Ordnungselemente der erwähnten involutorijden Be: 
ziehbung fein müßten. 

31. 8 joll bier der Bollftandigteit halber der Gegenjtand 
der legten Nummern aud) nod) mit Hilfe der Rechnung näher 
unterfucht werden. Benützen wir zu diefem Rwecfe die in Wr. 11. 
für die beiden Hauptpunfte M und M, aufgejtellte Relation, jo 
muß für ein entjprechend gemeinfames Element A bei den projefti- 
vijden geraben Gebilden die Gleichung ftatt finden MA.M,A—c, 
wobei c ein fonjtanter von der Natur der projektivifchen Beziehung 
abbingiger Werth if. Wir unterfcheiden nun, ob e pofitiv oder 
ob es negativ ijt; tritt ber erfte Fall ein, fo gibt es ftets 2 Punkte, 
welchen die verlangte Eigenjchaft zufommt und die auf ber unend— 
lihen Strede MM, gegen Mund M, jymmetrijd Liegen, denn ftellt 
B irgend einen Punkt ber nnendlichen Strede MM, dar, fo ändert 
fih mit der Lage von B, fowohl für den Theil der unendlichen 
Stree MM,, der von M bis in die Unendlichkeit reicht, als aud 
für den, weldyer von der Unendlicfeit in bemjelben Ginn bis M 
geht, der Werth des Produftes MB.M,B jtetig und zwar nimmt 
er dabei alle Werthe von 0 bis oo an. 

Aft dagegen e negativ, fo fommt die abfolute Größe von ce 
bier wefentlid) in Betracht. Bei einem negativen Werth von c fann 
namlid) ein entjprechend gemeinjames Element nur auf der endlichen 
Strede MM, liegen (Nr. 7). Der höchſte abjolute Werth, wel: 
den aber das Produft MB.M,B für einen auf der endlichen Strecte 
MM, liegenden Punkt annehmen kann, ijt aber MN.M,N, wenn 
N ber Halbirungspunft von MM, ijt. Iſt daher c abgejehen vom 
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Vorzeichen größer al8 MN.M,N, fo giebt e8 fein entſprechend ge- 
meinjames Element, find beide Werthe einander gleich, fo giebt es 
ein jolches Element, nämlicdy die Mitte von MM, und ijt c Kleiner 
jo giebt e8 2, welche wieder gegen M und M, fymmetrifd Liegen. 

ragt man nad) der geometrijden Bedeutung des Unterfchie- 
des tm Vorzeiden von c, jo erkennt man alsbald, daß ein pofitives 
Vorzeichen zur Folge hat, daß die beiden projetivifden geraden 
Gebilde gegenläufig, ein negatives Vorzeichen dagegen, daß biejelben 
gleichläufig projettivifd find. 

Bei gegenläufigen yprojektivifchen geraden Gebilben gibt es 
daher immer 2, bei gleichläufigen fann e8 2, 1 oder O entfprechend 
gemeinfame Elemente geben, in allen Fällen liegen fie gegen bie 
Hautpunfte MM, fymmetrifd. 

Bei involutorifcher Beziehung fallen M und M, zufammen, 
der obige Grengwerth MN wird daher 0, und e8 geht daraus her- 
vor, daß es bloß bei gegenläufiger involutorifcher Beziehung 2 Orb- 
nungselemente giebt, im andern Falle dagegen nie folde vorfommen 
fonnen, 

32. Ein involutorijdes gerades Gebilbe hat einen einzigen 
Hauptpuntt N (Zuf. 21.), der in der Mitte zwijchen den beiden 
Oronungselementen MM, liegt, wenn deren vorhanden find, da nun 
für jedes Paar von entipredenden Punkten AA,, die durch MM, 
harmoniſch getrennt find, die Relation gilt NA.NA,—=NM.NM, fo 
erhält man allgemein hieraus für je 4 harmoniſche Punkte eine 
metrifche Relation, die fid) in Worte fo faffen Lagt: balbirt man 
die Strede zwijchen 2 getrennten Punkten eines harmonifden Wur- 
fes, fo ijt das Produkt aus den Entfernungen der beiden übrigen 
Punkte von dem Halbirungspunft dem Quadrate der halben Strede 
zwilchen den erften beiden.getrennten Punkten gleich. 

33. Sit p[ABCD] aw p[ABC,D,], fo ift allemal aud 
p[ABCC,] » p[ ABDD,] denn nad 25. ijt alsdann AB.CD,.C,D 
eine Snvolution, aljo ABCC, m BAD,D 2 ABDD, (10.) 

Sit 1) p[ABCDE] w p[ABC,D, E,] und 2) aud nod 
p[ABCDE] x p[ABC,D;E;], fo ift allemal aud) pl ABCC,C,] 2 
p[ABDD,D,] x p[ABEE,E;], denn nad) 1) tt in Folge des 
vorigen Gages p[ABCC,] = p[ABDD,], nad 2) aber ijt aud 
nod) p[ABCC,] w p[ABDD,], aljo ijt aud) p[ABCC,C,] 2 
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p[ABDD,D;] vertauſcht man die D mit ven E, fo erhält man 
ebenjo, dag ABCC,C, m ABEE;E.. 

34. Sucht man zu 3 Punkten einer Geraden ABC in jeder 
Ordnung den 4ten harmonifchen Punkt, der Art, daß ABA,C 
ABCB, AC,BC je einen harmonischen Wurf bilden, fo fommen den 
6 Punften ABCA,B,C, Hinfichtlich ihrer Lage merfwürdige Eigen- 
Ihaften zu, die wir hier betrachten wollen, 

G8 ijt 1) ABA,C a [ABCB, 2] BAB,C nad) Rr. 15, u. Nr. 10, 
aljo it AB. A,B,.CC eine Snvolution, deren 2te8 Ordnungs- 
element C,, weil ACBC, ein harmonifder Wurf ift. 

Eben fo ift 2) ACBC, ~ [ACA,B rn] CABA, 

alſo ft AC. BB.A,C, eine Snvolution, deren 2tes Ordnungs- 
element B,. 

Eben fo ijt 3) BCB,A mw [BCAC, x] CBC,A, 

aljo it BC.B,C,.AA eine Snvolution, deren 2te8 Ordnungsele— 
ment A,. 

Hieraus ergiebt ſich nun aber unmittelbar folgendes: 

Aus 1) ijt ACBC, w [A,CB,C, 2] B,C,A,C alfo AB,.BA,.CC, 
eine Ynvolution. 

Aus 2) bi ABCB, 2 [A,BC,B, 2] C,B,A,B aljo AC,.CA,. BB, 
eine Snvolution. 

Aus 3) it BACA, w[B,AC, A, 2] C,A,B,A alfo AC. CB,. AA, 
eine medion. 

Wie diefe 3 Gnvolutionen aus den 3 erften abgeleitet wur: 
den, fo kann man verjudyen, ob man nicht dadurch neue Relationen 
erhält, daß man oben in den erften Snvolutionen ein Paar ent: 
Iprehender Punkte vertaufcht, alfo 3. B in 1) ftatt der Gnvolu- 
tion AB. A,B,.CC.C,C, die Snvoluton BA.A,B,.CC zu Grunde 
legt, wie fdon in Nr. 26. Rujak angedeutet wurde, allein man 
findet, daß man auf diefem Wege in allen 3 Fällen ftets immer 
nur zu einer neuen Snvolution gelangt. Gind nämlid um bei 
bem eben erwähnten Beifpiele zu bleiben BA.A,B,.CC.C,C, ent- 
fpredende Punftenpaare einer Snvolution, 
je ift 4) BCAC, x [A,CB,C, a] B,C,A,C alfo AA, . BB, .CC, 
eine Snvolution. 

34. Man Fann die Frage aufwerfen, ob die in Nr. 31 be- 
trachteten Galle von der befonderen Art der projeftiviichen Begie- 
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hung abhaͤngen, oder ob die zufällige Art der Aufeinanderlegung 
beider gerader Gebilde allein Urſache ſei, daß der eine oder der 
andere Yall eintrete; mit andern Worten, ob man 2 beliebig pro: 
jektivifche gerade Gebilde jtets fo aufeinander legen Fünne, daß ein 
bejtimmter der in Nr. 31 durchgeführten Fälle eintrete. 

Aus Nr. 21. Ruf. geht hervor, dag man 2 beliebig projeftivi de 
gerade Gebilde immer fo auf einander legen fann, dap fie involu- 
torijch liegen, indem man nur ihre 2 Hauptpunfte zu vereinigen bat, 
wobei man nod) die Wahl hat bezüglich der beiden Seiten der Ge 
raden, die auf einander zu liegen kommen, fo daß in dem einen ber 
beiden möglichen Fälle das entjtehende projeftivijde gerade Gebilde 
gleihläufig ijt, und aljo Feine Orbnungselemente befigt, während 
in dem andern alle das gegenläufige involutoriiche gerade Gebilde 
2 Orbnungselemente bat. 

Sind die beiden geraden Gebilde beliebig gegenläufig auf einander 
gelegt, jo haben fie immer 2 Punftelemente entjprechend gemein, da 
bei einer ftetigen Bewegung in demjelben Sinne die entjprechenden 
Punkte, die die beiden Gebilde durchlaufen, 2 Mal einander begeg: 
nen müjjen (vergl. 31). 

Um endlich den Fall zu betrachten, dap die Gebilde nicht in- 
volutoriſch und nicht gegenläufig find, fo denke man fie fich zuerft 
fo auf einander gelegt, dag fie involutorifd find und 2 Ordnungs- 
elemente MN haben, Dreht man nun das eine der beiden geraden 
Gebilde um einen jeiner Punkte und zwar um 180 Grad, fo Fün- 
nen binfichtlich des Drehpunftes 3 Fälle eintreten, entweder liegt 
derjelbe auf der endlichen Strecke M N, ober er fällt mit M oder 
N zufammen, oder er liegt auf der unendlichen Strede M N im 
erften diejer 3 Fälle haben die beiden Gebilde fein Element entfpre- 
hend gemein, im zweiten eines, namlicd) den Drehpunkt M oder N, im 
Sten zwei Elemente, Die Richtigkeit diefer Behauptungen ergiebt 
fich daraus, daß vor der Drehung 2entiprechende Puntte AA, der bei- 
den geraben Gebilde durd) M und N harmonisch getrennt find, und 
daß bei 4 folchen harmonijchen Punkten MAN A, die Strede AN, 
welche einen Theil der endlichen Strede MN bildet ftets abjolut ge- 
nommen fleiner ijt als die Strecfe A,N, welche einen Theil der unend- 
lihen Strecke MN bildet, wie ſolches aus der Formel, die das Grund: 
wefen eines harmonischen Wurfes darjtellt, unmittelbar folgt. 
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Hieraus geht hervor, dag 2 beliebig profeftiviiche gerade Ge- 
bilde ſtets jo auf einander gelegt werden können, daß irgend eine 
der in Nr. 31 erwähnten Lagenverhältnifje Statt findet. 

35. Am Borftehenden find die wichtigften Gabe über bie 
projeft. Beziehung ber geraden Gebilde entwidelt worden, und wir 
wenden und nun zur projeftivijden Beziehung der beiden nod 
übrigen Grundgebilde. I. Ordnung, dem Strahlenbüfchel und dem 
Ebenenbüjchel. 

Zieht man von einem beliebigen Punkte P außerhalb eines 
geraden Gebildes pfabe...] nad allen Punttelementen desfelben 
Strahlen, jo erhält man einen Strablenbiifdel Plabc...], den wir 
einen „Schein“ des geraden Gebildes (von P aus) nennen. Dan kann 
umgefehrt auch das gerade Gebilde plabe...] als durch ben Büfchel 
Plabe...] entjtanden denfen, wenn man alle Strahlen des letztern 
durch eine Gerade p gejchnitten denkt, wir nennen bei diejer Art der 
Betrahtung das gerade Gebilde p einen „Schnitt“ des Büfchels. 

36. Alle Schnitte eines Strahlenbüfchels find unter einander 
projektiviſch. ES genügt offenbar bewiejen zu haben, daß ein be 
liebiger Wurf eines Sdnittes p[abcd] projekt. ijt einem entfpre- 
Genden Wurfe eines beliebigen 2ten Schnittes p,[a,b,c,d,]. 


In Fig. 1 ijt aber offenbar 
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Da aus bem Werth des Wurfes (abcd), alle diejenigen Grö- 
ben, welche die Lage ber Geraden p gegen den GStrahlenbüjchel 
charakteriſiren, von felbjt verjdwinden, fo folgt unmittelbar, daß 
die Werthe diefer Würfe für jede Lage von p unverändert bleiben, 
d. h. daß die entſprechenden Würfe aller Schnitte projekt. find. 
Da wir in dem Werthe eines Wurfes ſtets die Vorzeichen 
der einzelnen Streden nad) der Feitjegung der Nr. 6 mit in 
Rehnung zu bringen haben, fo muß, wenn die obige Gleichung für 


*) Unter sinac x. verfiehen wir den sin bes Winkels, welchen die Ge 
tabe a mit ber Geraben c bilbet. 
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alle Fälle richtig fein foll, auch ftets für bie Winkel dieſelbe Vor— 
ausjegung im Auge behalten werden, indem man nur einen belie- 
bigen Schnitt zu betrachten hat, und nun im Strablenbüfchel den 
Winkel ab dann als negativ in Rechnung bringen muß, wenn in 
dem Schnitte die Strede ab als negativ erjcheint. Denn es av: 
dern fid) gwar von einer Geraden zur andern die pofitiven oder 
negativen Vorzeichen einzelner Winkel eines Wurfes, aber wie man 
fic) Leicht überzeugt ftets im Werthe des Wurfes in gerader An- 

: sineb. sinad 
zahl. Wir nennen den Ausdrud — 
rückſichtigung des hier über die Vorzeichen Feſtgeſetzten den Werth 
des Wurfes P(abed). Und es folgt hieraus unmittelbar folgendes: 
Der Werth eines Wurfes eines Strahlenbüſchels iſt dem Werthe 
des Wurfes jedes ſeiner Schnitte gleich; und 

der Werth eines Wurfes eines geraden Gebildes iſt dem 
Werth des Wurfes jeder ſeiner Scheine gleich. 

Aud) bezeichnen wir den Werth bes Wurfes P(abed), d. h. 
den Werth des obigen Quotienten kurz durch (abed). 

37. Hat man einen Strahlenbüſchel P[abe ..] und legt 
man durch einen Punkt Q außerhalb feines Träger8 und durd 
feine jämmtlichen Strahlen Ebenen, fo erhält man einen Ebenen- 
biijdel, deſſen Are PQ ift, wir nennen den Ebenenbüjchel einen 
Schein des Strahlenbüfchels aus PQ, und den Strahlenbüjchel 
einen Schnitt des Chenenbiijdels. Eben fo erhält man einen 
Ebenenbüfchel, wenn man durd) eine Gerade q und durch fimmt- 
lihe Punkte eines geraden Gebildes Ebenen legt, defjen Träger 
p mit q nicht in einer Ebene liegt, aud) hier nennen wir den Ebe- 
nenbüjchel einen Schein des geraden Gebildes und legteres einen 
Schnitt des Ebenenbüjchels. 

38. Der Werth des Schnittes eines Wurfes q[ABCD] 
eines Chenenbijdels durd eine Gerade p ift von der Lage der 
Gerade p gegen ben Ebenenbüjchel vollfommen unabhängig. 

Schneiden fic) namlid) die beiden Geraden, fo beftimmt bie 
Ebene, in der fie liegen, durd ihren Schnitt mit dem Ebenen- 
büjchel einen Strahlenbüjchel, von dem die beiden geraden Gebilde 
ebenfalls Schnitte find, fo daß der Fall auf den der Wr. 36 gu 
rücdgeführt ijt. Schneiden fie fic) nicht, fo fann man eine 3te Ge- 
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rade annehmen, bie beide fdjneidet, und woburd ber Fall auf ben 
wrigen fid) rebucirt. 

Hieraus läßt fich unmittelbar ſchließen, daß derfelbe Sak auch 
gilt Für alle Strahlenbüfchel, die Schnitte eines Ebenenbüfchels find, 
infoferne es nad) dem eben Bewiefenen von einem beliebigenihrer Schnitte 
gilt. Betrachtet man von allen Schnitten eines Ebenenbüjchel8 durch 
Ebenen einen derjenigen, weldyer burd eine zur Are fenfredhte Ebene 
erzeugt wird, jo werden die Winkel, welche 2 Ebenen des Ebenen- 
büſchels bilden, befanntlid) durch die entjprechenden Winkel des 
Schnittes gemefjen. Wan hat daher nad) dem fo eben Entwidel- 
ten vollfommen recht den Werth 

end als ben Werth des Wurfes q[ABCD] zu 
bezeichnen, wenn nur aud) hier wieder die oben gegebene Regel 
binfichtlich der Vorzeichen der Winkel gehörig beachtet wird. 

Man kann daher aud) für Ebenenbüjchel den Saw ausfpre- 
hen: die Wurfwerthe aller Schnitte eines Ebenenbüſchels find unter 
fh und dem Werthe des Wurfes des Ebenenbüjchels felbjt gleich. 

39. Wir nennen nun 2 Grundgebilde J. Ordnung überhaupt 
projeftivijd, wenn ihre Elemente der Art einander zugeordnet find, 
bag die Werthe entjprechender Würfe einander gleich find. 

2 Schnitte eines Büfchels, fowie 2 Scheine eines geraben 
Gebildes find daher immer ſowohl unter fid, als aud) zu dem Cle 
mentargebilde, von dem fie Schnitt und Sein find, projeftivijd. 

Da demnad) die projekt. Beziehung der Grundgebilde L Ord⸗ 
nung überhaupt zurücdgeführt ift auf die Projekt. Beziehung 2er 
gerader Gebilde, fo fann man füglich im Allgemeinen von der 
direkten Behandlung der beiden nod) übrigen Grundgebilde I. d. 5. 
der beiden Biifdel abjtehen, und wir begnügen uns, einer Aufzäh— 
lung der Haupteigenfdaften ihrer projekt, Beziehung die wenigen 
uen hinzutretenden Gage oder Erklärungen an geeigneter Stelle 
einzufügen: | 

89. a) G[abed...] = G,[a, bi e, dy...] bedeutet nicht nur, 
dag das Grundgebilde G projekt. auf bas Grundgebilde G, bezogen 
ijt, fondern daß auch die Elemente des erften abed.. und die Ele 
mente des 2ten a,b,c,d, in der Ordnung, wie fie in dem Aus: 
druck folgen, einander entipredjen. Kann der Natur ber Sade 
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nad) über bie beiden Grundgebilde G und G,, denen bie Elemente 
abed... und aybjc,d,... angehören, fein Zweifel fein, fo werden 
deren Bezeichnungen wohl aud) weggelajien, fo daß es alsdann 
bloß heißt abcd  a,b.c.d.. 

b) Die projekt. Beziehung 2er Grundgebilde I. ift vollkom⸗ 
men und unzweideutig fixirt, wenn zu 3 Elementen des einen die 3 
entfprechenden Elemente bes andern gegeben find. Die Bezeichnung 
Glabed...] m G, [a, bye, dy...] fol jtets das in fic) involviven, 
daß die projeftivifche Beziehung beider Grumdgebilde als durch die 
8 voranstehenden Paare entjprechender Glementenpaare aa, 
bb, ce, firirt betrachtet werden foll, während die dann folgenden 
Elemente durch dieje Art der Firirung einander zugeordnet erfcheinen. 

c) Gehen baher 3 Elemente eines Grundgebildes I. durch 
bie 8 entfprechenden eines anderen ihm projeftivifden, fo muß bie 
fes bei allen Elementen der Fall fein, d. h. das eine ein Schnitt 
des andern fein. Bejtimmen ebenjo 3 entiprechende Elementenpaare 
AA, BB, CC, 2er projeft. gleichartiger Grundgebilde I. G und G, 
3 Elemente A,B,C, eines und besjelben 3ten Grundgebildes I, G,, 
fo ijt diejes mit jedem Paar entiprechender Elemente derfelben der 
Fall, denn nimmt man an G,[A,B,C,...] wm G,[A; B,C, ...] 

und ebenfo G.[A,B,C2...] # G[ABC...], fo 
findet in beiden Fallen das oben in diefer Nr, c erwähnte Lagen: 
verhältnig Statt. 

d) Die beiden in c) erwähnten Lagenverhaltniffe der ungleich⸗ 
artiger oder Zer gleichartiger projekt. Grundgebilde J ſpielen im 
weiteren Verlaufe eine wichtige Rolle, und man hat daher der Kürze 
wegen für dieje befondere Art projekt. Beziehung einen befonderen 
Namen eingeführt. Man nennt nämlich fowohl 1) 2 verjchiedenartige 
projeftivifde Grundgebilde I (aljo gerades Gebilde und Ebenen: 
büjchel, gerades Gebilde und Strahlenbüfchel, Ebenenbüfchel und 
Strahlenbijdel), deren Elemente die gegenjeitige Lage haben, dak 
alle Elemente des einen durch die entjprechenden Elemente des an- 
dern gehen, als aud) 2) 2 gleichartige projekt. Grimbdgebilde I, 
(alfo 2 gerade Gebilde, oder 2 Strahlenbüjchel oder Ebenenbüſchel) 
deren Elemente die gegenjeitige Lage haben, daß fie durch ihre ent- 
fprechenden Elementenpaare ein neues Grundgebilde I beftinmen oder 
erzeugen, ,perfpettivifd) projettivifd) oder kurzweg perſpeltiviſch“. 
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Wir nennen ferner das gerade Gebilde, bas durch die Schnitt⸗ 
punkte entſprechender Strahlenpaare 2er perſpekt. Strahlenbüſchel 
erzeugt wird, Axe der perſpekt. Beziehung beider Büſchel, und das 
Centrum des Strahlenbiijdels, der durch die Verbindungslinie Ber 
perjpeft. geraden Gebilde derfelben Ebene erzeugt wird, Centrum 
der perjpeft. Beziehung beider geraden Gebilde, 

Buf. Aus d) in Verbindung mit 11 Ruf. ergiebt fidh, daß 
2 parallele Schnitte eines Strahlenbüfchels jtets ähnlich find. 

e) Nad c) u. d) find 2 projekt. gleichartige Grundgebilde I 
perjpeftivijd, wenn 3 Paare entjprechender Elemente 2er projekt. 
gleichartiger Grundgebilde I 3 Elemente eines und desfelben neuen 
Grundgebildes I bejtimmen. Ein bejonderer Fall diejer allgemeinen 
Eigenjhaft verdient bejonders hervorgehoben zu werden. Men 
nämlich das gemeinjame Element beider zugleid) ein entſprechend 
gemeinjames Clement derjelben ijt, fo findet der oben erwähnte 
. Fall immer Statt. Denn ift ganz allgemein G[ABC...] 
rG,[AB,C,...], wobei A das entjpredyend gemeinjame Element 
von G u. G, darjtellt, und bezeichnen wir das Element BB, burd) 
b das Element CC, durd e jo ijt das Element be, bas wir mit 
M bezeichnen wollen, der Träger (Centrum, Are) des neuen zu 
G u. G, perjpeftiviichen Grundgebildes I, denn bezeichnen wir das 
Element MA bdurd) a fo gehen die 3 Elemente abe von M[abe...] 
dich 3 Paare entjprechender Elemente von G u. Gy. Umgekehrt 
gilt aber ber Gag, daß bei 2 perjpeftivijden Grundgebilden I das 
gemeinjame Element bderjelben jtets ein entſprechend gemeinjames 
Element ijt. 

f) Das Syftem von 4 Elementen eines Grunbgebildes 1 
mit Berücdjichtigung der Ordnung, in welcher die Elemente auf 
einander folgen, nennt man einen Wurf in demſelben. 

g) Getrennt find 2 Elemente durd ein 3te8, wenn man bei 
ber ftetigen Bewegung in derjelben Nichtung ober in demjelben Sinne 
von dem einen nicht in die Lage des andern gelangen Tann, ohne 
über das 3te hinweg zu müfjen. 2 Elemente find daher durd) ein 
brittes nur für den einen Ginn der Bewegung getrennt, für ben 
andern Ginn dagegen nicht. Sollen 2 Clemente für jeden Ginn 
ber Bewegung d. h. überhaupt getrennt fein, fo find dazu 2 andere 
Elemente nothwendig, Wir nennen den Wurf G[abed] einen 
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orbentliden, wenn ac durd bd und alfo and bd durch ac ge 
trennt find. 2 Elemente ab bejtimmen feinen Ginn der Bewegung 
in einem Grundgebilde, wohl aber 3 abe. Der Sinn abc ijt 
identifch mit dem Ginn bea u. cab. Dagegen gerade entgegen- 
gejest mit bem Ginn ach u. cba u. bac. 

h) Entjprehende Würfe er projekt. Grundgebilde I haben 
gleiche Werthe. 

i) Der Werth jedes orbentlihen Wurfes ijt negativ. Es 
entfpricht daher jedem ordentlichen Wurf des einen von 2 projeft. 
Grundgebilden I wieder ein folder. 

k) Den ordentlichen Wurf, dejjen Werth — — 1 ijt, nennen 
wir einen harmonischen. Jedem harmonijden Wurf in dem einen 
von 2 projekt. Grundgebilden I entjpricht wieder ein folder. 

Ruf. Unter den harmonijden Würfen im Strahlenbüfchel 
(oder Chenenbiifdel) verdient wegen jpäterer Anwendung einer be: 
fonders hervorgehoben zu werden, nämlich ber, bei welchem 2 ge- 
trennte Strahlen a u. c (oder Ebenen) auf einander fenfredt jtehen, 
in jo ferne fid) durch Betrachtung des Werthes bed Wurfes, wie 
er in 36 angegeben wurde, oder aud) duch die Betrachtung eines 
Schnittes desjelben durch eine zu a oder c parallele Gerade als: 
bald erkennen läßt, daß ber Winkel ber beiden übrigen Strahlen 
durch jeden der beiden erjten halbirt wird. 

1) 2 Grundgebilde, die einem Sten projekt. find, find es ER 
unter "ich. 

Gehen 3 Elemente eines von 2 projekt. Grundgebilden I 
durch die entjprechenden Elemente des andern, fo ift diejes mit allen 
ber all d. h. beide find perfpett. 

Wenden wir uns nun zu dem bejonderen alle der projekt. 
Beziehung Zer Grundgebilde I, bei welchem diejelben einem und 
demfelben Träger (Are, Centrum Nr. 3) angehören oder in einan- 
ber liegen, fo daß die Elemente diejes Trägers gleichjam doppelt 
bd. h. jedes Element besjelben jowohl als ein Element bes einen 
als aud) als ein Element des andern gedacht werden muß. 

m) &8 ijt jtet8G[abed]rG[badc]rG[edab]rG[debal. 

n) Sit abed ein harmonijder Wurf, jo find auger den in 
m) aufgeführten Würfen nod) folgende projettivifd) abcd, beda, 
cbad, dabe. 
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o) Kit umgefehrt einer ber Würfe in n einem ber Würfe in 
m projeftivijd, fo ift jeder ber 8 Würfe ein harmonifder. 

Wir nennen 2 in einander liegende Grundgebilde I gegen- 
laufig projeft., wenn dem Sinn abe der ihm entgegengefeste Sinn 
bac entjpricht, im andern Falle nennen wir fie gleidliufig projekt. 

p) 2 in einander liegende projeft. Grundgebilde I haben ent» 
weder alle oder 2 oder 1 oder O Clemente entjprechend gemein; 
find fie gegenläufig projeft., jo haben fie ftets 2 Elemente entjpre 
hend gemein, 

q) Gntfpreden 2 Elemente 2er in’ einander Tiegenber projekt. 
Grundgebilde I einander abwedjelnd, fo ijt biefes nad) m) mit 
jedem andern Paar entjprechender Elemente der Tall, beide Grund: 
sebilde werden involutorijd) liegend genannt, und man nennt wohl 
aud) das Syſtem beider ein involutorijdes Grundgebilde, 

2 involut. Tiegende Grundgebilde I haben 2 oder O entfpre- 
hend gemeinfame Elemente, die man Ordnungselemente bes involut. 
Grundgebildes nennt, jenachdem fie gegenläufig projekt. find oder 
nicht. Jedes Paar entjprechender Elemente ijt durch die Ordnungs⸗ 
elemente harmonijd getrennt. 

r) Sit G[abed] wm G[abe,d,] fo ift ab.cd,.c,d eine 
Snvolution. Sit G[aacd] w G[aac,d,] ”) fo ift aa.cd,.c,d 
eine Ynvolution. Sit G[aabb,] = G[aab; be] fo ift abb,b, ein 
barmonifcher Wurf. 

s) Sit Gl[abed] * G[abe,d,], fo ift aud G[abec,] 
n G[abdd,]. Sit G[abede] wG[abede,] wm G[abmd,el], 
jo ijt aud) G[abce,m] wm G[abdd,d,] wm G[abee,&] ete. 

t) Sind aba,c; abeb,; ac,be harmonijde Würfe, fo bil- 
den bie 6 Elemente aa, bb, ce, des Grundgebildes I folgende Yn- 
volutionen 1) aa, .bb,.cc, 2) ab, .ba,.ce, 3) acy. bb;. ca, 
4) aa, . be, .cb,. 

40. €8 bleibt uns nun nod die Frage für Grundgebilde I 
allgemein zu erörtern, die für 2 projekt. in einander liegende gerade 
Gebilde Shon in Nr. 34 beantwortet wurde, nämlich ob bei einer 
beliebigen Art der projeft, Beziehung der 2 Grundgebilde dod 
bieje ftets fo in einander gelegt werden können, dak ein beliebiger 


*) Neber bie Bedeutung biefer Bezeichnung f. Nr. 29. Buf. 
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ber in p) und q) enthaltenen Fälle eintrete. Es geniigt die Ent- 
wiclung für ben Steahlenbüjchel hier ausführli vorzunehmen, 
Um guerft für den Fall der invol. Lage einfach zum Riele zu ge: 
langen, muß folgender Hilfsjag vorher bewiejen fein: 

Jn 23 beliebig projekt. Strahlenbüfcheln giebt e8 immer ge- 
rade ein Paar fenfrechte Strahlen in dem einen, denen wieder 1 Paar 
fenfredjte Strahlen im andern entfpreden. Durdjlaufen nämlich 2 
auf einander fenfredjte Strahlen a und m ben erften Strahlen: 
büſchel durch ftetige Bewegung der Art, dak während a den rechten 
Wintel am durchläuft gleichzeitig m in demjelben Sinne den red): 
ten Winkel ma bejchreibt, jo durdjlaufen die entjprechenden Strah- 
len a,m; den andern Büſchel ebenfalls der Art, dak während a, . 
über alle Elemente des ſpitzen Winkels a,m, fid) hinweghewegt m, 
alle Elemente des jtumpfen Winkels m,a, durdlauft. Da nun 
die Wenderung des Winkels, welcher jo einem rechten Winkel des 
erjten Buͤſchels entipridt vom fpigen zum ftumpfen eine ftetige 
ijt, fo muß wenigftens einmal ein rechter Winkel als ber entjpre- 
chende auftreten. Dak aber diefer Fall nur einmal eintreten fann, 
wenn es richt immer der Fall ijt, in fo ferne die Büjchel fongruent 
find, ergiebt fic alfo: Würden den beiden Paaren von fenfrecdhten 
Strahlen ac und bd bie beiden Paare jenkrechter Strahlen a, c, 
b, d, entjprechen, fo lege man die beiden Büchel jo in einander, 
daß fie ein ſolches Paar entjprechend gemein haben, alfo daß 3. B. 
a auf a, und c auf cq zu liegen kommt, alsdann mühte nad 39. 
r) ac.bd,.b,d eine Involution fein, was nicht möglich ift, da 
von ben beiden entjprechenden Würfen abb,c und cd,da der eine 
ein ordentlicher Wurf ijt, der andere nicht. Anſchaulicher wird 
diefer Beweis, wenn man einen Satz aus der Geometrie in Ans 
wendung bringt, auf ben wir erjt im fpateren Verlauf fommen 
werben, folgender Magen: Legt man (Fig. 2.) die beiden Büfchel 
CC, beliebig perfpeftivijd und iſt m die Are ber peripelt. Be: 
ziehung beider Büſchel C und C,, fo lege man durch C und C, 
einen Kreis, dejjen Mittelpunkt in m liegt; find nun DE bie bei- 
den jtets vorhandenen Schnittpunfte des Kreiſes mit m, fo jtel- 
len offenbar DC und CE fowie C,D und C,E die beiden einzigen 
Paare entipr. ſenkrechter Strahlen bar. 

Cind nun, um auf unjre Unterfuhung zurüdzufommen, mn 
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die beiden auf einander ſenkrechten Strahlen, denen die beiden eben: 
falls auf einander jenfrechten Strahlen m,n, Entjpreden, fo form 
man immer m auf ny und zugleih n auf m, legen, wodurd) biefe 
beiden Strahlen einander abwechjelnd entjprechen, und aljo die im 
einander Liegenden Büſchel cine involutorifche Lage haben. Zus 
gleich erhellet, daß man bei diejer bejondern Art der Ineinander⸗ 
legung nod) die Wahl hat, welde Seiten der beiden Strahlen m 
und ny man auf einander legen will, jo daß hiedurd) die Mögliche 
feit ſich ergiebt, neben der involutorifchen Lage noch barüber zu 
verfügen, ob die beiden Büjchel gegenliufig oder gleichläufig projekt. 
fein follen. Man fann daher 2 beliebig projekt, Büfchel ftets ine 
tolut. legen, und zwar auf 2erlei Art, wobei einmal Ordnungsele⸗ 
mente vorhanden find, das andere Mal nicht. 

Sind die Büchel in der imvolut. Lage mit Orbnungsele: 
menten, und dreht man den einen berjelben um irgenb einen feiner 
Strahlen um 180°, fo bap fie wieder in einander liegen, fo bat 
man 3 Fälle zu unterſcheiden, nämlid) ob der eine feft bleibende 
Strahl in dem ſpitzen Winkel zwiſchen den beiden Ordnungſtrah⸗ 
len, ob er einer der Ordnungsſtrahlen felbft ijt, ob er endlich im 
ftumpfen Winkel zwijchen beiden Ordnungsftrahlen Liegt, im erjten 
Fall haben die beiden Biifdel in ihrer neuen Lage O int 2ten Fall 
1 im Sten 2 entjprechend gemeinfame Strahlen. Sind bie beiden 
Ordnungsſtrahlen fenfredjt, fo tritt bie befondere Art der profett. 
Beziehung ein, bei der die Büchel fongruent find, und es fällt 
alsdann der Unterfchied ber beiden Winkel, die die fentredten Ord⸗ 
nungsſtrahlen mit einander bilden, weg, in foferne bei jeder Dreh: 
ung um einen Strahl, der nicht ein Orbnungsftrahl ift, feine ente 
iprehend gemeinjamen Clemente fid) ergeben, während bei einer 
Drehung um einen ber beiden Ordnungsſtrahlen alle entſprechenden 
Strahlen in einander fallen. Auch die involutorifde Lage ift in 
biefem Falle nicht wie in dem allgemeinen Falle bloß auf Berlei Weife zu 
erzielen, fondern auf unendlich Mal verjchiedene Art, da jedem rechten 
Winkel des einen Büſchels ein rechter Winkel im andern entfpricht. 

41. Aufgabe. Es find 2 projekt. gerade Gebilde berfel- 
ben Ebene p[abc...] w pılubıc...) gegeben, man fol durch Kons 
firuftion zu einem beliebigen 4ten Punkte d des erften den entſpre⸗ 
enden Punkt des 2ten durd) Konjtruttion finden. 
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Schneiden fic) aa, bb, cc, in 1 Punkte P, fo ſchneidet Mr. 39 e) 
bie Gerade Pb den Träger p, in dem gefuchten Punkte d,. Findet 
aber diefer einfachſte Fall der perſpekt. Beziehung nicht Statt, fo 
kann man bod) durch eine Hilfslinie den allgemeinen Fall auf den 
eben erwähnten einfadften zurücdführen, indem man (ſ. Fig. 3) eine 
Ste Gerade po(a2b,c...) annimmt, die jowohl mit p als mit p, 
perfpettivifd) ijt. Legt man nämlid die po durch a undb,, fo kann 
man po und p eben fo po und p, perjpeftivifd) auf einander be 
ziehen, fo daß die beiden erjten das Element a die beiden letzteren 
bas Element 6, entfpredjend gemein haben nad Nr.39 e), man 
fann dabei nun aber immer noch einen 3ten Punkt cq auf po be 
liebig als bas den Punkten c und c, auf p und p, entjprechenbe 
Element annehmen, denn macht man 

p2[abie...[ x plabe...] x pı[ubiu...], 
fo ift die perfpeftivifde Beziehung von po und p ſowohl, als von 
Po und p, vollitändig und unzweibeutig firirt. Iſt nun durch diefe 
boppelte perjpeft. Beziehung gefunden 
po[ab qb} x plabed] und p, [a b,c, d,] mr po (ab; do] 
fo ift d, offenbar ber dem d entjprechende Punkt von pı. 

Sind M und M, die beiden Centra ber perjpektivifchen Be- 
ziehung von p und po einerjeitd und von p, uvd po andererjeits, 
fo ändert fi) deren Lage mit der Aenderung des willführlich ans 
genommenen britten Punktes co, allein fo viel fteht immer feit: 
1) M liegt auf der feften Geraden bb, und M, auf der feiten Ge 
radben aa, und 2) auf MM, liegen immer 3 entjprechende Punkte 
ddide von pp; Po. Anftatt daher den Punkt c. auf po beliebig an- 
zunehmen zur Beftimmung von M und M, fann man durch beliebige 
Annahme der Verbindungslinie dd, zweier entfpredender Punkte 
bon p und py, denfelben Zweck erreichen. 

42. Aufgabe. Es find 2 projekt. Strahlenbüfchel Pfabe...] 
Py [abye,...] gegeben, man foll zu einem beliebigen 4ten Strahl 
d des Iſten den ihm entjprechenden Strahl d, des ten finden. 

Liegen die 3 Schnittpunfte aa, bb, ce, in einer Geraben, fo 
ſchneiden fid) alle entjprechenden Strahlenpaare in Punkten diejer 
Geraden, wodurch d, ohne weiteres gefunden wird. Tritt aber 
dieſer einfachfte Fall der perfpeft. Beziehung nicht ein, fo fann man 
mit Hilfe eines Sten Strahlenbüfchels P, den allgemeinen Fall leicht 
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auf den eben erwähnten einfadften zurücdführen, indem man diefen 
Sten Büfchel P, jowohl auf P, als auf P, perfpeft. bezieht. Wählt 
man nämlich einen Schnittpunkt Zer nicht entjprechenver Strahlen 
ab, alg Centrum P,, fo kann man diejen Büfchel perfpeftivijd auf 
P und P, beziehen, indem man P und P, bas a und P, und P, 
das b, als entfpredjend gemeinfames Clement haben Lift nad) 
Rr. 39, e. Dabei fann man nun nod einen 3ten Strahl ec, in 
P, alg das ben beiden Strahlen e und c, entiprechende Clement 
beliebig wählen. jt mun durd) diefe doppelte perſpekt. Beziehung 
gefunden Plabed] w P,[ab,c.d,] und 

P,[ab,od,]  P; [a, by a dı], 
fo ijt offenbar d, das gefuchte dem d entjprechende Element. 

Mit der Aenderung von a ändert ſich auch die Lage der 
beiden Aren der perjpeft. Beziehung m und m,, fo viel jteht aber 
immer feft: 1) m geht burd ben fejten Punkt bb, und m, durd 
den feiten Punkt aa, und 2) im Schnittpunfte mm, fchneiden fich 
3 entiprechende Strahlen der 3 Büfchel PP, Po. Anjtatt daher 
zur Beftimmung von m und m, den 3ten Strahl e im Biifdel P; 
beliebig anzunehmen, fant man aud) den Puntt mm, zu demjelben 
Awe annehmen, nur muß er die 2te der fo eben genannten Be- 
dingungen erfüllen. 


§. 3. Elementargebilde, 


43. In den nachfolgenden Nummern follen noch auf einem 
nenen Wege die Lagenverhaltnifje entjprechender Clemente der 
Grundgebilde I. Ordnung näher unterfucht werden, wodurch eine 
biel flarere Einfiht in das Weſen biefer wichtigen Beziehungen 
möglih gemacht wird; 2 entipredende Elemente 2er gleichartiger 
Grundgebilde I werden im Allgemeinen ein neues Element beſtim— 
men, nämlich) 2 Punkte eines geraden Gebildes eine Gerade, 2 Strah⸗ 
len eines Strahlenbüfchel8 eine Ebene oder einen Punkt *) zwei Ebe- 
nen eines Ebenenbüſchels eine Gerade, und man fann fih nun 


*) Selbftverftindlid wird dabei vorausgefekt, daß die Büſchel entweber 
1 Genirum haben und in verjdiedenen Ebenen liegen, oder in 1 Ebene liegen 
und verſchiedene Centra haben. 
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die Frage vorlegen, welches Geſetz der Inbegriff aller der alſo neu 
erhaltenen Elemente hinſichtlich ſeiner Lagenverhältniſſe befolgt. 

2 projeft. Gerade p und p, derfelben Ebene find perſpek⸗ 
tivijd, wenn 3 Verbindungslinien entjprechender Punktenpaare 
fi in einem Punkte M fdjneiden, und e8 gehen dann alle Strahlen 
des Büſchels M durch ein Paar entjprechender Punkte. Aber aud 
bas gemeinfame Element N von p und p, hat die Eigenjchaft, dak 
jeder durch dasjelbe gehende Strahl 2 entjprechende Punktelemente 
in fi enthält, da N ein entjprechend gemeinfames Clement ift. 
Auger den Strahlenbüfcheln M und N giebt e8 Feine Gerade ber 
Ebene von der verlangten Cigenfdaft. 

Sind p und py nicht perjpettivifd, fo gehen burch feinen 
Punft der Ebene mehr als 2 Verbindungslinien entjprechender 
Punkte. Durd) jeden Punkt der beiden Geraden p oder p, felbft 
gehen 2 ſolche Verbindungslinien, von denen die eine mit p oder pı 
felbjt zufammenfällt, eine einzige Ausnahme hievon machen bie bei 
den Punkte von p und p,, welche ihrem gemeinjamen Punttele: 
mente N entjprechen, da durch diefe bloß je eine Gerade, p ober py, 
gehen, weldje die verlangte Eigenjchaft bejiten. Den Inbegriff 
aller dieſer Strahlen, deren Anzahl gerade u + 1*) ift, nennen 
wir einen Strahlenbüfhel II. Ordnung. 

2 projeft. Strahlenbüfchel PP, derfelben Ebene find per: 
ſpektiviſch, wenn 3 Schnittpunfte entiprechender Strablenpaare 
in einer Geraden m liegen, und es fchneiden fic) dann in jedem 
Punfte von m ein Paar entfprechende Strahlen. Aber auch der 
gemeinjame Strahl n von P und P, bat die Eigenjchaft, daß durch 
jeden feiner Punkte ein Paar entjpredender Strahlenelemente geben, 
injoferne n ein entjprechend gemeinjames Clement beider Büſchel 
ift. Außer m und n giebt e8 feinen Punkt der Ebene von der 
verlangten Eigenſchaft. 

Sind P und P, nicht perſpektiviſch, fo Liegen in feiner Gera- 
den der Ebene mehr als 2 Sdnittpunfte entjprechender Strahlen. 
In jedem Strahle von P und von P, liegen 2 folde Punkte, von 
denen der eine mit P oder P, zufammenfällt, eine einzige Ausnahme 
macht je ber Strahl, ber dem gemeinfamen Strahle PP, felbft 


*) Ueber die Bedeutung des Zahlenwerthes u f. Nr. 5. 


1 


— — 


entſpricht, da von allen ſeinen Punkten bloß je dem einzigen P 
oder P, die verlangte Eigenfchaft gufommt. Den Inbegriff aller 
diefer Punkte, deren Anzahl gerade u +1 *) ift, nennen wir ein 
Punktgebilde I. Ordnung. 

2 Chenenbiijdel, deren Uren mm, in 1 Ebene liegen, find 
peripeftiviich, wenn 3 Paare entiprechender Ebenen fid) in 3 Strah- 
len eines Strablenbijdels pp, fdneiden, d. h. in 1 Ebene liegen, 
algbann kommt jedem Strahle dieſes Strahlenbüſchels diejelbe Ei— 
genjdaft zu; außerdem ijt aber auch in der beiden Ebenenbüfcheln 
gemeinjamen Ebene mm, ein par entfpredend gemeinjamer Ebenen 
vereinigt, und aljo kommt aud) ben Geraden diefer Ebene (befier 
fant man, ben Strahlen bes in diefer Ebene gelegenen Strahlen: 
büjchels mm,) die verlangte Eigenſchaft zu, außer den Strahlen 
biefer beiden Büjchel aber Feinent, 

Sind die Ebenenbüfchel nicht perſpektiviſch, fo Liegen in kei— 
ner Ebene mehr als 2 Schnittlinien ertjprechender Ebenen von m 
und m,, im jeter Ebene der beiden Büfchel felbft, liegen 2 folde 
Schnittlinien von denen m oder m; felbft die eine ift, eine einzige 
Ausnahme hievon machen die beiden Ebenen, welche der gemeinja= 
men Ebene mm; jelbjt entſprechen, da in diejer mur die einzige 
ſolche Gerade nämlid m oder m, felbjt jich befindet. Den Inbe— 
griff aller diefer Schnittlinien, deren Rahlu +1 ift, nennen wir 
einen Strablentegel II. Ordnung. 

2 concentrijde Strahlenbüjchel in verjchiedenen Ebenen MM,, 
find perfpeftivifd wenn 3 Berbindungsebenen entjprechender Strah: 
fen 3 Ebenen eines Ebenenbüfchels darjtellen, d. h. in einer Gera: 
den jich jcheiden, alsdann kommt jeder Ebene diefes Ebenenbü— 
ſchels diejelbe Eigenjchaft zu; außerdem ift aber aud) in dem ge 
meinjamen Strahl MM, beider Büjchel ein entjprechend gemeinja- 
mes Strahlenelement berjelben vereinigt, und es fommt daher auch 
jeder Ebene des Ebenenbüjchels MM, diefelbe Eigenjchaft zu, auger 
den Ebenen diefer beiden Chenenbiijdel aber- keiner. 

Sind die beiden Büſchel dagegen nicht perjpeftivijd, fo gehen 
durch feine Gerade des Raumes mehr als 2 Ebenen, die ein Paar 
entipredende Strahlen der beiden Büfchel verbinden; durch jeden 
Strahl der beiden Büchel jelbjt gehen 2 folde Ebenen, von denen 
die eine mit M ober M, jelbft zufammen fällt, eine Ausnahme bie 
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von machen die beiden Strahlen, welche dem gemeinfamen Strable 
MM, entjpredjen, in fo ferne durch diefe nur je die einzige M oder 
M, felbjt gehen. Den Inbegriff aller diefer Ebenen, deren Anzahl 
geradeu +1 ift, nennen wir einen Ebenenbüfchel IL. Ordnung. 

Hat man 2 projeft. gerade Gebilde, deren Träger nicht in 
einer Ebene liegen, fo erzeugen die Berbindungslinien entjprechen: 
der Punkte, deren Anzahlu+1 ijt, ein geometrifches Gebilde, das 
wir Regelfdaar nennen, 

Hat man 2 projeft. Ebenenbüfchel, deren Wren nicht in 1 
Ebene liegen, jo erzeugen die Schnittlinien der entjprechenden Ebe— 
nen, deren Anzahl gerade u + 1 ijt, ein geometrijdes Gebilde, bas 
Ihon jest ebenfalls den Namen Regelfdaar erhalten fol, ob 
wohl die Qdentitat mit dem gulegt erwähnten erft pater fid) her— 
ausjtellen wird, 

Den Inbegriff aller der Elemente, welche in ben hier oben 
aufgeführten Fällen durch Verbindung von je einem Paar entfpre- 
chender Elemente 2er Grundgebilde I entftehen, nennen wir ein Ele 
mentargebilde, und die Entwidlung hat gezeigt, daß außer den 3 
Grundgebilden I. Ordnung, welche hier in der Cigenfdaft als Ele 
mentargebilde erjcheinen, nod) 5 neue Elementargebilve fid) ergeben 
haben, fo daß wir haben: 

3 Elementargebilde I. Ordnung nämlich das gerade Gebilde, 
den Strahlenbüfchel und den Ebenenbüfchel und außerdem: 

5 Glementargebilde II. Ordnung, nämlich den Strahlenbü- 
fel II, das Punttgebilde II, den Strablenfegel II, den Ebenen- 
büfchel II, und endlich die Regelfdaar. Wenden wir uns min zu 
der Betrachtung der Haupteigen|daften der einzelnen Clementar- 
gebilde. 


Strahlenbüſchel II. und Punktgebilde II. 


44. Betrachtet man bas Mr. 41 am Schluß Bemerkte und 
vergleicht man die beiden Figuren da und 4b, weldje fic) bloß durch 
die Art der Zeichnung aus einem in die Augen fpringenden Grunde 
unterfcheiden, fo geht hieraus ohne weiteres folgendes hervor: Läßt 
man die 4te Verbindungslinie dd, fic) ändern, fo ändert fic) M 
und M, und &,, aber immer fchneiben fid) ¢; M, und JM auf der 
feften Geraden ab,, d. h. für jede Verbindungslinie er entjprechen- 
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ber Punkte, die an die Stelle von bb, tritt, bildet ſtets caM, Mb, c, 
ein Sechseck, dejjen 3 Diagonalen fid) in einem Punkte fdeiden. 
Da die Wahl der entfpredenden Punftenpaare wie aa, bb, cy 
(Nr. 10), ebenfo aud) die Ste Hilfsgerade ab, beliebig angenommen 
werden Firmen, jo fann man den Gah allgemein jo ausjprechen: 
projeftivifde nicht perfpeltivijde gerade Gebilbe derjelben Ebene, 
geben in Verbindung mit 4 Verbindungslinien entfprechender Punt: 
tenpaare in beliebiger Ordmung genommen ein 6 Geit für wel- 
des die Verbindungslinien der 3 Paar Gegeneden fic) in einem 
Punfte fchneiden; in dem 6 Seit, bejjen Seiten in der beftimmten 
Ordnung abcdef auf einander folgen, nennt man das Ed zwi- 
fen der Iften und Zien Seite Gegened zu dem zwijchen ber 
4ten und 5ten, das Eck zwifchen der 2ten und 3ten Seite, Gegened 
ju dem gwifden der Sten und 6ten Seite, und das awifden der 
Sten und Aten Seite, Gegened zu dem gwifden der 6ten und lften 
Seite. (Pasfal der Gab). 

45. Diejer ganz allgemeinen Fajjung des Gages jcheint eine 
Beſchränkung nod) beigefügt werden gu müſſen, nämlich die, daß 
die beiden geraden Gebilde, durch deren projeftivifde Beziehung der 
Strahlenbüfchel IL entjteht, nicht 2 nächſt auf einander folgende 
Seiten des einfachen 6 Seits bilden dürfen; folgender wichtige Sab 
lagt auch diefe Bejdrankung als überflüffig erjdeinen: Sind Fig.5 
(die fid) von der Fig. da und 4b wiederum bloß der Bezeichnungs- 
weile nach unterjcheidet) madbm,c.. Elemente eines Strahlenbüjchels 
I. Ordnung, der durch die Verbindungslinien entfpredender Punkte 
der beiden projeft. Geraden m [abe..] x m, [a,b,c,..] entjtand, und 
denken wir und amem,b feft dagegen das Clement d allmählich 
alle möglichen Lagen der nod) übrigen Elemente des fraglichen Ele- 
mentargebildes durchlaufen, jo ändert fich die Lage von Mund M,, 
jedoch jo, daß die Strahlen cM, und JM ber beiden Strahlen: 
bijdel cy und g ſich immer in einem Punkte ber fejten Diagonale 
ab, jchneiden, aljo perfpeft. find, während zugleich M, auf der fee 
ften Geraden a und M auf der fejten Geraden b liegen muß, wor- 
aus hervorgeht, daß die beiden Schnittpunfte M, und M bes be- 
weglichen Elementes d, nicht nur nad) der Vorausfebung auf den 
beiven Elementen mm,, fondern aud) auf den beiden Elementen 
ab 2 projett., nicht perfpelt. gerade Gebilbe erzeugen. 
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Daraus folgt nun der folgende höchſt wichtige Satz: Ein 
Strahlenbüſchel I. Ordnung ijt durch 5 Elemente, vow denen feine 
3 in 1 Punkte ſich ſchneiden, vollfommen bejtimmt, indem jedes 
Paar derjelben durd die Paare von Schnittpunfte der übrigen 
projeftivijd auf einander bezogen ijt. 

46. Betrachtet man eben jo das am Schluß der Nr. 42 Gefagte 
und vergleicht die beiden Figuren Fig. 6 a und b, fo erhält man 
auf ganz ähnliche Weije, wie in Nr. 44 folgendes Nejultat: Läpt 
man den 4ten Schnittpunkt D entjprecdhender Strahlen dd, fid 
ändern, fo ändert fid) damit die Lage von m und m, und ©, aber 
immer liegen bie Punkte cym, und cm mit dem fejten Punkte ab, 
in 1 Geraden, d. h. für jeden Schnittpunkt Zer entſprechender Strah— 
len, der an die Stelle von D oder dd, tritt bildet jtets camnybı cı 
ein 6 Seit, deſſen Paar Gegenfeiten (e und m,; a und b, ; m undc,) 
fid in 3 Punkten einer Geraden jchneiden. Da nad) Nr. 10 die 
Wahl der entipredenden Strahlen aa, bb, cc,, ebenfo aud) die 
Wahl des Schnittpunftes ab, Zer fid) nicht entjprechender Strah— 
len beliebig ijt, jo kann man den Gag allgemein fo ausfprechen: 
die Mtittelpuntte Zer projekt. nicht perfpelt. Strahlenbüfchel derjel- 
ben Ebene bilden mit 4 beliebigen Schnittpunkten entjprechender Strah— 
len in beliebiger Ordnung genommen, jtetS ein 6 Ed, von dem bie 
3 Paar Gegenjeiten fih in 3 Punkten einer Geraden jchneiden. 

Diefer allgemeinen Fafjung des Satzes ſcheint nod) eine Be 
Ihränfung hinzugefügt werden zu müjjen, dag die Mittelpunfte der 
beiden Strahlenbüjchel, durch deren projekt. Beziehung das Puntt- 
gebilde II entjteht, nicht 2 auf einander folgende Gefen des 6 Ecks 
bilden bürfen, allein aud) diefe Bejdrantung erjcheint bei Berück— 
fichtigung folgenden wichtigen Cages als überflüfjig. 

47. Wählt man in einem Bunktgebilde II irgend 2 beliebige 
Punttelemente als Centra 2er Strahlenbüfchel, und newnt folche 
Strahlen entſprechend, die fid) in einem Punkte des Punktgebildes 
jhneiden, jo find die Büjchel projektiviih auf einander bezogen, 
Sind nimlid in Fig. 7 (die ſich von Fig. Gau. b bloß durch die 
Bezeichnung unterfdeidet), MADBM,C.. Elemente des Punftge- 
bildes IL, das durch die Schnittpunfte entjprechender Strahlen der 
projeft. Bijdel M (abed...) mw M, (a,b,c, d;...) entjteht, und 
benten wir uns AMCM, B feft, dagegen den Punkt D allmählich 
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alle übrigen Elemente des Gebildes durchlaufen, fo ändert fich mit 
D bie Lage von m und m,, jedoch fo, dak die Schnittpunfte 
me und m,c, ftets je in einem Strable bes feften Büfchels ab, 
fiegen, alfo die geraden Gebilde c[m] und ec, [m,] projeft. find, 
während zugleich m, um den feften Punkt Ay, m dagegen um den 
feiten Punkt B fid) drehen muß, woraus folgt, daß Bůſchel A[D] 
r B[D] w. 3. b. w. 

Gin Punktgebilde TI ift daher durch 5 Punkte, von denen 
feine 3 in 1 Geraden Liegen, vollfommen beftimmt. 

48. Sit M irgend ein Punkt eines Punftgebildes II. Ordnung, 
jo bat die Nr. 43 dargethan, daß auf jedem Strahl MA des Büjchels 
auger M noch ein 2tes Punttelement A des Elementargebildes TI 
M liegt, mit Ausnahme eines einzigen Strahles, für welchen 
die beiden Punkte fo zu fagen in einander gefallen find; wir be- 
zeichnen diefen Strahl burd) MM. Denkt man fid) zu allen u+1 
Punftelementen des Elementargebildes die Strahlen, denen biefe 
Eigenfchaft zukommt, fo erhält man ein Syitem von u + 1 folden 
Strahlen, das wir den Umhüllungsbüfchel des Punktgebildes IT 
nennen wollen, 

Sit ebenfo m ein Strahlenelement eines Strahlenbiifdels II, 
Ordnung, fo geht durch jeden Punkt ma diefer Geraden nod ein 
Strahlenelement a des Elementargebildes II. mit Ausnahme eines 
einzigen Punktes, in bem die beiden Elemente in das eine m zu— 
lammenfallen, und den wir dur‘ mm bezeichnen, denft man fid 
auf allen u+ 1 Strahlen die Punkte, denen diefe Eigenfchaft zu: 
fommt, fo erhält man ein Syitem von u +1 Punkten, das wir 
die Beugungsfurve des Strahlenbüfchels TI nennen wollen. 

Sn Bezug auf biefe beiden neuerhaltenen Syiteme von Ele: 
menten gilt nun der Sab: der Umhüllungsbüfchel eines Punktge— 
bildes IT ift identisch mit dem Gtrahlenbüfchel TI und die Beu- 
gungsfurve eines Strahlenbüjchels II ijt identisch mit dem Puntt- 
gebilde II. 

Um diefen wichtigen Sat zu beweifen, müſſen wir auf den 
Paskal'ſchen Sak vorher etwas näher eingehen: 

Rit, um bei der Entwiclung von 46 zu bleiben, der be- 
wegliche Punkt D einem der übrigen Punkte 3. B dem M unend- 
lid) nahe, d. h. fällt er mit ihm zufammen, fo geht die Seite DM 
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in bie Gerabe MM des Umhüllungsbüſchels über, infoferne mach 
Mr. 43 eben ber Strahl MM es ijt, der in diefem Falle bem Strahle 
M,‚Dd.h. M,M entfpricht. 

Se nachdem man nun annimmt, bak biefes Rufammenfallen 
2er Punftelemente bloß einmal, oder daß e8 2 Mal, oder da es 
3 Mal Statt findet, jo ergeben ſich aus dem allgemeinen Paskal'ſchen 
Sage für das Sechseck bejondere Sige für das 5Ed das 4 EE 
und Dreieck, nebjt je 1, 2 oder 3 Elementen des Umbillungs- 
büſchels. Wir werden hier bloß den 2ten und Sten der 3 erwähn- 
ten Fälle näher ins Auge faffen. 

allen 2 Paare von Eden des Paskal'ſchen 6 Eds je in ei- 
nes zujammen, fo erhält man ein 4€d mit 2 Doppeleden d. b. 
mit 2 Eden, deren jede Stellvertreter 2er unendlid) naher Eden 
eines 6EES darftellt; und aud) bier fcheint die Anwendung des 
Paskal'ſchen Sages zu einer größeren Zahl von bejonderen Sätzen 
zu führen, je nadjdem man durch verjchiedene Wahl der Aufeinan- 
berfolge der 6 Eckpunkte auf verfchiedene Fälle zu ftoßen fcheint. 
Man erhält nämlich folgende verjchiedene 6 Ede. 

AABBCD AABBDC AACBBD AADBBC AACDBB 

AADCBB *). 

Allein eine einfache Betrachtung läßt erfennen, daß die Anwendung 
des Paskal'ſchen Sabes auf diefe 6 verfdiedenen 6 Ede bloß zu 2 
verfdiedenen Refultaten d. h. Sähen führt, indem für alle Fälle, 
in welcher die beiden Doppelpunfte AA und BB getrennt erfdei- 
nen, durch andere der 6 Elemente, d. h. AA und BB als Gegen- 
feiten auftreten, derfelbe Sat als Refultat der Anwendung fid) er- 
giebt, während basjelbe Statt findet für alle übrigen Fälle. Auch 
von Ddiejen 2 Fällen werden wir bloß den einen und zwar. ben 
erften, als für unfere Unterjudung von Wichtigkeit einer nähern 
Betrachtung unterwerfen. 

Die Betrachtung der beiden 6 Ede AACBBD und CCADDB 
wig. 8 lehrt, dab fowohl der Schnittpunkt der beiden Umhüllungs- 
jtrahlen AA und BB, al8 aud) der Schnittpunft von CC und DD 


*) Den Fall, daß bie unendlid) nahen Punfte AA ober BB ſelbſt ge 
trennt erſcheinen, faffen wir unbeachtet, da derfelbe zu feiner eee Be: 
trachtung Beranlaffung giebt. 
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auf derjenigen Geraden liegt, die durch die Schnittpunkte der 2 
Baar Gegenfeiten *) AC und BD; AD und BC geht. 

Die VBetradtung der beiden 6 Ecke AACDDB und BBDCCA 
endlich lehrt, daß der Schnittpumdt der beiden Umhüllungsjtrahlen . 
AA und DD ebenjo, wie der von BB und CC in derjenigen Ges 
raden liegt, welche durch die Schnittpunfte der beiden Paare von 
Gegenjeiten AC und BD; AB und CD beftimmt wird. 

Wenden wir ‚nun auf den Theil des Paskal'ſchen Sages, 
ber vom 6 Seit handelt, diejelbe Betrachtungsweife an: Rückt der 
bewegliche Strahl d einem der übrigen 3. B. m unendlid) nahe, 
d. h. fällt er mit ihm zufammen, jo geht ber Edpunft dm in den 
entipredjenden Punkt mm der Krümmungskurve über, infoferne 
nad) Mr. 43 eben mm ber Punft ijt, der in diefem alle dem 
gemeinfamen Punkte m, d, d. §. mym entſpricht. Betrachten wir 
daher aud) hier von den verjchiedenen bejonderen Fällen, zu denen 
bas einfach, doppelte oder dreifache Rujammenfallen je 2er ber 6 
Seiten bes 6 Seits führt, bloß den einen, der dem hier oben für 
das 6 Eck entwickelten Falle entjpriht, fo erhalten wir ganz auf 
demjelben Wege, wie dort folgendes Rejultat: (Fig. 9). Die Be 
tradjtung der beiden 6 Seite aacbbd ccaddb lehrt, daß die Ber: 
bindungslinie der beiden Punkte der Krümmungskurve aa und bb, 
ebenfo wie der beiden Punkte ce und dd durch den Punkt geht, 
welder durch die Verbindungslinien der beiden Paare von Gegen- 
een **) ac und bd, ad und be beftimmt ijt. Die Betrachtung 
der beiden 6 Seite aabced und bbedda dagegen lehrt, dag die 
Verbindungslinie von aa und cc, ebenfo wie bie Verbindungélinie 
von bb und dd burd) den Punkt geht, der durch die Verbindungs- 
linien der beiden Paare von Gegeneden ad und be, ab und cd 
bejtimmt ijt. Die Betrachtung der beiven 6 Seite aacddb und bb 
deca endlich lehrt, dak die Verbindung der beiden Kurvenpunfte 
aa und dd, ebenjo wie die bb und ce durch den Punkt gehen, 
der durch die Verbindungslinien von ac und bd; ab und cd be 
fimmt wird. 

Zuſatz. 4 Punkte ABCD einer Ebene, von denen feine 3 


*) Ueber bie Bedeutung des Begriffes Gegenfeiten f. den Zufag. 
*) BWegen ber Bezeihnung Gegenede ſ. ben folgenden Zufap. 
Plaif, newere Geometrie. 4 
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in 1 Geraden liegen, beftimmen durch ihre Verbindungslinien 6 
Gerade, wir ‚nennen dieje 6 Gerade die Seiten des vollitandigen _ 
4 Ecks ABCD. Diefe 6 Seiten gruppiren fic) zu je zu 3 Paar Ge: 
genjeiten, indem man jede Seite die Gegenjeite derjenigen nennt, 
bie mit ihr feinen der 4 Ecfpuntte des 4Ecks gemein hat; es find 
aljo Gegenjeiten AB und CD, AC und BD, AD und BC. Die 
3 Paar Gegenjeiten jdneiden jich in den 3 Eckpunkten eines Dreis 
eds, das aus fpater zu entwicelnden Grimden das Poldreied 
bes volljtändigen 4 Ecks genannt wird. Ebenſo beftimmen 4 Ge— 
rade abed einer Ebene, von denen feine 3 ſich in 1 Punkte ſchnei⸗ 
den 6 Schnittpunfte, die wir die 6 Eden des vollftindigen 4 Seits 
abcd nennen; dieſe 6 Eden gruppiren fid) zu je 2 zu 3 Paaren 
von Gegeneden, indem man jedes Ed bas Gegeneck besjenigen 
nennt, das mit ihm feine Seite des 4 Seits gemein hat. Die 3 
Paare von Gegeneden liegen auf den 3 Seiten eines Dreieds, das 
aus fpater zu entwidelnden Gründen Polardreied des vollitän: 
digen 4 Seits heißt. 

Mit Hülfe diefer Bezeichnungsweiſe Laffen fic) nun die obi- 
gen Rejultate über Punktgebilve II und Umbüllungsbifchel, ſowie 
über Strahlenbüjchel I und Krümmungskurven aljo ausjprechen: 
Wählt man 4 beliebige Punkte eines Punktgebildes II, und beftimmt 
dazu die 4 Strahlen bes Umhüllungsbüfchels in eben biefen 4 Punts 
ten, fo hat man 4 Eden eines volljtändigen 4Ecks und 4 Strahlen 
eines vollftändigen 4 Geits, welche in der Abhängigkeit zu einander 
ftehen, daß das Poldreiec des erjteren mit dem Polardreieck, des 
legteren identijd) ijt. 

Umgekehrt wählt man 4 Strahlen eines Strahlenbüfchels II une 
beftimmt die zu ihnen gehörigen Punkte der Krümmungsturve, fo 
ftehen das jo erhaltene volljtändige 4 Seit und LEE in der Abhän- 
gigfeit zu einander ‚dag ebenfalls das Polardreiect des erjten iden- 
tijd mit dem Poldreieck des lettern ijt. 

allen, um zu dem Aten Falle überzugehen 3 Paare von 
Punkten in je einen zufammen (ig. 10), fo vertritt offenbar die 
Tangente in jedem diefer 3 Punkte eine Seite des eingefdriebe- 
nen 6 Ecks, und hieraus ergiebt fid) unmittelbar folgender Gag: 
Die 3 Seiten eines einem Punftgebilde IL eingejchriebenen Dreiecks 
fchneiden die Strahlen des Umhüllungsbüſchels in den Gegeneden 
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in 3 Punkten einer Geraden. Geht man dagegen von dem Dreiedfe 
des von 3 Strahlen eines Strahlenbüjchels IE und den 3 ibnen 
zugehörigen Punkten ber zugehörigen Kriimmungsfurve aus, fo 
ttellen dieje legteren 3 Eden eines der Krümmungskurve umjdrie- 
benen 6 Geits dar, und eS ergiebt ſich daraus unmittelbar folgen: 
ver Gat (Fig. 10): 3 Gerade, welde die Eden eines einer 
Krümmundsfurve II umjdriebenen 3 Ecks mit den in ben Gegen- 
jeiten Liegenden Punkten diejer Kurve verbinden, fchneiden fich in 
I Punfte. 

49. Der Umhüllungsbüfchel I eines Punftgebildes IL ijt 
em Strahlenbüfchel II, und die Krümmungskurve eines Strahlen- 
bajcels HI ijt ein Punktgebilve II. 

Denken wir uns von dem vollitändigen 4 Ed eines Bunkt- 
gebildes IT 3 Bunfte ABC, und aljo audy von dem zugehörigen 
4 Seit 3 Seiten abt fejt, während der 4te Eckpunkt D allmählig 
dad ganze Punktgebilde durchläuft, jo bewegt fic mit D auch die 
Ate Seite d des zugehörigen 4Seitd und nimmt allmählich die Lage 
jimmtlider Strahlen des Umbüllungsbüjchels an, und es ijt nur 
neh nachzuweiſen, bak das Geſetz diejer Bewegung von d der Art 
ift, daß 2 der 3 feiten Strahlen 3. B. a und e dabei in 2 projelt. 
geraden Gebilben ala....] = cle....] gejchnitten werden. Be 
zeichnen wir aber j. Fig. 11 die beiden feſten Schnittpumfte ba und 
be entjprechend duch M und N, fo ift nad) dem vorigen Gage offen: 
bar Strablenbiijdel Mic...) m N(a...) nach Mr. 48, in jo ferne 
beide perjpeft. zu der fejten Geraden AC find, aljo ift aud) e(c...) 
ala...) w. 3. a. w. 

Geht man umgefehrt vom Strahlenbüfchel aus, in dem man 
4 Strahlen abed ımd die 4 zugehörigen Punkte ABCD ver Krüm— 
mungsturve auswählt, jo findet man ebenjo, daß wenn d allmählich 
den ganzen Büſchel bejchreibt, der zugehörige Punkt D bei jeiner 
Beihreibung der Krümmungsturve fich jo bewegt, daß ‚die beiden 
Straplenbüfchel A[D....] und C[D...] projettivijd find, denn 
bezeichnet man (j. Fig. 12) die beiden fejten Geraden BA und BC 
turd m unb n, fo ift nad) Mr. 48 offenbar das gerade Gebilde, 
dad auf bem Trager m dburd) den Büſchel CCD...) erzeugt wird, 
projett, bem geraden Gebilde, das auf dem Träger n durd) den 
Büſchel A(D...) erzeugt wird, infoferne beide perjpelt. zu dem 
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Strahlenbiifdel ac find, und daber ijt aud) der Büſchel C[D...] 
felbjt projett. zu bem Büfhel A[D...] w. 3. b. w. 

In Folge diefer wichtigen Cigenfdaft fat man das Punkt: 
gebilde II und den Strahlenbüfchel II gewöhnlich durch eine einzige 
Bezeichnung zu einem geometriichen Gebilde zufammen, indem man 
beide eine Kurve II. Ordnung nennt, aber biefer Kurve Punkt 
und Strahlenelemente gufdreibt; dabei nennt man ben Strahl 
MM ober m ber Umbiillungsfurve in bem Punkte M der Kurve die 
Tangente in dem Berührungspunfte mm oder M (vergl. 48 im Anfang). 

Zufag. Es möge bier alsbald eine Eintheilung der Kur 
ven II angeführt werden, welche auf der Anzahl der Punkte be- 
ruht, welde eine Kurve II mit der unendlich fernen Geraden der 
Ebene gemein hat. Man nennt nämlid alle Kurven, welche mit 
der unendlich fernen Geraden 2 Punkte gemein haben „Super: 
bein“, alle Kurven, die die unendlid) ferne Gerade in 1 Punkte 
berühren, „Barabeln“ alle Kurven, welche mit ber unendlich fer- 
nen Geraden fein Punftelement gemein baben „Ellipfen”. 

50. Eine Ebene jchneivet eine Kegelflähe IL entweder in 
einem Punktgebilde II, oder fie hat mit ihr 2 oder 1 Gerade oder 
1 Punkt gemein. 

Die beiden projekt. Ebenenbüjchel, welche die Kegelfläche er- 
zeugen, werden nämlich von der fraglichen Ebene in 2 projeft. Strab: 
lenbuͤſcheln gejchnitten, die nicht perjpeft. jein können, welche bie 
gemeinfame Ebene beider Ebenenbüfchel fid) nicht felbjt entſpricht. 
Sind daher die beiden jo erhaltenen Strahlenbüfchel nicht foncen- 
triſch, d. h. geht die fchneidende Ebene nicht durch den Schnittpunkt 
der beiden Aren der Ebenenbüjchel, fo erzeugen fie das im Sab 
erwähnte Punftgebilde IL, find fie aber koncentriſch, fo treten die 
legten 3 Fälle ein, je nachdem fie 2 oder 1 oder feinen Strahl 
entiprechend gemein haben. 

Zujag. Man erhält daher eine Kegelfläche IL, wenn man 
nad allen Punkten eines Punftgebildes II von einem Punkte außer: 
halb feines Trägers Strahlen zieht. 

5l. Der Schein eines Strahlenbüfchels II von einem Punkte 
M aus ijt entweder ein Ebenenbüjchel II, oder der Strablenbindel 
M hat mit dem Büfchel nur 2 Strahlen oder 1 Strahl, oder bloß 
die Ebene des Trägers felbjt gemein, 
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Der Schein der 2 projekt. geraden Gebilde, welche den Strah— 
ienbüfchel II erzeugen, bildet nämlich 2 projekt. foncentrifde Strah- 
(enbüfchel, Liegen diefelben nicht in 1 Ebene, fo erzeugen fie den 
im Sat erwähnten Ebenenbüfchel II, Tiegen fie aber in 1 Ebene, 
da h. in ber Ebene des Strahlenbüfchels IT ſelbſt, jo tritt einer 
ver legten 3 Fälle ein, je nachdem beide Biijdel 2 oder 1 oder 0 
Strahlen entfpredjend gemein haben. 

Zuſatz. Man erhält daher einen Ebenenbüfchel II, wenn 
man nad) allen Strahlen eines Strahlenbüfchels II von einem außer: 
balb dejien Trägers liegenden Punkte Ebenen zieht. 

Zuſatz. Die Vergleidung der Nefultate von Nr. 50 und 
Rr. 51 mit bem Sake in Mtr. 49 Iehrt, dak der Umhüllungsbüjchel 
einer Kegelfläche II ein Ebenenbüfchel II, und der Krümmungs- 
fegel eines Ebenenübſchels II eine Kegelflähe II if. Man faht 
daher auch diefe beiden Elementargebilde gewöhnlich unter dem ge- 
meinfamen Namen Kegelfläche II zufammen, indem man ihr Strahlen 
und Ebenen, Berührungsebenen, genannt als ihre Elemente betrachtet. 

52. Sede Regelfdaar, welche durch 2 projekt. gerade Gebilde — 
m [abe...] m m, [üubrc,...] erzeugt wird, fann aud) durch 2 projekt. 
Ebenenbüfchel m, [a,byc,...] zz m[abe...] erzeugt werden, d. h. die 
beiden in Nr. 43 unter dem Namen Regelfdaar aufgeführten Ele- 
mentargebilde find, wie fdjon bort angedeutet, nicht von einander 
verichieben. 

Sind d und bd, 2 entjprechende Punfte von m und m,, fo 
find md, und m,d 2 entjprechende Ebenen ber beiden projekt. Ebe- 
nenbüjchel. Da der Ebenenbüfchel m, [abe...] perfpekt. zum gera- 
ben Gebilde mfabe...] und der Ebenenbüſchel m [a,b,c, ...] perſpekt. 
zum geraden Gebilde m,[a,b,c,...] ift; alfo ift der Strahl dd, ein 
Strahl, ſowohl des durch die projekt. Beziehung der beiden geraden 
Gebilde, als auch des durch die projekt, Beziehung ber beiden pro- 
jet. Ebenenbüjchel erzeugten Elementargebildes. 

53. Hat man 3 Gerade pqr, von denen feine 2 in 1 Ebene 
fiegen, fo bilden alle Gerade, die alle 3 fchneiden, eine Regelfdaar. 
Um nämlich eine Gerade zu finden, die 3 Gerade ber angegebenen 
Art zugleich fdneidet, verfährt man am beften fo: man lege durd 
eine ber 3 Geraden etwa durch p eine Ebene, welche die beiden an- 
bern Geraden in den beiden Punkten a und a, fdneiden mug, aa, 


ift dann immer eine Gerabe der verlangten Eigenfchaft, da fie noth- 
wendig auc) die p jchneiden muß. Legt man der Art alle Ebenen 
durch p, fo bilden offenbar die verſchiedenen Schnittpunfte q [abe ...] 
und r[ayb,c,...] 2 projekt. gerade Gebilde auf q und r, woraus 
ber Sat folgt, 

Man fann diefen Sak auch fo ausfpredhen: bas Syſtem 
aller Geraden, welche 3 andere Gerade, von denen feine 2 in 1 
Ebene Tiegen, zugleich ſchneiden, beftimmt in diefen durd die3 ent: 
fpredhenden Schnittpunfte 3 projekt. gerade Gebilde. 

54. Kein Strahl einer Regelfdaar Rabe...) hat mit 
einem andern einen Punkt gemein, denn jchnitten fic) ab in M, fo 
müßten die beiden geraden Gebilde pq durd) deren projektivifche Be- 
ziehung p(abe) w q(a,b;c,) die Regelfdaar entitanden ijt, in ber 
Ebene Mab liegen, was gegen die Vorausfegung ift. Betrachtet 
man nun 3 Strahlen abe ber Regelfdaar, fo erfüllen dieſe offen- 
bar die Bedingung, die in Nr. 53 für die dortigen eine Regelichaar 
bejtimmenden 3 Gerade hingeftellt wurde; alle Gerade, welche daber 
die 3 Strahlen abe jchneiden, bilden felbjt eine Negelfhaar R,, zu 
ber aud) p und q gehören, und umgekehrt fann man die urfpriing- 
liche Regelſchaar R ganz auf diejelbe Weife durch 3 beliebige Strah- 
len pqr ber Regelichaar Ry entitanden denken. Denn in der Re— 
gelſchaar Ry (pqr) werden je 2 Strahlen durch die Schnittpunfte der 
Strahlen der Regelſchaar R(abe..) projekt. gejchnitten, aljo auch 
pund q, da aber abe 3 Strablen von R find, und die projekt. Be- 
alehung von p undq durch die 3 Paar Schnittpunfte von a b unde 
vollfommen firirt ift, jo ift offenbar bie Regelſchaar, die durch die 
projektiviichen geraden Gebilde p[abe..] a q{a, b,c, ..] entiteht, 
mit der duch die Regelſchaar pqr erzeugten identifch. 

Wir nennen 2 folde Regelichaaren, die in bem hier befpro- 
denen Verhältnifje zu einander ftehen, jede die Leitichaar der an- 
dern, und beide zufammen nennen wir eine Regelfläche IL. Ordn. 
, Während fein Strahl einer Regelflace von einem Strahle 
derfelben Regelſchaar geichnitten wird, hat er dagegen mit jedem 
Strahl feiner Leitjchaar einen Punkt gemein; und umgefehrt gebt 
durch jeden Punkt der Megelflache fowohl ein Strahl d der einen 
als aud ein Strahl s der andern Regelfdaar. 

Die Regelflade wird offenbar von jeder der beiden Regel- 
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ſchaaren fdjon allein gebilbet, und es umterjcheiberr fich bie beiden 
Regelihaaren unter fich, jowie jede von der Megelfläche bloß * 
das innere Gefühl ihrer Strahlenelemente. 

55. Eine Ebene E hat mit einer Regelfläche R(pqr) * 
weder ſämmtliche Punkte einer Kurve II, oder alle Punkte Ber Ge- 
taden, von denen bie eine der einen, bie andere ber andern ber 
beiden Leitſchaaren angehört, gemein, 

Sind a und b 2 Leitftrablen von R, jo kann man bie Re- 
gelihaar entjtanden denken durch 2 projekt. Ebenenbüjchel, deren 
Aren a und b find, und fann dabei immer vorausjeßen, daß die E 
weder durch a nod) burd) b geht. Die beiden Ebenenbüjchel jchnei- 
ben algdann die E in 2 projekt. Strahlenbüjcheln, find nun dieſe 
peripeftivifch, fo ftellen die Are der perſpekt. Beziehung beider, fo- 
wie der entiprechend gemeinfame Strahl derjelben, die im Gabe be: 
zeichneten 2 Geraden dar, find die Strahlenbüjchel nicht perfpeft., 
jo erzeugen fie die im Sage erwähnte Kurve II. Bon einer Ebene, 
weldhe mit einer Hregelfläche 2 Strahlen ds gemein hat, jagen wir, 
bag jie berjelben im Punkte ds fic) anfdjmiege oder fie berühre, 
injoferne jede Gerade, die in ber Ebene durch den Punkt ds gebt, 
auger biefem Punkte mit der Regelfläche Eeinen Punkt gemein hat, 
vorausgeſetzt, daß bie Gerade nicht mit d oder s ſelbſt zufammenfällt, 

Sede Ebene die mit einer Regelfläche eine Gerade gemein hat, 
hat mit ihr noch eine 2te gemein. 

56. Ein Strahlenbündel M hat mit dem Syftem von Ebenen, 
die einer Regelflade R(pqr) fic) anjchmiegen, entweder alle Ebe— 
nen eines Ehenenbiijdels TI. Ordnung, oder alle Ebenen Ber Ebe- 
nenbüfchel I gemein. 

Betrachtet man 2 Leitftrahlen ab von R, die M nicht enthal- 
ten, und läßt R durch die projekt. Beziehung der in a und b ent: 
haltenen geraden Gebilde a [par ...] w b[pigiri...] entitehen, fo 
biden M (par...) und M(p,q,7,...) 2 foncentrifche projekt. Strah: 
lenbüſchel, die entweder die beiden Aven der im Gabe erwähnten 
Ebenenbüfchel durch die Are ihrer perfpeft. Beziehung und das ent- 
prechend gemeinjame Element, oder den Ebenenbüfchel IL. erzeugen, 
je nachdem fie perfpeft. find oder nicht. Sm erften Fall ift M ein 
Punk von R und die beiden Aren der erwähnten Ebenenbüfchel 
gehörenden beiden Regelfdaaren von Ran, im2tenliegt M außerhalb R. 
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Aus dem Beweiſe des letzten Satzes geht hervor, daß man 
im 2ten Fall die Ebenen bes Ebenenbüſchels II dadurd erhält, 
bag man burd alle Strahlen ber einen Regelihaar von M aus 
Ebenen legt, daher fann man füglich die beiden in 55 und 56. ent- 
haltenen Gabe furz fo ausſprechen: 

Der Schnitt einer Regelichaar durch eine der Regelflace fich 
nicht anfchmiegende Ebene ift ein Kurve II und der Schein einer 
Regelſchaar von einem außerhalb ber Negelfläche gelegenen Punkte 
ift ein Ebenenbüfchel IL 

57. Gin’ Elementargebilde II ift, wie in den lebten Num— 
mern gezeigt wurde, durch 5 Elemente beftimmt. Für die Lagenab- 
hangigfeit, welche zwiichen einem 6ten Clemente und den 5 erjteren 
befteht, haben wir bisher die beiden wichtigen im Paskal'ſchen Sage 
enthaltenen Gejege kennen gelernt, die neuere Geometrie hat für 
diejes Geſetz nod) einen Sten ebenjo wichtigen Ausdruck aufgefun- 
den, der nun entwidelt werden foll: 

Denkt man ſich alle Kurven IL, die fic) durch 4 Punkte ABCD, 
von denen feine 3 in 1 Geraden liegen, legen laffen, und fchneiben 
wir dieſes Syſtem von Kurven durch eine Gerade, fo geht durd 
jeden Punkt diefer Geraden nur eine einzige Kurve II nad Mr. 
44 und 47, jede Kurve II fchneidet diefe Gerade im Allgemeinen in 
2 Punften, und gwifden diefen 2 Punkten befteht binfichtlich ihrer 
gegenjeitigen Lage ein Rufammenhang, der den Inhalt unfered 
Satzes bildet, : 

Gene 4 Punkte ABCD bejtimmen nämlich ein volljtändiges 
A Ed und jede Kurve IL, welche durch deffen 4 Ecken geht, ſchneidet 
eine Gerade in 2 zugeordneten Punkten eines involutorifden gera- 
ben Gebildes, in welchen auch jedes Paar von Schnittpunften er 
Gegenjeiten einander zugeordnet if. Die Sdnittpuntte können 
imaginary werden, oder aud) in einen zufammenfallen, der alsdann 
ein Orbnungselement des involut. geraden Gebildes barftellt. 

Es ift nämlich Fig. 13. 
A[FDCE] » B[FDCE] nad Nr. 47, 
aljo Fy,f8E nm FB, yvE alfo aud nad Nr. 10. 
Efy, F ~ FB,vE und daher EF. BB, . x7; 
eine Snvolution nad Nr. 21, ebenfo ift aber aud) A[FDBE] 
C[FDBE] b. h. Fy,cE r Fa,yE, und aljo nad Nr. 10 aud 
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Esy,F 2 Fa,yE d.h. nad 21. EF. aa,. yy; eine Involution, 
woraus zu erjehen, daß in dem involutorifchen geraden Gebilde, 
bas burd) die beiden Panre von zugeordneten Punkten EF. yy, 
vollfommen beftimmt ift, fowohl aa, als aud) A, je ein Paar gu- 
geordneter Elemente darjtellen. 

Rufagl. Diefer Sa gilt aud noch, wenn 2 der 4 Punkte in 
einen zufammenfallen, d. bh. wenn das Syftem von Kurven II durch 
3 Puntte ABC geht und in einem berjelben eine bejtimmte Gerade 
CC berühren; und ebenjo aud) nod) wenn 2 und 2 Punkte gujam- 
menfallen, d. §. wenn das Syftem von Kurven II burd 2 Puntte 
gebt und in ihnen 2 gegebene Gerade AA BB berührt, Es ift 
nämlich Fig. 14 C[CEBF] » A[CEBF] d. h. «, Eg, F nr fEaF 
aljo aud) nad Nr. 10 a, EB, F w aF BE, woraus nun folgt, dap 
EF . ac, . 88; eine Snvolution ift. 

Ebenſo ift in Fig. 15 A[AEFB] w B[AEFB] vd. h. 
fEFa sr aEFß,, aljo aud) nad Nr. 10. BEFe vw A,FEo b. b. 
ea, EF. £8, eine Snvolution von den 5 eine Kurve IT beitimmenden 
Puntten können daher aud) 2 oder 2 Mal 2 in je 1 zufammen fallen. 

Zujaß 2. Geht die fchneidende Gerade durch einen Schnitt: 
puntt 2er Gegenfeiten, fo ift diefer Schnittpunkt ein Ordnungsele- 
ment des involut. geraden Gebildes. Hieraus folgt unmittelbar 
folgender wichtige Sag: 

Se 2 Eckpunkte bes Poldreiecks eines vollftändigen 4 Eds 
find durch die beiden Gegenfeiten, die fic) im Sten Eckpunkte jchnei- 
den, harmonijch getrennt, d. h. in Jig. 16 find MENE, NFPF, 

PHAGMG, 3 harmoniſche Würfe, wie ſich aud leicht direft Kewei- 
fen läßt. i 

58. Wenden wir uns zu ben Strahlenelementen einer Kurve II, 
fo erhalten wir einen ganz ähnlichen Ausdrud für bas Geſetz, das 
binfichtlih ber Lagenverhaltnifje von 6 Strahlenelementen einer 
Kurve II befteht. Hat man 4 fefte Strahlenelemente abed, von 
denen feine 3 in 1 Punkt fic) fchneiden, und außerhalb derfelben 
einen Punft P, fo laſſen fic) im Allgemeinen durch denjelben an 
eine Kurve II, die die 4 erftern zu Strahlenelementen hat, nod 
je 2 Strablenelemente ziehen; jedes ſolche Paar hat nun die Eigen: 
jdaft, dak es ein Paar zugeorbneter Strahlenelemente eines invo- 
lutoriſchen Biifdels P bildet, indem zugleich je ein Paar Strahlen 
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einander zugeordnet ſind, die nach einem Paar Gegenpunkten des 
vollſtaͤndigen 4 Seits abed gehen. 

Sn Fig. 17 iſt nad Nr. 45 alfdce] xblfdee)], alſo 
P[fm,ne]  P[fn,me] und aljo nah Nr. 10 aud) P[fm,ne] = 
Pfemn,f], d. §. nad) Nr. 39 ef. mm, . nn, ift eine Involution. 
Ganz eben fo ijt a[fdbe] vr e[fdbe] und aljo P[fm,pe] = 
P[fp;me]; hieraus wirt P[ffm,pe] m P{emp,f] und ef. mm, .pp, 
eine Involution, d. h. in dem involut. Strahlenbüfchel, deffen in 
volut. Beziehung durch die 2 Paare entiprechender Strahlen ef. 
mm, firirt ift, find aud) pp, und mn, je ein Paar gugeordneter 
Strahlen, | 

Rufag 1. Diefer Sak gilt auch, wenn 2 der 4 Strahlen in 
einander fallen, d. h. wenn das Syſtem der Kurven II 3 Gerade 
berühren, und zwar eine davon in einem beftimmten Punkte, und 
ebenfo gilt auch der Satz dann nod, wenn der fo eben erwähnte 
Fall 2 Mal eintritt, d. h. wenn bas Syftem der Kurven IT 2 
Gerade in 2 beftimmten Punkten berühren. Es ift nämlich in Fig. 
18. efeebf] x afeebf], alfo aud) P[myenf] # P[n,emf] dem: 
nah P[m,enf] w P[mfn,e] und daher mm, .ef.nn, eine 
Ynvolution. Ebenſo ift in Fig. 19 a[aebf] w b[aebf] hieraus 
P[mepf] m P[pemf] und alfo P[m,epf] = P[mfpe] und mm; . 
ef. pp eine Involution. Gon ben 5 eine Kurve II bejtimmenden 
Tangenten fönnen daher 2 oder 2 Mal 2 in je 1 zuſammen fallen. 

Zuſatz 2. Liegt P auf der Verbindungslinie 2er Gegeneden 
des volljtändigen 4 Seits abed, fo ift diefe Verbindungslinie felbft 
ein Ordnungselement de8 involut. Strahlenbüjchels und ijt P der 
Schnittpuntt Ler folcher Verbindungslinien, jo bilden dieje die bei- 
ben Orbirungselemente, woraus unmittelbar der folgende wichtige 
Sag folgt: 2 Seiten des Polardreiects eines volljtändigen 4 Seits 
find durch die beiden Gegeneden des 4 Seits die auf der Sten Seite 
besjelken Polardreiecés Liegen harmoniſch getrennt. 

Es follen hier alsbald 2 Säge angefügt werden, deren Be- 
weife unmittelbar aus 57. und 58, folgen, ba wir biejelben alsbald 
brauchen werben; der erfte lautet: 

59. a) Haben 2 Kurven IT bloß 3 Punkte gemein, fo müſ— 
fen fie in dem einen derfelben ein gemeinjchaftliches Strahlenelement 
haben, d. b. ſich in ihm berühren, 
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Man wähle eine Gerade p (f. Fig. 20), welche die 3 Seiten 
bes eingejchriebenen Dreiecks in 3 verfchiedenen Punkten und ebenjo 
die beiden Kurven in 2 Paar Punften aa, AP, jchneidet. In der 
in p liegenden Suvolution aa, . £6, können blog 2 Schnittpunfte 
von 2 DreieSjeiten einander zugeordnet fein, dem Schnittpunfte 7, 
ber Sten Seite AB muß ein außerhalb der Geiten des Dreiects 
gelegener Punkt y entiprechen und es ift dann Cy ftets eine ge 
gemeinjchaftliche Tangente beider Kurven in C, denn würde Cy eine 
der beiden Kurven nod) in D ſchneiden, fo müßte nad 97. bie 
andere Kurve nothwendig aud) durd D geben, und die beiden 
Kurven aljo 4 Punkte gemein haben. 

59. b) Der zweite Sat lautet: Haben 2 Kurven II 3 und 
blog 3 Tagenten gemein, fo müſſen fie in der einen einen gemein- 
jomen Berithrungspuntt haben. 

Man wählt einen Puntt P, von bem aus nach den Eefen 
des umſchriebenen Dreiecks 3 verfchiedene Strahlen, und an die bei- 
den Kurven II 2 Paare Tangenten aa, bb, fich ziehen lafjen. In 
der Ynvolution aa,. bb, fann von den 3 nad) den 3 Dreiectsecten 
qebenden Strahlen blok 1 Paar zugeordnet fein, und dem 3ten PC 
entjpricht nothwendig ein Strahl e, von P, der durch Fein Deieckseck 
geht und diejer Strahl c, fdhmeidet nun die Gegenjeite AB des 
umjchriebenen Dreieds in einem Punfte D, der beiden Kurven 
gemeinfam ijt, d. b. in dem fie fic) berühren. Denn würde fid 
von D aus nod eine 4te Tangente an die eine der beiden Kurven 
fegen lajien, jo würde diefelbe nad) 58. auch eine Tangente der 
andern Kurve jein miiffen, d. b. fie hätten gegen die Vorausfegung 
4 gemeinfchaftliche Tangenten. 


$. 4. Projektivijdle Beziehung der Clementargebilde. 


60. Aus der Entftehungsweije der Elementargebilbe geht 
hervor, daß die Anzahl ihrer Clemente für alle genau gleich ift. 
Hierdurd ijt nun die Möglichkeit geboten, auch die Elemente der 
verjchiedenen Elementargebilde in ähnlicher Weife, wie es bisher 
mit den Grundgebilden I. Ordnung gejchehen ift, auf einander zu 
beziehen. Wir nennen zu diefem Zwecke die Elemente eines Ele— 
mentargebildes perjpeftivijd auf die eines Glementargebilves I. Orbd- 
nung bezogen oder kurzweg bas eine perfpeftivifd zum andern, wenn 
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das erftere durch das letztere auf die in Nr. 43 angegebene Weiſe 
entſtanden gedacht werden kann, und dabei jedes Element des einen 
auf das durch ihn gehende Element des andern bezogen iſt. Dem 
Träger P des Elementargebildes J entſpricht das Element PP des 
Elementargebildes II, oder umgekehrt dem Element PP des Ele— 
mentargebildes J entſpricht das Element P des Elementargebildes II. 

Ein Strahlenbüſchel I P ijt daher perſpekt. zu einem Punkt: 
gebilde IT, wenn 1) P ein Punftelement der Kurve ift, und wenn 
2) jedem Punfte D der letzteren der durch ihn gehende Strahl PD 
bes erjteren entjpridt. Dem Strahl PP des Büjchels entipridt der 
Punkt P der Kurve. 

Ein gerades Gebilde p ift daher perfpeftivifd einem Strab- 
tenbüfchel IL, wenn 1) der Träger p ein Strahlenelement des Büfchels 
ift, und wenn 2) jeder Strahl d des Büſchels auf den Punkt des 
geraden Gebildes bezogen wird, durd) den er geht, dem Punkte pp 
des geraden Gebildes entjpridht der Strahl p. 

Ein Ebenenbüfchel ift zu einem Strahlenfegel II perſpektiviſch, 
wenn 1) die Are p des Büſchels ein Strahlenelement des Kegels 
ift, und 2) jedem Strahl d des leßteren die durch ihn gehende Ebene 
des Büfchels entipricht, bem Strahl p bes Kegel entjpricht die 
Ebene pp des Büſchels. 

Ein Strahlenbüfchel I und ein Ebenenbüfchel IL find per: 
fpeftivifch, wenn 1) der Träger des erfteren ein Element bes leb- 
teren, und 2) auf jeden Strahl des letzteren die durch ihn gehende 
Ebene des erfteren bezogen wird. Ein gerades Gebilde p ijt per- 
fpeftivifd einer Regelſchaar, wenn 1) p ein Leitftrahl derfelben, und 
2) auf jeden Punft des erfteren der durd) ihn gehende Strahl der 
legteren bezogen ift. 

Ein Ebenenbüfchel p ift perfpeftivijd einer Regelfdaar, wenn 
1) p ein Leitſtrahl derjelben, und 2) auf jeden Strahl derjelben 
die durdy ihn gehende Ebene des Büſchels bezogen ift. 

61. Da alle Elementargebilde I, welche demfelben Elemen- 
targebilbe II perjpeftivijd find, unter einander projeftivijd find, fo 
fann man nun einen Schritt weiter thun, und die Elemente eines 
Elemenjargebildes IT projektiviih auf die eines Elementargebildes 
I bezogen nennen, wenn ein zu dem erfteren perjpeftivifdes Ele— 
mentargebilde I gu dem legteren projeftivijd ijt, und ebenfo fann 
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man die Elemente 2er Elementargebilde II projeftivifh auf einan- 
der bezogen nennen, wenn 2 zu ihnen perjpektiviiche Grundgebilde I 
unter fic) projeftivijd find; haben hiebei die beiden Elementarge- 
bilde II nod) eine foldhe gegenfeitige Lage, daß jedes Element des 
einen duch das entſprechende Element des ihm projeftivijden geht, 
fo nennen wir aud) fie perjpeftivijd) projeftivijd) oder kurzweg per- 
ſpeltiviſch. 

Hiemit ijt die projekt. Beziehung der Elementargebilde II gang 
auf die projet. Beziehung der Clementargebilde I zurückgeführt, 
und eS gehen daher aud) die Haupteigenfchaften ber projekt. Begie- 
bung, jowie die dafelbjt eingeführten Bezeichnungen auf die projeft. 
Beziehung der Elementargebilde II über. Es wird daher ohne wei- 
teres veritändlich fein, was wir unter einen Wurf, was unter einem 
ordentlihen, was unter einem harmonifden Wurfe eines Elemen- 
targebildes IL, was unter entjprechend gemeinjamen Elementen er 
Elementargebilde IL desfelben Trägers, was unter einem involut. 
Elementargebilde IL verjtehen. Alle dieje Bezeichnungen gelten nim- 
lid) vom CElementargebilde II, wenn fie von 1 und aljo von allen 
zu ihm perjpeft. Elementargebilde II gelten. Es leuchtet eben jo 
von ſelbſt ein, daß folgende Gage auch für Clementargebilde II 
gelten: bie projekt. Beziehung ijt durch 3 Paar entſprechender Cle 
mente vollfommen firirt; 2 Elementargebilde II die einem 3ten pro- 
jeft. find, find es aud) unter fich; jedem Sinn entſpricht ein Sinn, 
jedem orbentlihen und jedem harmonischen Wurfe wieder ein folder, 
Der Wurf ABCD ijt jtets projeft. den Würfen BADC CDAB 
DCBA; entfpredjen 2 Elemente einander abwechjelnd, fo ijt diejes 
mit je 2 der Gall, d. h. das Elementargebilde II ijt involutorifd ; 
2 Elementargebilde II desfelben Trägers haben entweder 0 oder 1 
oder 2 oder alle ihre Elemente entjprechend gemein. 

62. Sit der Träger eines Elementargebildes I zugleih ein 
Element eines Elementargebiloes II, und find beide projekt, auf 
einander bezogen, fo find fie zugleich perfpeft., wenn 3 Elemente 
bes einen durd) die entjprechenden Elemente des andern gehen. 

Es genügt, den Beweis für ein Paar folder Clementarge- 
bilde geführt zu haben. Sit alfo 3. B. das Centrum M eines 
Strahlenbüfchels I ein Element einer Kurve II K, und entſprechen 
ben 3 Strahlen MA MB MC des erjteren, die in ihnen liegenden 
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Punkte ABC der letzteren, fo nehme man an, es entſpreche dem 
Punkte D von K ber nicht durd ihn gehende Strahl MD, von M, 
jo müßte M[ABCD] = M[ABCD,] fein, was nicht möglich ift. 

Rufag. Derfelbe Sat gilt natürlich auch für einen Ebenen: 
büfchel Lund eine Kurve IL, wenn die Are des erften durch 1 Puntt 
ver legtern geht, eben fo für einen Strahlenbüjchel I und eine Re 
gelichaar oder Regelfläche, wenn bas Centrum des erjten in den 
fraglichen Flächen liegt 2c. 2. 

63a. Ein Elementargebilde I und II können nicht perfpeft. 
fein, wenn nicht hinfichtlich der gegenfeitigen Lage ihrer Trager die 
fo eben in 62. angeführte Bedingung erfüllt ijt, nämlich, daß der 
Träger der Elementargebilte I ein Element des Elementarg. II if, 

Es fet 1) der Mittelpunkt M eines GStrahlenbüfchels nicht 
ein Punktelement einer ihm projekt. Kurve IK, und es gehen von 
ven Strahlen desfelben 3 MA MB MC durch die ihnen entjpre 
chenden Punkte ABC von K, fo muß wenigjtens 1 diefer 3 Strah- 
fen 3.8. MC, die K in noch einem Punkte s fchneiden, alsdann 
ijt s der Deittelpunft eines zu K perjpeft., und daher zu M projeft. 
Strahlenbüjchels, da aber dieje legten beiden den gemeinjchaftlichen 
Strahl M s entfprechend gemein haben, fo find fie perfpeft. und 
AB jtellt die Are der perſpekt. Beziehung dar. 

Außer MA und MB fann daher fein Strahl von M den 
entfprechenden Strabl von s in einem Punkte von K begegnen, 
und daher auch weiter fein Strahl von M durch den entfpredenden 
Punkt von K gehen. Zugleich erhellet aus dieſem Beweife, daB 
ein Strahlenbüfchel M, der zu einer Kurve II projekt. aber nicht 
perfpeft. ift, höchſtens 3 Strahlen enthalten fann, die durch bie 
ihnen entjpredyenden Punkte von K gehen. 

68 jei 2) m ein gerades Gebilde, das Fein Clement eines 
ihm projeft. Strahlenbüfchels IT K darjtellt; gehen nun 3 Strahlen 
abe von K durch die entjprechenden Punkte abe von m, fo geht 
wenigitens von einem Ddiefer 3 Punkte von c noch eine zweite Tanz 
gente san K, betrachtet man mun diefe ald Träger eines zu K 
perfpeft. geraden Gebilves, fo ijt dasjelbe zu m projeft. und zwar 
da iby gemeinjames Element ce ein entipredend gemeinfames Ele— 
ment davjtellt, perfpeftivifd), und der Schnittpunft ab ijt Centrum 
ihrer perjpeft, Beziehung. Außer a und b giebt e8 aber nun feinen 
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Punt in m, der mit feinem entfpredenden Punkten in s auf 1 
Tangente won K lige, und daher liegt aud) fein Punkt auger abe 
auf der ihm entjprechenden Tangente von K. Es leuchtet hieraus 
aud) ein, daß wenn m und K nicht perfpeft. aber projekt. finn, 
hichjtens 3 Punkte von m in den ihmen entjprechenden Strahlen 
ven K liegen. 

Nimmt man von ben Gebilden im den jo eben unter 1) m. 2) 
behandelten Fallen den Schein von einem außerhalb ber Ebene ge 
legenen Buntte, und zwar entweber von beiven zugleich oder nur 
von dem einen der beiden Elementargebilde, fo erhält man den Be 
weis unjers Sages für 6 weitere Falle hieraus unmittelbar, und 
zwar 3) für Ebenenbüjchel I und Regelfläche II, 4) für Strahlen 
büfchel IE und Regelfläche II, 5) für Ebenenbüjchel I und Kurve II, 
6) für Strablenbüfchel I und Ebenenbüjchel U, 7) für gerabes 
Gebilde und Ebenenbüjchel II, 8) für Strahlenbüfchel Jund Straf 
lenbüjchel II. Was endlich ein gerades Gebilde und eine Regeljchaar, 
jowie einen Ebenenbüjchel und eine Regeljchaar anlangt, jo find in 
diejem alle offenbar jchon, wenn 3 Elemente des einen Elementar⸗ 
gebildes in den entjprechenden Elementen des andern liegen, bie 
beiden perjpeftivifch, in jo ferne dadurd) von felbjt folgt, daß der 
Träger des Elementargebildes I ein Leitjtrahl der Regelſchaar ijt (62). 

Betrachtet man endlich einen Strahlenbüjchel I und eine Res 
gelichaar, jo reducirt fic) diejes offenbar auf den unter 1) betrad)- 
teten Fall, wenn man die Schnittlurve der Ebene bes Strahlen: 
büſchels mit der Regeljdaar in Betracht gezogen wird. 

63b. Es läßt ſich daher allgemein ber Sat ausfpreden: 
Sind ein Elementargebilde I und ein Clementargebilde II projet 
tivijd) und gehen mehr als 3 Elemente des einen durch 
bie entjprehenden Elemente bes andern, fo find fie 
perfpeftivijch, und der Träger des Elementargebildes I ijt daher 
ein Element des Clementargebiloes II (oder geht durd) ein jolches 
oder liegt in einem jolchen). 

64. Betradtet man die projekt, Beziehung eines Elementar: 
gebildes I und II, over 2 Clementargebilde II, welche ber Natur 
ihrer Elemente nad) nicht felbjt perjpeft., wohl aber zu einem und 
und demſelben Elementargebilde I perjpeft. fein Eönnen, jo giebt die 
Kr. 62 in Berbindung mit Nr.38 eine Gruppe von Gagen wie folgt: 


— 


Hat ein gerabes Gebilde und eine ihr projeft. Kurve II 2 
Punkte AB entfprechend gemein, jo erzeugen fie durch die Berbin- 
dungslinien entipredender Punkte einen zu beiden perjpelt. Strah- 
lenbüſchel I. 

Entjpricht nämlidy) dem Punkte C der Geraden der Punt C, 
der Kurve, und ijt s ber 2te Schnittpunft von CC, mit der Kurve, 
fo ijt offenbar der Strahlenbüjchel s zu beiden perſpektiviſch, diejes 
gilt offenbar auch dann nod, wenn s mit C zufammenfällt. 

2) Hat ein Strahlenbijdhel I und ein zu ihm projeftivifcher 
Strahlenbüfchel IL 2 Strahlen ab entjprechenb gemein, jo erzeugen 
fie durch die Schnittpunfte entſprechender Strahlen ein zu beiden 
perfpeft. gerades Gebilde. 

Entipridt nämlid dem Strable c des GStrahlenbüfchels I 
der Strahl c, des Strahlenbüjchel® II, und ijt s ber 2te durd den 
Schnittpunft ce, gehende Strahl des Strahlenbüfchels II, fo ftellt 
derjelbe ein gerades Gebilde dar, das zu beiden Strahlenbüfcheln 
zugleich perjpett. ijt. Dasſelbe gilt offenbar auch, wenn der ses 
s mit bem Strahle ce, jelbjt zujammen fällt. 

Nimmt man wieder von den Gebilben in 1) und 2) den 
Schein aus einem Punkte, und zwar wie in 63. entweder von 
beiden zugleich, oder nur von dem einen berjelben, jo erhält man 
dem entjprechend nod) 6 hieher gehörige Sake, welche felbjtverjtänd- 
lid) ebenjo direft jich bemeifen laſſen wie 1) und 2) jelbjt, und deren 
Zufammenjtellung wir dem Lefer ——— da es mit der Aus⸗ 
führung in 63. genügt. 

65. 

4 — — — 


Sit ein gerades Gebilde und eine Regelſchaar R ber Art 
projeftivifd, daß 2 Punkte des erjtern in den entſprechenden Straß: 
len der letzteren liegen, jo erzeugen fie durch die entjprechenden 
Elemente einen Ebenenbüfchel IL. Cntfpridt nämlich dem Punkte 
C der Strahl c, fo jchneidet die Ebene cC die Reaelflähe R in 
einem Leitjtrahl der Regelſchaar R, der Are eines zu beiden perfpeft. 
Ebenenbüjchels I ijt, 

Sit endlich ein Ebenenbüfchel I und eine Regelflade R der 
Art projeftivijdh, daß 2 Strahlen der legtern in ben entſprechenden 
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Ebenen des erſten liegen, fo erzeugen fie ein zu beiden perſpelt. gee 
traded Gebilde, denn entſpricht der Ebene C der Strahl c, jo geht 
duch den Schnittpunkt Ce ein Leitjtrahl der Regelfdaar, der Trae 
ger eines zu beiden Elementargebilden perfpeft. geraden Gebildes 
it. Für diefe beiden leiten Falle ergiebt fid) der Beweis unmittel- 
bar aus 62, 

65. Wählt man dagegen 2 projekt. Elementargebilde II, die 
ju einem Elementargebilvde I perjpeft. fein können, jo erhält man 
wieder nad) Nr. 62 eine Gruppe von Sägen, wie folgt: *) 

1) Haben 2 projekt. Kurven II 3 Punfte ABC entfpredend 
gemein, joljind fie zu einem und demjelben Strahlenbüjchel I perjpeft. 

Denn nad Nr. 59 haben die beiven Kurven II immer nod 
einen ten Punkt S gemein, der dem einen C unendlich nahe rüden 
fann, in welchem Falle die Tangente CC eine gemeinfchaftliche Tanz 
gente ijt; beide Kurven Il find daher bem Strahlenbüfchel ISCABC..) 
nah Rr. 62 peripeft., d. h. ihre projekt. Beziehung ijt jo, daß je 
2 entiprechende Puntte in demfelben Strahle des Büſchels S Liegen, 
was auch gilt, wenn SC eine gemeinjchaftliche Tangente darjtellt, 

2) Haben 2 projekt. Strahlenbüjchel II 3 Strahlen abe ent» 
fpredjend gemein, jo jind fie zu einem und demjelben geraden Gee 
bilde perjpeftivifd). 

Denn nad) Nr. 59b. haben die beiden Kurven II nod eine 
dte gemeinjchaftlihe Tangente s, die der einen c unendlich nahe 
tiden kann, in weldem Falle der Punkt ce ein gemeinjdajt- 
lider Bunkt beider Kurven wird. Sn beiden Fallen find aber nad 
62. die beiden Kurven dem geraden Gebilde s(abc) perjpeft., d. h. 
ihre projekt. Beziehung ijt fo, daß je 2 entjprechende Strahlen fid 
in 1 Punkte von s fchneiden. 

66. Haben daher 2 projeftivijhe Kurven II (oder Strahlens 
büfhel TI oder Kegelflächen IL ac. 2c.) mehr als 3 Elemente ent 
Ipregend gemein, fo haben jie alle Elemente entjpredyend gemein, 
Denn wenn, um für diejen Fall allein den Nachweis zu liefern, 
die beiden Kurven II fi in den 4 Punkten ABCD jchneiden und 





*) Tiefe 3 Zeilen find duch ein Verfehen des Korreftors auf Seite 64 
ſahchlich ſtehen geblieben, und es wird daher ber Lejer gebeten, fie an jener 
Stelle zu ſtreichen. 

Matt, newere Geometric. 4 
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diefe 4 Elemente entjprechend gemein haben jollten, fo würden fie 
jedem ber 4 Strahlenbüjchel ABCD peripeft, fein, was widerſinnig. 
Es foll hier nod) darauf aufmerkſam gemacht werden, dag in dem 
oben erwähnten Falle, wenn S ein von C verjchiedener 4ter ges 
meinfdaftlider Punft beider Kurven II war, dem Punkt S als 
Punkt der einen Kurve, der von S verjchiedene Punkt der anderen 
Kurve entfpridt, ber auf der Tangente SS der erften Kurve liegt. 

Aud hier Tann ganz wie in den beiden 63. und 64. er⸗ 
wähnten Fällen von einem Punfte aus der Schein der in 1) und 
2) erwähnten Gebilde genommen werden, und hier wie dort erhält 
man hieraus dann wieder 4 neue bieher gehörige Gage, die bier als 
Ergänzung von 65 kurz aufgeführt werden follen. 

3) Gehen 3 Strahlen einer zu einer Kurve II projekt. Kegel- 
fläche durch die ihnen entjprechenden Punkte, jo erzeugen diefe bei: 
den Elementargebilde IL durch die Verbindungsebenen entjprechender 
Elemente einen zu beiden perfpeft. Ebenenbüfchel I. 

4) Haben 2 Eoncentrifche projekt. Kegelflächen II 3 Strahlen 
entiprechend gemein, fo erzeugen diefe beiden Elementargebilde II 
durch die Verbindungsebenen entſprechender Strahlenelemente einen 
zu beiden perjpeft. Ebenenbüjchel 1. 

5) Gehen 3 Ebenen eines zu einem Strahlenbüfchel IT projekt. 
Ebenenbüfchels IE durd) die ihnen entſprechenden Strahlen desfelben, 
fo erzeugen dieje beiden Elementargebilde IT durch die Schnittpunfte 
entipredender Elemente etm zu beiden perfpeft. gerades Gebilde. 

6) Haben 2 foncentrijde projeft. Ebenenbüfchel II 3 Elemente 
entjprechend gemein, jo erzeugen dieſe beiden Clementargebilde TI 
burd die Schnittlinien entjprechender Elemente einen zu beiden 
perjpeft. Strahlenbüjchel L. 

Bujak. Auch für diefe 4 hier angeführten Faille gilt nun 
offenbar der Nr. 66 entfpredende Sak, daß, wenn bie für je 3 
Elementenpaare dajelbjt aufgeftellte Vorausſetzung für mehr als 3 
entiprechende Elementenpaare zutrifft, diefe Elementargebilde alsdarın 
perjpelt. find. 

67. Seber Schnitt oder Schein eines Elementargebifdes IT, 
der wieder ein Glementargebilde II darjtellt, ijt eben diefem Ele— 
mentargebilde perfpeftivijd. 

Da in diefem Falle jedes Element des einen durd ein Ele 


— 67 — 


ment des andern geht, ſo iſt nur voch nachzuweiſen, daß wenn man 
jel der Art zuſammengehöriges Paar von. Elementen auf einander 
bezieht, alsdann die Beziehung wirklich eine nad) unfren Begriffen 
projeftioifche ijt. Diejer Beweis wird am beften dadurch geführt, 
bag man nachweilt, es gebe ein Elementargebilde I, das zu beiden 
Elementargebilden IL zugleich perjpektivifch ift, 

Es jdneide eine Ebene eine Kegelfläche II in einer Kurve IL, 
wählt man nun einen beliebigen Strahl ber Kegelfläche, fo bildet 
derjelbe die Are eines zu beiden Clementargebilden perfpeft. Ebes 
nenbüjchels J. 

E83 fdneide eine Ebene einen Ebenenbüjchel IL in einem Straße 
lenbüfchel II, wählt man nun einen Strahl des lebteren, fo ift 
berjelbe Träger eines zu beiden Elementargebilven perjpeft. geraden 
Gebildes. Es fchneide eine Ebene eine Regelfdaar in einer Kurve II, 
wählt man nun irgend einen Leitjtrahl der Regelfdaar, jo ftellt 
derjelbe die Are eines zu beiden Clementargebilden perjpeft. Ebe— 
nenbüjchels I dar. Es fei von einem Punkte aus als Schein einer 
Regelihaar (Nr. 56) ein Ebenenbüjchel entjtanden, wählt man nun 
irgend einen Qeitjtrahl der Regeljchaar, fo ftellt derjelbe den Trager 
eines geraden Gebildes dar, das zu beiden Elementargebilben pers 
fpeftivifch iſt. 

68. Vergleiht man die in 66. und in 65. erhaltenen Re 
fultate, jo folgt hieraus unmittelbar folgendes: 

1) und2) Gehen 3 Strahlen einer zu einer Kurve II projekt, 
Regelichaar oder Kegelfläche buch bie ihnen entſprechenden Puntte, 
jo erzeugen die. entipredenden Elemente einen zu beiden perfpeft. 
Ebenenbüfgel I. 

3) Gehen 3 Ebenen eines zu einem Strahlenbüjchel II pros 
jet. Ebenenbüfchels IL durch die ihnen entfpredenden Strahlen, fo 
erzeugen fie ein zu ihnen perjpeltivijdes gerades Gebilde. 

4) und 5) und 6) Gehen dagegen in ben fo eben erwähnten 
3 Fällen je 4 Elemente durd) die ihnen entfpredjenden, jo find beide 
Elementargebilde in allen 3 Fallen perjpettivifd. 

69. Vergleiht man das in Nr. 67 Entwidelte mit bem 
Sage 66., fo erhält man folgendes: 

Sit eine Kurve IL ein Schnitt einer Regeljchaar, und bezieht 
man beide Elementargebilde projeftivijd) fo auf einander, dak 3 
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Puntte der erjten in den ihnen entfprechenden Strahlen der lestern 
liegen, fo find fie perfpeftivijd und ferner: 

Sit ein Ebenenbüjchel II ein Schein einer Regelfdaar, und 
bezieht man beide Elementargebilde projekt. fo auf einander, daß 3 
Ebenen des erjtern durch bie ihnen entiprechenden Strahlen des 
letztern gehen, jo find beide perjpeftivifd. 

Hieran ſchließen fich unmittelbar 2 Gage, auf die wir alsbald 
nämlich am Schluffe ven 71 näher zurücdtommen werden. 

70. Wählt man ähnlich wie in 64. und 65. ein Elementar- 
gebilde I und ein Elementargebilde II, welche zu einem Clementar- 
gebilde II perfpeft. fein können, jo giebt die Nr. 62 in Verbindung 
mit 66 eine neue Gruppe von Sagen wie folgt: 

ft eine Gerade und eine Negelichaar projeftivifch, und jchnei- 
ben fid) 4 Ebenen, welche 4 entjprechende Glementenpaare verbin- 
den, in 1 Punft, (ohne ſich in 1 Geraden zu fchneiden, ein Fall, 
der jchon in 64. behandelt wurde), fo erzeugen die entiprechenden 
Elementenpaare einen zu beiden perjpeftivifchen Ebenenbüjchel IL 

1) Schneiden fic) nimlid) Aa Bb Ce Dd in einem Punfte M, 
ber nothwendig außerhalb der Regelflade Liegen muß, fo ift der 
Ebenenbüfchel IIM, welder als Schein der Regelichaar von M 
aus fid) ergiebt, nad) 66. zur Regelſchaar perfpeftivifch, und alfo 
zum geraden Gebilde projeftivijd, in fo ferne dieſes felbft zur Re— 
gelſchaar projekt. ijt; da aber von diefem Ebenenbüjchel M 4 Ebenen 

Aa Bb Ce Dd durd bie ihnen entiprechenden Punkte ABCD des 
geraden Gebilbes gehen, fo ijt derjelbe nad) Nr. 63b aud) zu diefem 
geraden Gebilde perjpeftivijd, d. h. mit andern Worten: jede Ebene 
diejes Ebenenbüjchel8 M verbindet einen Strahl der Negeljchaar mit 
dem ihm entjprechenden Punkte des geraden Gebildes. 

Bujak. C8 ijt daher nad 62. nothwendig, daß der Träger 
des geraden Gebildes in einer Ebene des Ebenenbüjchels IM liegt 
und aljo mit der Regelſchaar wenigftens 1 Punkt gemein hat. 

Diejer hier erwähnte Fall, daß 4 Ebenen in 1 Puntte fid 
ſchneiden, tritt dann immer ein, wenn der eine Schnittpunft A der 
Geraden und der Regeljchaar in dem ihm entfprechenden Strable a 
liegt, denn, da die 3 Ebenen Bb Ce Dd fics immer in 1 Puntte M 
ſchneiden, fo geht in diefem Falle die Ebene Ma als 4te durd) ihren 
entjprechenden Punkt A. 
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2) Iſt ein Ebenenbüfchel I und eine Regelſchaar der Art 
projeftivifch, daß die 4 Schniftpunfte von 4 Ebenen und ihrer ents 
fprehenden Strahlen in 1 Ebene liegen, fo erzeugen die Schnitt: 
punfte der entjprechenden Elementenpaare eine zu beiden Elementar: 
gebilden perfpeft. Kurve II. 

Die Ebene, in welder jene 4 Punkte liegen, fdneidet die 
Regelfdaar in einer ihr perjpektivifchen Kurve II (66.), die daher 
aud) zu dem Ebenenbüjchel I projektivifch ift, und ba 4 Ebenen 
diejes Ebenenbüfchels namlid ABCD durch die ihnen entfpreden- 
den Punfte Aa Bb Ce Dd der Kurve gehen, fo ift diefer Ebe 
nenbüfchel nad Nr. 63 zu diejer Kurve ebenfalls perfpeftivijd, d. 5. 
jede Ebene des Büjcheld fchneidet den ihr entjprechenden Strahl 
ber projeft. Regelfdaar in einem Punkte der fraglichen Kurve. Es 
ijt daher nad) 62. nothwenbdig, daß die Are des Ebenenbüfchels bie 
Kurve in 1 Punkt jchmeidet, und daß fie aljo aud) wenigjtens 1 
Punkt mit der Regelſchaar gemein hat. 

Rujag. Der hier erwähnte Fall tritt immer ein, wenn ein 
Ebenenbüjchel I zu einer Regelfdaar fo projettivifd ift, daß eine 
feiner Ebenen A durch den ihr entfprechenden Strahl a ber Negel- 
ſchaar geht, die 3 Ebenen BCD des Büfchels fchneiden die 3 ente 
iprehenden Strahlen bed der Regelichaar ftets in 3 Punkten einer 
Ebene, der 4te Punkt findet ji dann immer in ber Geraden a 
dazu, d. 5. es ijt der Schnittpunkt von a und der erwähnten Ebene 
Bb Ce Dd. 

3) Wenn ein Ebenenbüfchel I und eine Kegelfläche I fo 
projeft. find, daß 4 Ebenen ABCD des Büſchels die 4 entſprechen⸗ 
den Strahlen abed in 4 Punften einer Ebene fdjneiden, fo erzeugen 
die Schnittpunfte entiprechender Elemente eine zu beiden perjpel- 
tivijde Kurve II. 

Die Are des Ebenenbüfchels muß daher in diefem Falle nad 
62. nothwendig mit der Kegelfläche 1 Punkt gemein haben. 

Der Beweis ijt vollitändig dem in 2) entjprechend. 

Zufag. Der obige Fall tritt immer dann von felbit ein, 
wenn ein Ebenenbüfchel I zu einem Kegel der Art projeftivifd ift, 
dab 1 feiner Ebenen den ihm entjprechenden Strahl des Kegels in 
fid) enthält. 

4) Iſt ein Strahlenbüfchel II und ein deffen Träger ſchnei— 


dendes gerades Gebilbe fo projeftivifd), ba bie A Ebenen, welche 
4 Puntte ABCD des legteren mit den entfprechenden Strahlen abed 
des erfteren verbinden in 1 Punkte M fid) fchneiden, fo erzeugen 
fämmtliche Paare entipredender Elemente einen Ebenenbüfchel I M. 

Diefer Fall tritt dann immer von felbjt ein, wenn dem Schnitte 
punft A der Geraden und des Trägers des Strahlenbüjchels II 
ein durch ihn gehender Strahl a des Büfchels entjpricht, denn ift 
M ber Schnittpunkt von irgend 3 anderen Ebenen, die durd) bie 
Verbindung entiprechender Elemente entjtehen, nämlich von BbCcDd, 
fo liefert Ma immer die 4te Ebene von der verlangten Bejchaffen- 
heit dazu, 

5) Sft eine Gerade m und eine Kurve TK, die einen Punft A 
gemein haben, fo projeft., daß die Verbindungslinie von 4 Baar ents 
fpredjenden Puntten Bund b Cundc Dundd E unde 4Strah— 
len einer Regelſchaar bilden, fo find alle folde Verbindungslinien 
entjprechender Punkte Strahlen diefer Megelfdaar, denn die zu m 
perfpeft. Regelfdhaar Bb Cc Dd Ee ift zur Kurve K(BCDE) pro- 
jeftivifch, ſchneidet alfo die Ebene von K in einer zu ihr perfpeft. 
Kurve K,, die deßwegen zu K projekt. ijt, und ba dabei K und K, 
4 Punkte BCDE entfprechend gemein haben, jo müjjen fie nad 66. 
alle Punkte entfpredend gemein db. h. identifch fein. 

Zufaß 1. Der bier erwähnte Fall tritt dann immer von 
felbft ein, wenn der Punft A den K und m gemein haben, zus 
gleich ein entſprechend gemeinfames Element der projektivifchen Be— 
ziehung beider ijt, ba je 3 Verbindungslinien entjprechender Puntte 
eine Regelichaar beftimmen, deren durd A gehender Strahl zu dies 
fen 3 Strahlen ben 4ten liefert. 

Zufag 2. Der im Sake erwähnte Fall tritt auch bann 
immer von jelbjt ein, wenn bie projeft. Beziehung von K und m fo 
vollzogen ijt, daß 3 Verbindungslinien von 3 Paar entjprechenden 
Punkten, namlid Bb Ce Dd von einer Zen Geraden n fich ſchnei— 
ben laffen, welche mit der K aud) einen Punkt E gemein bat; 
denn offenbar fdjneidet in diefem Falle die Negelfläche, zu der die 
Strahlen BLU Ce Dd gehören, und alfo aud) diefe Regelfdaar 
felbft, bie Ebene ber K in einer zu ihr perfpeft. Kurve II, die mit 
ber K die 5 Punkte ABCDE gemein hat, und alfo mit ihr iden- 
tijd ijt. Hieraus folgt: 2 fic) nicht fchneidende Gerade und eine 
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Kurve II, welche jede derſelben in einem einzigen Punkt ſchneidet, 
beitimmen eine zu allen 3 perſpekt. Regelfdaar. 

6) Iſt ein Ebenenbüfchel Im und ein Ebenenbüfchel II M, 
bie eine Ebene gemein haben, jo projeftivifd, dag 4 Schnittlinien 
entiprehender Ebenen in einer Regeljchaar liegen, fo jtellen alle 
Schnittlinien entjprechender Ebenen Strahlen diefer Megelfdaar bar. 

Zujaß 1. Der hier erwähnte Fall tritt dann immer von 
jelbit ein, wenn die gemeinſame Ebene zugleich ein entjprechend ges 
meinfamed Element der projekt. Gebilde darjtellt. Der Beweis ift 
wie in 5). 

Zujab 2. Der im Sab erwähnte Fall tritt aud) dann im- 
mer von felbft ein, wenn die projekt. Beziehung der beiden Büfchel 
der Art ijt, bag 3 Schnittlinien Bb Ce Dd entjprechender Elemente 
fi von einer Geraden fchneiden lafjen, die in einer Ebene E ded 
Ebenenbüfchels II liegt; denn der Schein der Negelfläche und alfo 
aud der Regelihaar BL Cc Dd, von M aus genommen, bat mit 
den gegebenen Chenenbiifdel IL M außer den 3 Elementen BCD 
auch noch die Elemente A und E gemein, und ijt alfo mit ihm 
identiſch. Es folgt hieraus: 2 Gerade, die in 2 Ebenen eines Chee 
nenbüjchels IL Liegen, aber fich nicht ſchneiden, bejtimmen mit die- 
jem Ebenenbüjchel II eine Regeljdaar. 

71. Betrachtet man ferner 2 projekt. Glementargebilbe Il, 
die zu einem und demfelben Elementargebilde II perfpett. fein tone 
nen, fo ergiebt fid) nad) 66. wieder eine Gruppe von Gäben, 
wie folgt: 

2 projeft. Kurven II K und Ky, die in verfchiedenen Ebenen 
liegen, erzeugen eine zu beiden perſpekt. Kegelfläche II, oder eine zu 
beiden perjpeft. Regelflade, wenn die 4 Verbindungslinien von 4 
entſprechenden Punktenpaaren 4 Elemente einer Kegelfläche II ober 
einer Megelflade darjtellen. 

Diefer Fall tritt immer dann von jelbjt ein, wenn die beiden 
Kurven IL mit der Schnittlinie ihrer Träger benjelben Punkt A 
gemein haben, und diefer Schnittpunkt ein entjprechend gemeinfames 
Element beider barjtellt, denn entfpredyen den Punkten BCD von K, 
bie Puntte B,C,D, von Ky, fo ijt die Regel: ober Kegelfläche, der 
vie Elemente BB, CC, DD, angehören, und die zu K perjpelt,, 
aljo zu K, projekt. ijt, offenbar zu Ky, perjpettivijd, injoferne bie 
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burd ABC und D gehenden Elemente derjelben aud) für K, durch 
bie ihnen entfpredenden Punkte gehen. 

Auf die intereffante Frage, wenn eine Negelfläche, und wenn 
eine Kegelfläche unter gewifjen Umſtänden entjteht, werden wir 
fpäter wieder zurüdfommen und uns auf den hiefigen allgemeinen 
Tall zu "berufen haben. 

2 projekt. nicht foncentrifde Ebenenbüfchel IT erzeugen‘ eine 
zu beiden perjpeft. Regelfdhaar oder einen zu beiden perſpekt. Strah— 
lenbüjchel II, wenn 4 Schnittlinien entſprechender Elemente entſprechend 
4 Strahlen einer Regeljchaar, oder eines Strahlenbüfchels II bilden, 

Diefer Fall tritt immer dann von felbjt ein, wenn bie beiden 
Ebenenbüfchel ein Element entfprechend gemein haben. 

2 projekt. Regelfdhaaren erzeugen burd) die Schnittpunfte ent: 
fprechender Strahlen eine zu beiden perjpeft, Kurve IL, wenn 4 die- 
fer Schnittpunfte in 1 Ebene liegen. 

2 projeft. Regelfdaaren erzeugen durch die entjprechenden 
Strahlen einen zu beiden perfpeft. Ebenenbüſchel II, wenn 4 ber 
fraglichen Ebenen 4 Elemente eines folden darjtellen. 

Der Beweis für alle dieje legten Faille ftimmt wefentlich mit 
bem oben geführten überein, 

Auch auf diefe letzten Fälle werden. wir fpäter wieder gue 
rückkommen. a 

Sind ferner 2 Regelfdaaren K und K, berfelben Regelflade 
beliebig projeftivifd) auf einander bezogen, fo erzeugen die Schnitt 
puntte entipredender Strahlen ftets eine ihnen beiden perjpeft. 
Kurve I. 

Die Schnittpunfte aa, bb, cc, entjprechender Strahlen be 
ftimmen eine Ebene, die die beiden Regelfdaaren R und R, in je 
einer perfpeft. Kurve IT K und K, fchneidet. Da demnad die bei- 
ben Kurven K(abc...) und K, (a, bye, ...) projekt. fein müffen, 
in jo ferne fie gu den beiden projeft. Negelichaaren R(abe...) 
und R, (a; by cy...) peripeftivifch find, K und K, aber iventifch find, 
fo müjfen fie alle Punkte entfprechend gemein haben nad) Nr. 61, 
ba dieſes bei Sen der Fall ift. | 

2 projeft. Regelfdhaaren erzeugen durch die Ebenen, welche 
entfprechende Strahlen verbinden, einen Ebenenbüjchel II, denn der 
Schnittpunkt M der 3 Ebenen aa, bb, ce, ijt Mittelpunkt eines 
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Ebenenbüfchels II, der zu beiden Regelſchaaren perſpekt. iſt, und 
daher als Träger Zer in ihnen enthaltenen projeft. Ebenenbüfchel II 
ericheint, die aber nach 61. alle Elemente entfprecend gemein haben 
mijjen, da e8 bei den 3 erwähnten der Fall ijt. 

Zuſatz. Da diefe beiden Sage offenbar auch umgekehrt 
gelten, nämlich, daß die beiden in einer Negelfläche enthaltenen Re- 
gelidacren R und R, projektivifch find, wenn man 2 Strahlen 
entiprechend nennt, die in einem Punkt einer zu den Negeljchaaren 
peripeft. Kurven IT fich fchneiden, oder in einer Ebene einer zu 
den Regeljchaaren perfpeft. Ebenenbüfchel II Liegen, fo folgt hieraus 
im Zujammenhalt mit den beiden zuletzt angeführten Gagen fols 
gendes: Alle Punkte, in welden jih ſämmtliche Ebe- 
nen eines zu einer Regelfdhaar perfpeft. Ebenenbüs - 
ihel8 der Negelflähe anjhmiegen, liegen in einer 
Kurve IL, und umgekehrt. 

72. Sn 63. und 68. wurbe unterfucht, wenn bie projekt, 
Beziehung in die perſpekt. übergeht, zuerjt für ein Elementargebilde 
Iund ein Elementargebilde II und dann für 2 Elementargebilde II, 
bon denen bas eine al8 Schnitt oder Schein des andern 
eriheinen kann. Es bleibt nun der Fall nod übrig, wenn 2 
projeft. Elementargebilde II perfpeft. werden, welche nidt in 
dem jo eben angegebenen Berhältnig zu einander ftehen, 
und zwar kommen hier in Betracht ein Punttgebilde II mit 1) einem 
Strahlenbüfchel IL und 2) Ebenerbüfchel II, ferner ein Strah- 
Inbüjchel IZ, 1) mit einem Punktgebilde TI, 2) mit einem 
Strahlenfegel II, 3) mit einer Regelfdaar, und endlich eine Kegel: 
fläche IL, 1) mit einem Strahlenbüfchel I; 2) mit einem Ebenen: 
büjchel IT. 

In diefer Beziehung gilt nun nachfolgender Sak: Sind 2 
Elementargebilde II, deren Elemente die Möglichkeit ausfdliegen, 
dak das eine ein Schnitt oder Schein bes andern fein fann, der 
Art projektiviſch, daß 5 Elemente des einen burch die ihnen ent 
Iprehenden Elemente bes anderen gehen, jo find fie perjpeftivijd. 

E8 genügt offenbar, den Gag bewiejen zu haben für irgend 
1 Paar dieſer hieher gehörigen und hier oben näher bezeichneten 
Elementargebilde, in foferne man dadurd), dag man von ihnen bes 
liebig einen Schnitt oder einen Schein nimmt, zu einem beliebigen 
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anderen Paar gelangt. Am geeignetiten hiezu ift aber ein Puntt 
gebilde IT K und ein Ebenenbüſchel I M, in foferne man für biefe 
beiden eine Regelfdaar finden fann, welche unter der Vorausjehung, 
bag 5 Elemente des einen Elementargebildes in’ den entiprechenden 
Elementen des anderen liegen, zu beiden zugleich perjpekt. ift. 

Um eine Regelfdaar zu erhalten, die zum Punttgebilbe IK 
perjpeft. ift, braucht man nad) 70. nur eine Gerade m zu wählen, 
welche die Kurve in 1 Punkte fchneidet, und diefe fo projektiviich auf 
bie Kurve zu beziehen, daß der gemeinfame Punkt a ein entiprechend 
gemeinfames Element darftellt. Soll nun aber dieſe Regelfdaar gue 
gleich zu dem Ebenenbüfchel II M peripeftivifch fein, fo müffen nad 
Nr. 63 4 Strahlen derfelben in den entfpredjenden Ebenen bes 
Ebenenbüfchels Liegen, was gleich bedeutend damit ijt, bak A Puntte 
ber Kurve in den ihnen entfpredenden Ebenen liegen müjfen. 

Da m Leitjtrahl diefer Regelſchaar ijt, jo muß alfo M aud 
zu m perfpeft. fein, und alfo entjpridht dem Punkte a der Kurve 
ebenfalls eine durch ihn gehende Ebene A von M, woraus alfo 
folgt, daß auf. eine perjpeft. Beziehung zwifchen Kurve II und 
Ebenenbüfchel II erit dann mit Nothwendigkeit gejchloffen werden 
kann, wenn von 5 Punkten nachgewieſen, bap fie in ihren entfpres 
chenden Ebenen liegen. Da m perfpeft. zu M fein fol, fo muß 
fie in einer Ebene des Büſchels M liegen. Dabei ift felbftverftand- 
lid), daß wenn durch die Gerade Ma 2 Ebenen des Ebenenbüfchels 
M gehen, alsdann m in derjenigen von beiden liegen muß, welche 
dem Punkte a nicht entfpricht, in fo ferne ja bei einem zu einem 
Ebenenbüfchel II perfpeft. geraden Gebilde einem Punkte, durch den 2 
Ebenen des Büfchels gehen, gerade nicht die Ebene entipridt, in 
ber ber Träger bes geraden Gebildes liegt. 

73a. Nad Nr. 71. Buf. bejtimmt der Ebenenbüfchel IT M 
und bie Negelfläche, in welder die zu ihm perjpelt. Regelichaar Liegt 
durch die Berührungspuntte der einzelnen Ebenen des Büjchels eine 
zur Regelfdaar perjpeft. Kurve II; diefe Kurve II nun, und bie 
in 72. in Betracht gezogene K haben entweder feinen oder zwei 
oder alle Punkte gemein; in jedem Punkte A, den beide Kurven II 
gemein haben, berührt die durch A gehende Ebene des Chenen- 
büſchels II M bie Kurve K in dem ihr entjpredyenden Punkte A. 
Durch; jeden andern Punkt Boon K, der nicht diefen beiden Kurven LI 
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gemein ift, geht eine biefem Punkt entfprediende Ebene von M, 
welde bie K nod in einem 2ten Punkte ſchneidet. 

Hieraus folgt unmittelbar folgendes: Bezieht man auf jeden 
Punkt einer Kurve IIK die zugehörige Tangente, fo ift das Puntt- 
gebilde IT K und der Strahlenbüfchel II K projektiviſch, d. 5. pers 
ſpeltiviſch; tritt dagegen bei einem Strahlenbüfchel II K, der einem 
Punttgebilde II K perfpeft. ift, der fo eben erwähnte Fall nicht 
ein, jo können die Kurven K und K, fic) höchſtens in 2 Punkten 
berühren. Wir überlaffen e8 dem Lefer, die entfpredenden Gage 
für Kegel II und Strahlenbüfchel II, fowie für Ebenenbüfchel II 
und Kurve II fi hier beizufügen. 

Hieran fliegt fih nun unmittelbar nachfolgende wichtige 
Betrachtung. 

Eine Ebene des zu K perfpeft. Ebenenbüjchels I M, wie 
wir fie oben betrachteten, hat im Allgemeinen mit K 2 Punfte B 
und Q gemein, von denen der eine B der durd) ihn gehenden Ebene 
B, entipricht, in eben biefer Ebene B, liegen 2 Strahlen bq berje 
nigen Regelflade, welcher bie obige in die Betrachtung hereinge- 
jogene zu K und M perjpeft. Regelfdaar angehört, und gwar ges 
hört ber eine b, der durch B geht, zu ber obigen Regelfdaar, ber 
andere q, ber durch Q geht, zu deren Leitſchaar. Nad 71. Zuſatz 
ftellen aber je 1 Paar der Art zufammengehöriger Strahlen b u. q 
entiprechende Strahlen 2er projekt. Regeljchaaren bar, und ba bie 
beiden Kurvengebilde K(B...) und K(Q...) zu diefen beiden Res 
gelihaaren perſpektiviſch, alfo unter fic) projeftivifch find, fo folgt 
bieraus der wichtige Sag: die Elemente eines zu einer Kurve II 
perfpeft. Ebenenbüjchels II oder Strahlenbüfchels IT fdjneiden die 
Kurve in entjprechenden Punkten er projeft. Kurven besjelben 
Trägers, 

Es gilt nun aber aud) umgekehrt der Sat: Betrachtet man 
eine Kurve II K als Träger 2er projeftivifcher Punktgebilde II 
K[ABC...] » K[A,B,C,...], fo erzeugen die Verbindungslinien 
entiprechenber Punfte AA, BB, CC,... eine zu beiven Punktge— 
bilven II perfpeft. Strahlenbüfchel II. 

Denn ijt F irgend eine Negelfläche deren beide Regelfdaaren 
Ru.R, zuK perfpeft. und unter ſich fo projekt. find, daß den 3 durch ABC 
gehenden Strahlen von R die3 durch A,B,C, gehenden Strahlen von Ry 
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entſprechen, fo erzeugen bie entſprechenden Strahlenpaare nad) Nr.71 
Zuſatz den Ebenenbüſchel II, welder die Ebene von K in dem 
Strahlenbüfchel II fchneidet, von dem im Gage die Rede. 

Soll daher ein Strahlenbüjchel perfpeft. auf eine Kurve II 
bezogen werben, fo fann man bloß zu 3 Strahlen, welche mit der 
Kurve wenigftens 1 Punkt gemein haben, und die fic) felbftver- 
ftändlich nicht in 1 Punkte fchneiden dürfen, die 3in ihnen liegenden 
Punkte der Kurve II entjprechend annehmen. 

Dem Lefer bleibt es überlaffen, fich die entjprechenden Sage 
für Regel II und Strahlenbüjchel II, ſowie für Ebenenbüjchel I 
und Kurve IT hinzuzufügen. 

73b. Der Ehenenbifdel M und aljo aud) der ihm perfpett. 
Strablenbüfchel IT AA, BB, CC, .... war, wie wir faben, perſpek— 
tivifch dem Punktgebilde II ABC..., da aber nad 73.a ABC... 
rs A,BC,..., fo ift auch der Ebenenbüfchel II und der Strahlen: 
buͤſchel IT AA, BB, CC, ... m A,B,C,... und aljo, dajeein Strahl 
3. B. D,D durch den ihm entfpredenden Punkt geht, auch perjpel: 
tivifd. Dies giebt nun folgenden Sag. Iſt ein Strahlenbüfchel I 
abe... perfpeftivijd einem Punktgebilde II K(ABC...), fo üt er 
auch perfpeftivifd zu demjenigen Punktgebilde II, das man erhält, 
wenn man auf jeden Strahl a den Punt von K bezieht, der ihm 
außer A mit der Kurve K gemein ift. Offenbar fann man diefen Gab 
aud in ber Weife ausdriiden, daß man hervorhebt, welde Strah- 
Ten bei beiden Arten der perjpeft. Beziehung einem und demjelben 
Punkte von K entjpredyen, wodurd) der Sat diefe Faſſung erbält: 
Sit ein Punftgebilde II K(ABC...) zu einem GStrahlenbüfchel II 
abe perjpeftivifd, fo ift basfelbe aud) zu dem GStrahlenbüjchel II 
perfpeft., ben man erhält, wenn man auf jeden Punft D von K, 
welchem bei der erjten Art der perjpeft. Beziehung der Strahl d 
entjpricht, denjenigen Strahl dy des Strahlenbüjchels bezieht, der . 
auger d nod) durdy D geht. 

Hieraus folgt aber unmittelbar folgendes: 

St ein Punktgebilde II perjpeft. zu einem Etrahlenbüfchel II, 
und bezieht man auf jeden Strahl d des Büſchels denjenigen dy, 
der mit ihm buch denjelben Punkt D des Punktgebildes II geht, 
fo find die beiden fo entjtehenden Strahlenbüfchel II desjelben Trä- 
gers projeft., infoferne fie beide zu dem Punftgebilde perſpekt. find. 
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Wil man daher ein Punttgebilbe II fich verjchaffen, das per- 
ſpeltiviſch zu einem Strahlenbüjchel IL ijt, fo fann man bloß 3 
Punkte ABC, die in 3 Strahlen abe (oder a,b,c,) aber nicht 
in einer Geraben liegen, beliebig annehmen, in jo ferne die beiden 
projeftivifhen Strahlenbüjchel abe mw a,b,c, desjelben Trägers die 
verlangte perjpeft. Kurve II erzeugen. 

74. Auch aus Nr. 72 ergeben fich eine Gruppe von Sätzen, 
indem man 2 projeftivijde Elementargebilde II betrachtet, welche 
beide zu einem anderen Elementargebilde I “eben nad) 72. perjpeft. 
fein können. 

1) Sind eine Kurve II und eine Regelichaar projeftivifch, und 
ſchneiden ſich 5 Ebenen, welde durch 5 Paare entjprechender Ele: 
mente geben, in 1 Punkte M, fo ijt M die Spike eines Ebenen- 
tüjchelö IL, der zu beiden Elementargebilden perjpett. ift, vorauss 
gelegt, dak nicht alle 5 in 1 Geraden fich jchneiden, ein Fall der in 
Nr. 68 ſchon betrachtet wurde. Der zur Regelſchaar perjpeft. Ebenen- 
büjchel II M, ijt nämlich eben deßwegen aud) zur Kurve II projekt. 
und da 5 Elemente desjelben durch die ihnen entjprechenden Ele 
mente gehen, jo folgt aus 72., daß derfelbe aud) zur Kurve I 
perjpeft. ijt. 

Zuſatz. Der hier erwähnte Fall tritt dann immer von felbft 
ein, wenn 2 und bloß 2 Punkte der Kurve II in den ihnen entſpre⸗ 
denden Strahlen liegen, denn jeder Schnittpunft von 3 dur 3 
Paare entſprechender Elemente bejtimmter Ebenen erfüllt dann von 
felbjt die obige Bedingung. 

Sit ein Ebenenbiijdel II und eine Regelſchaar projeft., und 
liegen 5 Schnittpunfte entjprechender Elementenpaare in 1 Ebene, 
jo erzeugen beide Elementargebilde eine zu beiden perjpeft. Kurve IL, 

Diejer Fall tritt immer dann von felbft ein, wenn 2 und nur 
2 Ebenen des Büſchels durch die entjprechenden Strahlen der Rez 
gelihaar gehen. 

Der Beweis faft wörtlich wie im vorigen Fall. 

Ein Punktgebiloe II und ein ihm projekt. Strahlenbüfchel II, 
die in 2 verfchiedenen Trägern liegen, erzeugen einen zu beiden 
peripeft. Ebenenbüfchel IL, wenn 5 Ebenen die durch 5 entjpres 
chende Elementenpaare bejtimmt find, in 1 und bloß in 1Punkte fid 
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ſchneiden. Diefer Fall tritt dann von felbjt ein, wenn 2 und bloß 
2 Strahlen durd) die ihnen entipredenden Punkte geben. 

3) Haben 2 projekt. Kurven K und K, Heiner Ebene 2 Puntte 
MN entipredjend gemein, fo erzeugen die Verbindungslinien ent- 
fpredjender Punkte einen Strahlenbüfchel I oder IL 

Denn fchneiden ji die 3 Verbindungslinien entfpredender 
Punkte AA, BB, CC, nit in 1 Puntte, fo ift der zu K perjpeft. 
Strahlenbüfchel II, welder nad) 73a. durch dieje jo eben erwähn- 
ten 3 Strahlen völlig* bejtimmt ift zu K projeftivifch, eben weil er 
zu K perjpeft. ift, und da auger den 3 Strahlen AA, BB, CC, 
auch nod) die beiden durch die entjprechend gemeinfamen Punkte MN 
gehenden Strahlen durch die ihnen entjprechenden Punkte gehen, fo 
ijt nad) Nr. 72 diefer Strahlenbüjchel II aud zu K, peripelt. 

Gehen aber die 3 Strahlen AA, BB, CC, durch 1 Punkt, 
fo müfjen alle Verbindungslinien entfpredender Punkte durch diejen 
Punft gehen, denn würde eine einzige berjelben DD, nicht durch 
biefen Punkt gehen, jo würde fie mit Zen der erwähnten 3 zujam- 
men 3 Gerade bilden, welche die im vorigen Fall behandelte Vor: 
ausjegung erfüllen, und es müßten alle Verbindungslinien einen 
Strahlenbüſchel IT bilden, was nicht möglich, da feine 3 Strahlen 
eines folden in 1 Punkte fid) fchneiden können, 

Zujat. Offenbar bildet ber in Nr. 73a. betradtete Sab 
bloß einen befonderen Fall des hier enthaltenen allgemeinen, in fo 
ferne dort die beiden Kurven K und K, in 1 Träger enthalten find. 
Es fann daher hier noch ergänzend beigefügt werden, daß wenn 
2 Kurven U besjelben Trägers projekt. find und 3 Verbindungs— 
linien entjprechender Punkte fic) in 1 Punkte S fchneiden, alsdann 
biejes mit allen der Fall ijt. Der fo entjtehende Strahlenbüjchel I 
ift aber, was wohl zu beachten, durchaus nicht zu diejen Kurven- 
gebilden perjpeftivifd d. b. nicht projektiviich. 

In diefem bejonderen Falle entjprechen aber offenbar je 2 
Punkte der Kurve, die auf demjelben Strahle des Strahlenbüfchels 
S liegen, einander in doppeltem Sinne d. h. die Kurve iſt Träger 
2er involut, liegender Punftgebilde IT. 

Umgekehrt folgt aber aus der Entwidlung der 73a. und b, 
indireft ohne weiteres, bag wenn ein Punftgebilde II involutorifd 
ijt, bie Berbindungslinien der entfpredenden Punkte nicht einen 
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Strahlenbüſchel I bilden Können, alfo einen Strabhlenbiifdel I 
bilden müflen. 

Liegt der Mittelpunkt S innerhalb der Kurve K, fo hat das 
involut, Bunktgebilde IT feine Ordtungselemente, liegt S außerhalb 
K, jo beftimmen bie beiben an K gehenden Tangenten durch ihre 
Berührungspunkte die beiden Ordnungspuntte. 

4) Haben 2 projeft. Strahlenbüjchel II aa, bb, ce, 2 und nur 
2 Elemente mn entjpredyend gemein, fo erzeugen die Schnittpunfte 
entiprechender Strahlen ein Punktgebilbe I oder IL. Liegen näm— 
fig die 3 Schnittpunfte aa, bb, cc, nicht in einer Geraden, fo ift 
die zu bem Strahlenbifdel abemn perfpeftivifche Kurve II, welche 
turd) die 3 Schnittpumfte aa, bb, cc, nad) 73b. vollfommen bes 
ftimmt ift, zu dem Strahlenbüfchel a,b,c, projeftivifd, eben weil 
fie zum Büſchel abc perjpeftivifd ift, und da 5 Punfte a, by cy 
mn in den ihnen entfpredenden Strahlen liegen, auch perfpet- 
hivifd zu ihnen. 

Liegen aber die 3 Schnittpunfte aa, bb, cc, in einer Gera 
bens, jo läßt fid) ganz wie in 4) indireft fchließen, baf dann jeder 
Schnittpunkt entfprechender Strahlen in diefer Geraden liegen muß. 

Zujag. Der Sak in 73b, ift offenbar nur ein bejonderer 
Fall des hier angeführten, infoferne dort die beiden Strahlenbüfchel 
U in einem Träger enthalten find, es fann daher hier ergänzend 
beigefügt werden, daß wenn 2 Strahlenbüfchel IL desjelben Trägers 
projet. find, und 3 entjprechende Strahlenpaare ſich in 3 Punkten 
einer Geraden s fchneiden, diejes mit allen der Fall ijt. 

Jn diefem bejonderen alle entfpreden offenbar je 2 Strahe 
len bie in 1 Punkte von s fic) ſchneiden einander abwedfelnd d. h. 
der Strahlenbüfchel IL ift involutorijd. Umgekehrt folgt aber aus 
der Entwiclung von 73a. und b. indireft ohne weiteres, daß wenn 
ein Strahlenbüfchel II involutorifch ijt, alsdann die Schnittpunfte 
entiprechender Strahlen nothwendig ein gerades Gebilde darjtellen 
müfjen, 

Hat s mit ber vom Strahlenbüfchel II umbüllten Kurve I K 
keinen Punkt gemein, fo hat der involut. Strahlenbüjchel feine 
Oronungselemente, hat aber s mit K 2 Punfte gemein, fo be 
ftimmen deren Tangenten die beiden Ordnungsſtrahlen. 

6) Sit ein Ebenenbüjchel II M und ein Strablenfegel HI B 
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projektiviſch, ſo erzeugen die Schnittpunkte entſprechender Elemente 
eine zu beiden perſpekt. Kurve II, wenn 5 derſelben in 1 Ebene lie— 
gen; Mund S dürfen jelbjtverjtändlich dabei nicht zufammenfallen. 

Der hier erwähnte Fall tritt dann immer ein, wenn 2 durch 
bie Gerade MS gehenden Ebenen PQ des Ebenenbüjchel® die ihnen 
entfprechenden Strahlen pq in fid) enthalten, injoferne die Ebene 
von irgend 3 andern Schnittpunften entiprechender Elemente ftets 
in den Schnittpunften mit p und q die übrigen 2 der im Sage 
erwähnten 5 Punkte in fic) enthält, 

6) Ein Punktgebilde II K und ein Strahlenbüfchel Is, deren 
Trager Ks nicht gujammen fallen, erzeugen einen ihnen beiden per: 
fpeft. Ebenenbüjchel II, wenn 5 Verbindungsebenen entjpredyender 
Elemente in 1 Punkte fic jchneiden. 

Diefer Fall tritt immer dann von felbjt ein, wenn 2 in der 
Schnittlinie Ks gelegene Punkte von K zugleih in den ihnen 
entjprechenden Strahlen von s liegen. 

7) 2 Eoncentrifche projekt. Strahlenfegel IL erzeugen durd) 
bie Verbindung entjprechender Clemente einen zu beiden peripeft. 
Ebenenbüjchel II oder einen zu ihnen nicht perjpeft. Ebenenbüfchel I 
wenn 5 oder rejp. 3 diejer jo entjtehenden Ebenen in einem Ebe— 
nenbüfchel II, oder rejp. in einem Ebenenbüjchel I liegen, deſſen 
Are fein gemeinjchaftlihes Element beider ijt. 

Diefer Fall tritt immer dann von jelbjt ein, wenn die beiden 
Kegelflächen II, 2 und nur 2 Elemente entjprechend gemein haben. 
(Der Fall, in weldem jie einen zu ihnen perfpeft. Ebenenbüjchel I 
bilden, wurde jchon oben beſprochen). 

8) 2 foncentrijche Ebenenbüfchel IL erzeugen durch die Schnitt- 
linien entjprechender Ebenen einen zu beiden perjpeft. Strahlen- 
fegel II, oder ein. zu ihnen nicht perjpeft.. Strahlenbüjchel I, wenn 
b ſolche Schnittlinien in einer Kegelfliche IL, oder in einem Strah- 
lenbüjchel I liegen, deffen Träger fein gemeinfames Element beider 
ift. Diefer Fall tritt immer dann von felbjt ein, wenn beide Büjchel 
2 und nur 2 Clemente entjprechend gemein haben. (Der Fall, in 
dem beide einen zu ihnen perjpeft Strahlenbüjchel I erzeugen, wurbe 
ſchon oben behandelt). 

7) und 8) ergeben fic) aus 3) und 4) dadurd, dag man von 
bem bortigen Gebilde Scheine nimmt, 
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75. Ehe wir in unfrer Entwidlung weiter gehen, foll hier 
al8 Anhang der projeft. Beziehung der Grundgebilde II an2 Bei— 
*fpielen auf eine Anwendung diejer Lehre hingewiefen werden, von 
ber im jpäteren Verlaufe häufiger Gebraud gemacht wird. Soll 
nämlich für irgend ein Elementargebilde I oder II ein die projekt. 
Beziehung im Allgemeinen betreffender Sat bewiejen, oder eine 
dahin gehörige Aufgabe gelöft werden, fo genügt e8 immer bie ent- 
iprehende Aufgabe für irgend ein beliebiges der 8 Grundgebilde I 
oder II gelöjt zu haben, und in den meijten Fallen eignet fid) von 
den 8 Grundgebilden gerade eines befonders, um den Beweis oder 
die Lojung redjt einfah und anjchaulich zu machen, wie folgende 
beiden Beijpiele darthun werden. 

75a. Aufgabe. Es ift eine Gerade p als Träger 2er pro: 
jett. geraden Gebilde pſabe. . J mw p[labıc,...] gegeben, man foll 
die entipredend gemeinfamen Elemente derjelben durch Conſtruk— 
tion finden. 

Man nehme in einer Ebene diefer Geraden p eine beliebige 
Kurve II, am einfadjten einen Kreis (Fig. 21), wähle einen Punkt 
feines Umfangs S als Centrum eines zu p(abe...) ebenfo wie zu 
p(ab,c,...) perfpeft. Strahlenbüfchels, fo jchneiden dieſe beiden 
projeft. Strahlenbüjchel S[abe..] = S[a,b;c,..] die Kurve II in 2 
unter jid) projekt. Bunftgebilden II; die entjprechend gemeinjamen 
Punkte diejer lesteren bejtimmen die entjprechend gemeinjamen Strah- 
len der beiden Strahlenbüfchel S, und diefe beiden wieder die ent- 
Iprehend gemeinjamen Punkte der in p enthaltenen projekt. geraden 
Gebilde. Unfere Aufgabe ijt daher darauf zurücgeführt, die ent- 
Iprehend gemeinfamen Punkte 2er projekt. Punktgebilde II abe.. 
mw adic... desjelben Trägers K zu ermitteln, was mit Hilfe des 
Lineals fehr einfach erreicht wird, wie folgte. Man wähle 2 be- 
liebige einander entjprechende Punkte von K, 3. B. aa, (ig. 22) 
und nehme nun von jedem diejer beiten Punkte den Schein des- 
jenigen Punktgebildes, für welches er nicht dem anderen Punfte 
entipriht, d. bh. von a aus den Schein von ajb;c,... und von a 
aus den Schein von abe..., jo erhält man 2 projekt. und, da aya 
ein entjprechend gemeinjames Element daritellt, 2 perjpett. Strahlen: 
bifdel I afa,bycy...] ze a, [abe...], die Are der perfpeft. Beziehung 
diejer beiden Büjchel bejtimmt nun, wie man fic) alsbald überzeugt, 

Baff, neuere Geometric, 6 
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‚die ‚entiprechend gemeinfamen Elemente der ‚beiden Punftgebilde II, 
fo bag dieſe O oder 1 oder 2 entfprechend gemeinjame Clemente 
‚enthalten, je nachdem dieſe perjpeft. Are mit der Kurve KO oder 
1 oder 2 Punkte gemein hat, 

75b. Lehrjag. In einem involut. Elementargebilbe I oder I, 
giebt es zu jedem Paare entipredender Clemente PP, jtets 2 andere 
Paare zugeordneter Clemente QQ, und RR, ‚von der. Beſchaffenheit, 
daß Falls Ordnungselemente vorhanden ſind, der Wurf PQQ,P,, 
ebenjo wie PRR,P,, Falls aber feine Ordnungselemente vorhanden 
find, der Wurf PQP,Q, und PRP,R, einem beliebigen ‚ordentlichen 
Wurf aßyd projeft. ijt. 
Wir betrachten hier nur den Fall näher, in welchem die In— 
volution ohne Ordnungselemente ijt, da der Beweis für dem andern 
Gall mit ganz unmejentlihen Aenderungen derjelbe bleibt. 
. Aud) hier wenden wir wieder die Lehre der projekt. Beziehung 
der Elementargebilde der Art an, dak wir den Beweis für den einen 
einfadjten Fall führen, in weldem das Elementargebilde ein Punkt: 
gebilde II ijt, f. Sig. 23. 
Wuaählt man in dem Punttgebilde zu den 2 GClementen PP, 
und dem beliebig angenommenen p ein 4tes Element pı fo, dag Pp 
Pip, 7 afyd, und find Q und Q, ein Paar entſprechende Elemente 
bes involut, PRunftgebildes II von der verlangten Eigenihaft, daR 
PQP;Q, nr aByd, jo erjieht man, Q und Q, müſſen die Bedingung 
erfüllen, daß PpP,p, TE PQP,Q, 4 P, Q, PQ d. h., daß PP, pQ, 
p,Q eine Snvolution bilden müjjen. Lajjen wir nun einen Punkt, 
ben wir mit q bezeichnen wollen, die ganze Strecfe PP, durchlaufen, 
fo durchläuft ſowohl in der Snvolution PP, .qp,.pq, der Punkt, 
ben wir mit q, bezeichnen wollen, als aud in der gegebenen Invo— 
lution PP, . AA, der dem q entipredjende Punkt, den wir mit qo be- 
zeichnen wollen, diejenige Strede PP,, welde pon der porigen ver 
Ichieden ijt der Art, daß diefe beiden Strecfen gerade zuſammen das 
ganze Punktgebilve II ausmachen *). Es beſteht aber hiebei der 


*) Es muß nimlid offenbar, damit den Bedingungen ber beiden in: 
volut. Beziehungen Geniige gejdieht, der Strahlenbüfchel play...) und ber 
Strahlenbüſchel p,(q...) peripeft. fein in Bezug auf PP, ald Are der perfpelt. 
Beziehung, während 949g ftets durch einen fejten Bunft von PP,, nämlich bush 
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Unterjchied, daß, während q, bon P nad) P, in dieſer Strecke ſich 
bemegt, gerade 4. von P, nah P, alfe in: etyegengefegtém Sinne 
dieſe Strecfe zurüclegt, hieraus folgt aber, daß auf diefer Strede 
en Punkt enthalten ijt, für welchen gq, und gq. zufammen fällt, was 
aber für diefe eine der beiden Streden PP, gilt, gilt natürlich aud) 
für die andere, jeder Punkt aber, in weldyem q, und qꝛ gujammen 
fallen, entfpricht als Q, oder R, mit dem zugehörigen q als Q oder 
R der in dem Sage angegebenen Bedingung. 

Da die beiden Punkte, welche als Q, der obigen Bedingung 
entipredjen, in den beiden Streden PP, liegen, jo ijt zu gleicher 
Zeit bewiefen, daß wenn wir jest, wie im Sag geſchehen, dieſe 
beiden Punkte wirflid) mit Q, und R, bezeichnen wollen, der Sinn 
bed Wurfes PQP,Q, dem Sinne des Wurfes PRP,R, gerade ent 
gegengejegt tft. | 

Will man ſich die Aufgabe ftellen, diefe beiden Punkte Q und 
R wirklich zu finden, fo führt folgende Betrachtung zu einer eins 
fahen Löjung derjelben: das Punftgebilde q, und q jind bei veränder- 
lidem q nicht nur projeft., fondern auch involutorijdy, wie jich alsbald 
ergiebt, wenn man das qeinmal mit P, das andere Dal mit P, gue 
fammen fallen (apt. Die Orbnungselemente diejer involutorischen 
Beziehung ftellen aber die verlangten beiden Punfte dar; bei der 
wirklichen Auffindung diefer Punkte benugt man für die fraglidje ine 
beluterifche Beziehung, deren Ordnungselemente gejucht werden, dies 
jenigen zugeordneten Punftenpaare, von denen p und p, je ein 
Element darjtellt und man fann die Auflöfung fo kurz fajjen: zieht 
man von p und py nad) dem Gentrum der involut. Beziehung I 
von AA, . PP, je eine Gerade pr, und pır, wobei r, und r in 
ver Kurve Liegen follen (f. die Fig.) jo ſchneiden fid) pr und pır, 
in einem Punkte F von PP, von dem aus 2 Tangenten an K 
fih legen lafjen, deren Berührungspuntte die gefuchten Ordnungs⸗ 
elemente darſtellen. 





das Centrum S der involut. Beziehung PP,.AA, geben muß, woraus die 
obige Behauptung alsbald ſich als richtig ergiebt. 
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8.5. Projektiviſche Beziehung der Grundgebilde 
I]. und Ill. Ordnung, 


76. Sn Nr. 6 wurde im Allgemeinen die Methode der geo- 
metrijden Behandlungsweife der neueren Geometrie dharafterijirt, 
und es fragt fih nun nur nod, in welder Weife aud) für die 
Grundgebilde II. und III. Ordnung die Elemente einander zuge 
ordnet werden. ALS wejentlid) müſſen hier folgende 2 Punkte ber: 
vorgehoben werben für alle Grundgebilde, 1) daß einem jeden Ele 
mente nur ein einziges vollfommen bejtimmtes Element entjprede, 
und 2) daß, wenn in dem einen Grundgebilde G2 oder 3 Elemente 
ABC ein neues Clement M bejtimmen, alsdann in bem andern 
Grundgebilde G, dem M dasjenige Element M, entfpredje, mel: 
es durch die 2 oder 3 entiprechenden Elemente A,B,C, bejtimmt 
ijt. Sehen wir nun, ob und auf weldhe Weife diejes bei den ein 
zelnen Grundgebilden erreicht werde, und welche weitere Folgen jih 
daraus ergeben. 

Es ijt, um vorläufig bei bem ebenen Gewebe ftehen zu blei— 
ben, vor Allem zu beachten, ob den Punftelementen des einen ebe- 
nen Gewebes wieder Punftelemente des anderen, oder ob ihnen 
Strahlenelemente zugeordnet werden ſollen. Ein Punftelement einer 
Ebene bejtimmt man am einfachjten als Schnittpunft 2er Strahlen 
von 2 Strahlenbijdheln, ein Strahlenelement bejtimmt man am 
einfachjten als Verbindungslinie 2er Punkte von 2 geraden Gebil- 
den. Wählt man daher im 2ten der eben erwähnten Fälle in dem 
einen ebenen Gewebe E 2 Strahlenbüjchel P und Q und in dem 
andern ebenen Gewebe E, 2 gerade Gebilde p und q bezieht das 
gerade Gebilde p projeftivifd) auf den Büchel P und das gerade 
Gebilde q projeftivijd auf den Büſchel Q, und nennt einen Punkt 
M von E und einen Strahl m von E, entiprechend, wenn PM und 
QM den Punften pm qm entipreden, jo hat man die Beziehung: 
weije der neueren Geometrie, wenn nod) der wichtige Punkt nicht 
außer Acht gelaffen wird, daß wenn den Elementen MN von E 
die Elemente mn von E, entjpredhen dann immer auch dem Element 
(MN) von E das Element (mn) von E, entiprechen joll, woraus 
alsbald fid) ergiebt, daß nicht nur dem P das Element p dem Q 
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das Element q, ſondern aud) dem gemeinſamen Strahle PQ der 
Schnittpunft pq entſpricht. 

Wählt man im erſten ber oben genannten beiden Falle 2 
Strablenbüfhel PQ in E und 2 Strahlenbüfchel P,Q, in E,, be 
sieht P projeftivifch auf P, und Q projeftivifd auf Q,, fo jedoch, 
bak dem Strahle PQ der Strahl P,Q, entfpridt, und nennt M und 
M, entjprechende Punkte, wenn den beiden Strahlen PM und QM 
die beiden Strahlen P,M, und Q,M, entjprechen, fo hat man aud) 
in diejem Walle die Art, wie die neuere Geometrie die Zufammen- 
geborigfeit der Elemente firirt, wenn auch hier der Punkt im Auge 
behalten wird, daß wenn den Elementen MN in E die Elemente 
MN, in E, entjprechen, dann auc) dem Elemente (MN) in E das 
Element (M,N,) in E, entfpredjen foll. 

Die hier zuerjt behandelte Art der Beziehung nennt man 
teciprof, die gulegt erwähnte follinedr, fieht man dagegen von dem 
Unterjchied der Elemente ab, jo gebraucht man für beide Falle den 
Ausdruck projektiviſch. 

77. Hat man auf die ſo eben beſchriebene Weiſe das ebene 
Gewebe E reciprof auf das ebene Gewebe E, bezogen, fo ergiebt 
fih eben aus diefer Art der Beziehung hinfichtlih der allgemeinen 
Lagenverhältnifje entjprechender Elemente folgendes: 

Sedem geraden Gebilde m in E entipridt ein ihm projet: 
tinijder Strahlenbüjchel M in E,. Denft man ſich namlid in E 
die einzelnen Punkte m (abed...) des fraglichen geraden Gebildes, 
wie eben angegeben, durd) die Schnittpunfte der Strahlenbüfchel 
P(abed...) und Q(abed...) beftimmt, fo find diefe dadurch unter 
ih und dem geraden Gebilde m perfpektivifch projeftivifd nnd ihr 
gemeinjamer Strahl PQ ift ein entjprechend gemeinfames Clement, 
da nun aber die entfpredjenden Strahlen in E, durch die Verbin- 
dungslinien der beiden geraden Gebilde p und q beftimmt werben, 
wobei pv P und qrQ, fo ijt dadurd) unmittelbar aud) p 
und q unter ſich, und zu dem dadurd) entjtehenden Strablenbiijdel 
M(abed...) perjpettivifd) projettivifd, und daher ift auch m[abed...] 
m M[abed...]. 

Sedem Punt in E entfpridt ein Strahl in E,, dak diefes 
mit allen Punften, die nicht der Geraben PQ angehören in E, und 
dem entjprechend mit allen Strahlen, die nicht dem Biifdel pq 


on in E,, ber Fall ift, ergiebt, fid) unmittelbar aus 76., daß 
aber aud) jedem Punfte von PQ ein Strahl von pq angehört, 
ergiebt fid) daraus, dag jeder Geraden in E, welche die PQ in einem 
Punkte, m jchneidet ein Strahlenbüſchel M-entfpridjt, der mit dem 
Buͤſchel pq den Strahl m gemein hat, wobei nad) 76. mund m ent= 
ſprechende Elemente barftellen. 

Sedem Strablenbüfchel von E entfpridjt ein ihm projeftivi- 
ſches gerabes Gebilde in E,. Denn denkt man. ji. von einem 
Punfte M aus Gerade nach allen Punkten eines geraden Gebildes, 
fo entjprechen diejen die Schnittpunkte einer Geraden mit allen 
Strahlen eines jenem geraden Gebilde projeftivijden Büſchels. 

Hieraus folgt nun unmittelbar: Jedem vollitändigen n Et’ 
in dem einen ebenen Gewebe entipricht ein vollftandiges n Seit im | 
andern und zwar den Seiten des einen. die Eden des andern und 
umgefehrt, 

Jedem harmoniſchen Wurf von Punkten. im einen ein har— 
monifcher Wurf von Strahlen im andern, 

Serer Kurve II, als einem durd) 2 projeft. Strahlenbüfchel 
erzeugten Elementargebilde im einen, eine Kurve II, als ein durd 
2 projekt, gerade Gebilde erzeugtes Clementargebilde U im andern, 
und zwar entipredyen den Punftelementen der einen die Strablenele- 
mente der andern, einem der einen eingejchriebenen n Ed entjpricht 
ein, der andern umjchriebenes n Seit, 

78. Hieraus ergiebt fih das unter dem Namen „Geſetz 
der Reciprocitat” in die neuere Geometrie eingeführte wichtige 
Princip, das fich aljo ausdrüden läßt. 

"Seder Sag, welder fich bloß mit allgemeinen Lagenverhalt- 
niffen geometrifcher Gebilde bejhäftigt, führt alsbald durch eine 
Art bloger mechanifcher UWeberjegung zu einem ihm reciprof ver- 
wandten, indem man bloß folgende Begriffe und Ausprüde durchaus 
zu vertaufchen bat, um den einen aus dem anbern abzuleiten: 
Puntt und Gerade — n Punfte liegen in 1 Geraden und n Gerade 
ſchneiden ſich i in 1 Punfte — nEck und nSeit — Verbindungslinie 
Der Puntte und Schnittpunft Zer Geraden — Punftgebilde II und . 
Strahlenbüfchel II — Punkt einer Kurve TI und Tangente. einer 
Kurve IL — u. f. w, Die bisherige Entwidlung hat ſchon viele 
ſolche Beiſpiele reciprot verwandter Sage gebracht, weßwegen wir 
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bation Umgang nehmen‘, hier zur Erläuterung des Geſagten Bei 
fpielé anzuführen. 

Bon 2 jolhen reciprok verwandten Säben, werben von nut 
an ſtets nur 1 bewiejen werden, da aud) die Beweiſe jelbitderftänd- 
lid) veciprot verwandt find, und biefe dadurch ermöglichte Abkürzung 
ber Entwicklung war aud der Grand, weßwegen hier in Kürze 
und vothinfig die reciprofe Verwandtichaft vor der Eollineären bei 
ſprochen wurde, - wiewohl {pater erft die reciprofe Verwandtſchaft 
ber Grundgebilde IT als die verwiceltere ausführlicher in Betracht 
gezogen werden wird. 

79. In 2 follinedr projektiviſchen ebenen Geweben ' ent: 
fpridht jedem geraden Gebilde des einen ein ihm projektivifhes gerades 
Gebilde im andern; jedem Punkte int’ einen ein Punkt im andern; 
jedem Strahfenbüfchel im einen ein ihm projeftivifder im’ andern‘ 
jedem harmonischen Wurf im einen ein ihm gleichartiger int andern; - 
n Geraden die ſich in I Punkte ſchneiden, n Gerade die ſich ir dem 
enfipredjenven Punkt fchneiden; n Bunften die in’ 1 Geraden’ liegen, 
nRunfte die in der entſprechenden Geraden liegen; ‘einem vollſtän⸗ 
digen n Eck und n Seit wieder ein jolhes. Jeder Kurve II wieder 
eine Kurve II und gwar jedem Punkt und der durch ihn gehenden ‘ 
Tangente der einen wieder ein Punkt und die durd ihn gehende‘ 
Tangente der andern. | 

Da die Beweije diefer Sage vollfommen denen in 77. ‘ent: 
haltenen entiprechen, fo wurden hier der Kürze wegen bloß die Re— 
jultate zufammengejtellt. 

* 80. Wenden wir uns nun ebenfalls in vorläufiger Kürze zu“ 
det projeft. Beziehung Ler Strahlenbündel S und 8, Da der” 
Gang der Entwicklung bier vollfommen derjelbe ijt, wie bei den” 
ebenen Geweben, ja da man die Sige aus den bortigen unmittelbar” 
ableiten fann, wenn man von 2 projeftivifchen ebenen Geweben aus 
2 Punkten S und S, die Scheitte nimmt, fo wird es vollfommen 
genügen, hier nur kurz die Refultate mitzutheilen: Entſpricht von 
2 Strahlenbündeln jedem Strahle des einen eine Ebene ‘des andern, 
der Berbindungsebene er’ Strahlen die Schnittlinie der beiden ent⸗ 
Iprechenden Ebenen, 3 Strahlen, die im 1 Ebene Tiegen, 3 Ebenen, | 
bie einen Strahl gemein haben, fo nermt man biefe Art ber projet - 
Beziehung bie recipröfe, Entſpricht dagegen Strahl bem Strahl, 
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ber Ebene 2er Strahlen die Ebene der beiden entiprechenden Strah- 
len, 3 Strahlen die in 1 Ebene liegen, wieder 3 Strahlen die in 
1 Ebene liegen, fo nennt man dieje Art der projekt. Beziehung die 
follineäre. 

Die reciprofe Beziehung von S und S, ift vollitändig ges 
genjeitig, einem Strahl irgend eines der beiden Büjchel entjpricht 
eine Ebene bes andern; jedem Ebenenbüjchel des einen entipricht 
ein ihm projekt. Strahlenbüjchel des andern; jedem bharmonijden 
Wurf des einen entipricht ein harmonijder Wurf des andern mit 
dem Unterfchied, dak die 4 Clemente des einen Strahlen, die des 
andern Ebenen find; jedem Strahlenfegel IL des einen entſpricht 
ein Ebenenbüfchel II des andern. 

Sn 2 follinedren Strahlenbündeln entjpricht jedem Ebenen 
büfchel I des einen ein ihm projekt. Ebenenbüjchel I des andern; 
jedem Strahlenbüfchel des einen ein ihm projekt. Strahlenbüfchel 
des andern; jedem harmonischen Wurf des einen ein ihm gleichar— 
tiger im andern; jedem Strablenfegel II des einen wieder ein Strah— 
lenfegel II im andern; jedem Strahl a und der ihm zugehörigen 
Berührungsebene aa ein Strahl a,, und die ihm zugehörige Be- 
rührungsebene a,a,; jedem Ebenenbüjchel II wieder ein Ebenen- 
buͤſchel II. 

Zuſatz. Aus dem über reciprofe Beziehung Bemerkten ergiebt 
fih aud) für den Strablenbiindel das „Gejeß der Neciprocität”, 
nad) welchem aus jedem Sag über allgemeine Lagenverbhaltnijje der 
geometrischen Gebilde eines Strahlenbündels alsbald ein 2ter ihm 
reciprofer Sat fic) ohne Weiteres ableiten läßt, wenn nur die in 
bem Obigen genugjam angedeuteten Bertaufchungen rc. vorgenommen 
werden. Wud) von jolden 2 Sagen werden in der Folge nur einer 
entwicelt oder bewiejen werden. 

81. Endlich joll nun nod in Kürze die Art der Ruordnung 
der Elemente bei räumlichen Syitemen G und G, charakterifirt wer: 
ben. In Mr. 5 hat fich herausgeftellt, daß alle räumlichen Syjteme 
genau gleich viele Punkt: und Chenen-Clemente bejigen; man fann 
daher aud) hier wieder in Zerlei Weife die Zuordnung der Elemente 
vollziehen, indem man dem Punkte entweder die Ebene, oder bem 
Punkte wieder den Punkt entjprechen läßt, und es fragt fic) nun 
nur nod), auf welche Weiſe in beiden Fallen die Zuordnung der 


Clemente geſchehen miiffe, damit die beiden Anfangs der Nr. 76 
hervorgehobenen wejentliden Punkte wirklich erreicht werden. Nimmt 
man für den Ijten der erwähnten Fälle 3 gerade Gebilde abc, die 
nicht in 1 Ebene liegen, aber fic) in 1 Punkte jchneiden, fo ijt 
jede Ebene von G, die nicht durch den gemeinfamen Punkt der 3 
Geraden abe gebt, vollfommen bejtimmt durch die 3 Punkte, in 
welhen fie die 3 geraden Gebilde jchneidet; nimmt man nun in 
dem zweiten räumlichen Syiteme G, 3 Gerade a,b;c,, die fic) nicht 
in 1 Punkte fchneiden aber in 1 Ebene liegen, als Aren Ber Ebe- 
nenbüjchel an, fo ift jeder Punkt, der nicht in der Ebene a,b,c, 
liegt, vollfommen bejtimmt durch den Schnittpunkt der 3 Ebenen, 
die durch ihn gehen. Begieht man nun das gerade Gebilde a pro- 
jettivifch auf den Ebenenbüjchel a,, ebenjo b projeft. auf by und c 
projekt. auf er, jo ift jeder Ebene von G, die nicht im Strahlen- 
bündel abe enthalten ijt, ein einziger Punft von G,, der nicht in 
dem ebenen Gewebe a,b,c, enthalten, unzweideutig zugeordnet, wenn 
die 3 Schnittpunfte der erjten mit abe den 3 Ebenen von a,bıc; 
entiprechen, die im legteren fich jchneiden. 

Jedem Ebenenbüjchel in G entipricht ein ihm projekt. gerades 
Gebilde in G,. Durd das Syjtem der Ebenen bes Ebenenbüjchels 
werden nämlich die 3 gegaden Gebilde in a bund ce perjpektivifch 
auf einander bezogen, aljo werden aud) die 3 Ebenenbüfchel a, b, u.c; 
duch das Syſtem von Punkten, welches jenen Ebenen entipricht, 
peripeft. auf einander bezogen, was erkennen läßt, daß diefe Punkte 
ein zu allen 3 Ebenenbüjcheln perjpekt. gerades Gebilde darftellen; 
denn die beiden perfpeft. Büjchel a,b, und ebenjo die beiden perjpeft. 
Buͤſchel a, und c, erzeugen je einen zu ihnen perfpett. Strahlen: 
büjhel I, deren Träger in dem erwähnten geraden Gebilde fich 
ſchneiden. 

Jedem Strahlenbüſchel in G entipridt ein ihm projekt. Strah— 
lenbiifdyel in Gy.. Man fann fic) nämlich jeden Strahlenbüſchel in 
G entjtanden denken durch 2 perjpeft. Ebenenbüjchel, dieſen ent: 
fprehen aber 2 perjpeft. gerade Gebilde, wriche den entfprechenden 
Strahlenbüjchel erzeugen, der jenem projekt. ijt, infoferne die beiden 
geraden Gebilde, zu denen er perjpeft. ijt, den Ebenenbüfcheln pro- 
jetivifch find, durch die der erjte Büjchel entiteht. Jeder Geraden 
als Element entjpricht daher wieder eine Gerade. 
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Jedem Puntt in G entfpricht eine Ebene in G, Befrächtet- 
man nämlich 3 Ebenen von G, die fidy einem Punkte ſchneiden, fo 
müffen diefen 3 Punkte entfprechen, welche nicht in 1 Geraden‘ lie⸗ 
gen, (weil fonjt die Ebenenbüſchel a,b,c; und in Folge defjen ge 
gen die Borausfegung die 3 'geraden Gebilde abe perjpeft. auf eine’ 
ander bezogen wären), und daher die entfprechende Ebene beſtimmen. 

Es entipricht daher jedem Strahlenbündel vow G ein ihm’ 
projet. ebene: Gewebe von Gy und umgekehrt. 

Sever’ Kurve II eine’ Kegelflache II und umgekehrt, und dabei” 
jedem Punkte der Murve II eine Ebene der Megelfladhe und jeder 
Tangente der Kurve II ein Strahl der Kegelfläche. 

Neder Regelſchaar eine Regelfdaar. 

Daß diefes Alles auch nod gelte für das ebene Gewebe a, bye, 
und ben entiprechenden Strahlenbündel abe, gebt daraus hervor, - 
bay die Eberte a; bc; dem Puntt abe und jedem Strahlenbündel 
in G ein ihm Pprojekt. ebene Gewebe in G, und dem Schein eines 
ſolchen ebenen Gewebes von Punkt abe aus der Schnitt des‘ pro- 
jektivijchen Strahlenbündels mit a,bıc, entipricht. 

Hierausrergiebt ſich nun auch‘ für die räumlichen Syſteme 
ein Gefesider Reciproeität, wie wir es ſchon bei den Grunt: 
gebilden TE: Ordnung kennen gelernt haben, dahin Tautend: aus” 
jeden: Gage über allgemeine Lagenverhaltniffe geometriſcher Gebilde ' 
länt ſich unmutelbar, durch eine Art mechanijcher Ueberfepung ein 
ter Say bilden, wenn mart nur je ‘mit einander folgende Begriffe 
oder Ausſagen vertaufcht: Punkt und Ebene; gerades ‚Gebilde und 
Ehenenbüfhel; m Punkte liegen in ‚einer Geraden und n Ebenen 
ſchneiden ſich in 1 Geraden; Kurve IL und Kegelfläche II 2c. 2c. 

Port folchen 2 reciprok verwandten Süßen werben im jpäteren” 
Verlaufe je bloß der eine bewiejen oder näher ausgeführt werden.‘ 

Will! man jedoch die Elemente Ber räumlicher Syſteme fo gu- 
ortnen, da} Putt dem Punkt und Ebene der Ebene entipricht, ſo 
beziehe man 3 Ebenenbüſchel abe, deren Aren ſich in-3 verfdyiede- 
ner Punkten ſchneiden, auf 3 derjelben Bedingung unterworfene 
Ehenenbäfchel a, bye, projektivifh, und man erhält ganz auf diefelbe - 
Weite, wie in der letzten Entwidlung näher ausgeführt, folgende 
Rejultate: Feder Ebene entipricht eine Ebene; jedem Strahle ein 
Strahl; jedem Punkte’ ein’ Punkt; Jedem Grundgebilbe I und: II- 
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ein ihm projeft. gleichartiges; jebem Clementargebilde II ein ihm 
gleihartiges projekt. 2c. 2c. 

Auch hier nennt man die zuletst angeführte Art der Beziehung 
die folliuedre, die erftere die reciprofe, beide, abgefehen vom der 
Wahl der Elemente, die projeft. Beziehung räumlicher Syſteme. 

Nachdem fo im Allgemeinen die Natur der projet. Bezie— 
bung auch der Grundgebilde II. und IH. Ordnung gekennzeichnet 
it, wenden wir uns ganz entjprechend dem Gange, den wir bei der 
projeft. Beziehung der Grundgebilde I. Ordnung eingejchlagen 
haben, zur. näheren Betrachtung diefer Beziehung, und zwar zuerſt 
zur follineären Beziehung 2er ebenen Gewebe. 

82. Aufgabe. Es ſoll unterfucdht werden, welche Annahmen 
binfichtlich der entfprechenden Elemente nothwendig und ausreichend 
find, damit die follinedve Beziehung 2er ebenen Gewebe vollfommen 
und unzweideutig firirt tft. 

Ofienbar genügen alle Bedingungen, die gerade hinreiden, 
bag 2 Strahlenbüfchel von E durch fie vollftändig projeft. auf 2 
entiprehende Strahlenbüjchel in E, bezogen find, ohne dag durch 
fie noch außerdem willführliche Annahmen in Betreff entiprechender 
Elemente feitgejtellt werden. Hieraus geht hervor, da. verjchiebene 
Annahmen dem fraglichen Zweck entiprehen. Es follen nun bier 
die wejentlichiten in Kürze aufgeführt werden: 

a) Wenn zu 4 Bunften ABCD in E die entfprechenden 
Tunfte A,B,C,D, gegeben find, wobei jedoch weder von den einen 
Nod) von den andern diefer 4 Punkte 3 in 1 Geraden liegen bürfen. 
Denn man bat dann A[BCD...] = A,[B,C,D....] und B[ACD,...] 
mB, [A,C,D, ...]. 

Zuſatz. Es founte zweifelhaft erjcheinen, ob die Wahl ber 
Nittelpuntte derjenigen Strahlenbüfchel, durch welche nad 76. die 
fisirung der ‚projekt. Beziehung gefchieht, auf diefe Beziehung felbit 
teinen Einfluß ausübt, allein da nach 79. jedes Paar entiprechen- 
der. Punkte Mittelpuntte 2er projekt. Strahlenbüfchel darſtellen, 
deren .entjprechende Strahlen nach entiprechenden Punkten geben, 
fo ijt bei der foeben erwähnten Art der Firirung auch C[ABD] a 
C{A,B,D,] eben fo wie A[BCD] mw A,[B,C,D,] gewejen wäre, 
wenn die beiten Büſchel C und C, bei der urjpringliden Firirung 
det. Projeftivitat jtatt:A. und Ay beniigt worden waren. 
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b) Wenn zu 3 Punkten ACE, die nicht in 1 Geraben liegen 
und einer Geraden p die durch feinen diejer Punkte geht, die ent: 
fprechenden Elemente A,C,E,p,, die diefelben Bedingungen erfüllen, 
gegeben find. Denn wird die p von CE und AE in den Punt: 
ten B und D gefchnitten, fo genügen die 4 Punkte ABCD ganz 
nad) a) der Aufgabe. 

c) Wenn 1 Punkt A und 3 Geraden pqr bie fic nicht 
in 1 Punfte jchneiden, und von denen auch feine durch A gebt, 
die entjprechenden Elemente, die denjelben Bedingungen genügen, 
gegeben jind, denn die 3 Eden des Dreijeits pqr bilden mit A 4 
Punkte von der in a) verlangten Bejchaffenheit. 

d) *) Wenn zu 4 Geraden pqrs, von denen feine 3 durd 1 
Punkt gehen, die entiprechenden von derjelben Bejchaffenheit gegeben 
find, denn 2 Paar Gegeneden der dadurd) bejtimmten volljtäns 
digen 4 Seite find Punkte von der in a) verlangten Beichaffenheit. 

e) Wenn zu einer Kurve IIK eine Kurve II K, entjprechend 
angenommen wird, und außerdem nod) 3 Punkten ABC ber einen 
3 beliebige Punfte A,B,C, der andern zugeordnet werden. Denn 
offenbar ijt der Aufgabe vollfommen Genüge gejchehen, wenn man, 
wie e8 nady 79. fein muß, jeßt: 

A[ABC] » A,[A,B,C,] und B[ABC] w B,[A,B,C,] 
wobei nad) ter in 48. eingeführten Bezeihnungsweife AA die Tan— 
gente in A, BB die Tangente in B bedeutet. 

. Hiebei entjpriht nun aber offenbar aud) der K die K,, und 
den 3 Punkten ABC von K die 3 Punfte A,B,C, von K,, in fo 
ferne K durch die 3 Punfte ABC und die beiden Tangenten in A 
und B, ebenjo K, durd) die entjprechenden Punkte A,B,C, und bie 
entjprechenden Tangenten in A, und B, vollfommen bejtimmt ijt 
nad) 57. Zuſatz 1. 

83. Denken wir uns die beiden follinedren ebenen Gyfteme 
fo auf einander gelegt, daß ihre Träger in einander fallen, und 
aljo eine einzige Ebene als Träger 2er verjchiedener follinedrer 
Spiteme erjcheint, jo fann man zuerjt die Frage aufwerfen, welche 


*) 2 Punkte und 2 Gerade mit ihren entjprechenden Glementen ge 
nügen offenbar nicht, da fie in 1 Hinficht zu viel (4 Strahlen eines Strahlen⸗ 
biifdels) in anderer Hinficht zu wenig (2 Strahlen eines Büſchels) beftimmen. 
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entſprechende Elemente auf einander zu liegen kommen können oder 
müjjen. 

Es entiprehe dem Punkt A der Punkt A,, und aljo dem 
Strahlenbüjchel A der ihm projekt. Strahlenbiifdel Ay, dieje beiden 
projekt. Büſchel erzeugen nun nad) Mr. 43 entweder eine Kurve II 
K oder 2 gerade Gebilde, 

Betradtet man im erften Falle die K als ein im erften ebe- 
nen Gewebe enthaltenes Elementargebilde, jo entſpricht ihm eine 
Kurve II K, im andern ebenen Gewebe. Beide Kurven haben ben 
Punft A, gemein, aber in diefem Punkte 2 verfdiedene Tangenten 
d. b. ihre Tangenten, und aljo auch fie, fdjneiden fic) in diefem 
Punkte, denn die Tangente p von K in A, ijt die Gerade von Ey, 
welche der AA, von E entipricht, und die Tangente p, von K, in 
A, ijt die Gerade von E,, weldje der Tangente von K in A, ent- 
ipriht, und p und pi fonnen nicht zufammen fallen, da diefe Ge: 
trade jonjt ein entipredend gemeinjames Element beider Gewebe fein 
müßte, was gegen die Vorausjegung ijt, daß die beiden Büjchel A 
und A, eine Kurve II erzeugen jollen. Nun gelten aber für Kurve II 
folgende Gate: 

Eine Kurve II ijt eine in fich gejchlofiene frumme Linie, 
welche von jedem Punkte aus durch eine jtetige Bewegung in dem- 
felben Sinne durdjlaufen werden kann, fo daß man zu dem Anfangs- 
punft wieder gelangt, nachdem man über jeden Punkt hinwegge- 
fommen, ohne einem Punkte mehr als einmal zu begegnen. 

Dieje Kurve theilt bas Syitem der in ihrer Ebene enthaltenen 
Geraden in 2 Gruppen, von denen die eine mit der Kurve feinen 
Punkt gemein hat, die andere fie in 2 Punkten jchneidet; die beiden 
Streden, welche burd) diefe beiden Schnittpunfte in einer ſolchen 
Geraden bejtimmt werden, unterjcheiden ſich dadurch, daß von allen 
Punften der einen je 2 Tangenten an die Kurve II gehen, von 
den Punkten der andern aber feine. Die Grenze diejer beiden 
Gruppen von Geraden bildet bas Syſtem der Tangenten an die 
Kurve IL, weldye mit der Kurve bloß je einen Doppelpunft gemein 
haben, jo daß hier die eine der beiden erwähnten Streden auf den 
einen Doppelpunft ſich reducirt, burd) den bloß 1 Tangente an die 
Kurve geht. 

Chenjo theilt biefe Kurve das Syſtem aller Punkte ihrer 
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Ebene in 2 Gruppen, von denen eine bloß Punkte erithält, von 
denen je 2 Tangenten an die Kurve gehen, (Punkte außerhalb ‘der 
Kurve), während durd) ‚die Punfte der andern Feine folche Tangente 
gebt (Punkte innerhalb der Kurve), Der Strahlenbüſchel jedes 
folden Punktes der erjten Gruppe zerfällt in 2 Theile, von denen 
ber eine nur Strahlen enthält, weldye mit der Kurve 2 Bunfte ge: 
mein haben, während die Strahlen des andern Theils mit der Kurve 
feinen Bunt gemein haben. Die Grenze diefer beiden Theile bil 
den 2 Tangenten; die Grenze der obigen beiden Gruppen von Punk— 
ten bilden die Punkte der Kurve felbjt. Diefe Wahrheiten ergeben 
ji biveft aus der Entwidlung von Nr. 43 ꝛc., werden aber im 
einem jpätern Abjchnitte (j. ebenes Polarſyſtem) nod) weiter erdr- 
tert werden, weßwegen das Gefagte hier genügen möge. 

Es folgt aber unmittelbar hieraus folgendes für unfere vor: 
liegende Unterjudung wichtige Refultat. Cin Punft gelangt dur 
eine jtetige Bewegung nicht von einem Punkte außerhalb einer Kurve 
zu einem Punkte innerhalb derjelben, ohne dak man wenigſtens ein- 
mal über einen Punkt der Kurve fich hinweg bewegt hat, und eben 
fo gelangt eine Gerade durch eine jtetige Bewegung nit aus der 
Lage emer Geraden der einen der oben erwähnten beiden Gruppen 
in die Lage einer Geraden der andern Gruppe, ohne wenigſtens 
in bie Lage einer Tangente gefommen zu jein. Es ergiebt ſich 
biejer Saw in feiner Allgemeinheit, infoferne er nad) dem Obigen 
für die ftetige Bewegung eines Punktes in einer Geraden, und für 
die jtetige Drehung einer Geraden um einen Punft gilt, und jede 
krumme Bewegung betrachtet werden Fann als eine Summe unend- 
lid) vieler unendlich Kleiner gerader Bewegungen. 

Hieraus folgt aber mun wieder direft der Gab: Haben 2 
Kurven II einen Punkt gemein, in dem fie fic) jchneiden, jo müſſen 
fie nothwendig wenigitens noch einen Punkt gemein haben, nnd 
haben 2 Kurven IT eine Tangente gemein, ohne diejelbe in 1 Punkte 
zu berühren, fo haben fie wenigjtens nod) 1 Tangente gemein. 

Da aber jeder von A, verjchiedene gemeinjame Punkte von K u. 
K, ein entjprechend gemeinfames Punftelement beider ebenen Gewebe 
ift, und umgekehrt, jedes entjprechend gemeinjame PBunktelement der 
beiden Gewebe aud) ein gemeinjamer Punkt der beiden Kurven II 
fein muß, jo folgt hieraus für den fo eben behandelten erften Fall, 
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daß 2 ebene Gewebe desſelhen Trägers wenigſtens ein entſprechend 
gemeinſames Punktelement Muhaben müfjen, daß fie aber deren 
oud 2 M und N oder aud) 3 MMund P haben können. 

Sind, um zu dem 2ten der oben erwälgıten Fälle überzugehen, 
die beiden Büchel A und A, perjpeftiviich, jo können 2 wejentlic, 
verihiedene alle eintreten, von denen jedody der eine nur durch ‘die 
zufällige Wahl von A ein von dem vorhin Betrachteten verjchiede- 
nes Rejultat ergiebt, während er wejentlih mit ihm identiich iff. 
Es entipridt die Gerade AA, in dieſem alle offenbar fich jelbjt, 
bezeichnen wir nun bie Are der perfpeft. Beziehung der beiden Bü— 
jhel mit q, und mit q, die Gerade, welche der q als einem Ele— 
mente des erjten ebenen Gewebes im 2ten entjpricht, fo können in 
Bezug auf die gegenfeitige Lage 2 Fälle eintreten 1)-q und q, find 
verihieden oder 2) fie fallen zuſammen. 

Schneiden fic) dabei qq, im 1ften Falle außerhalb AA, in 
M, fo ijt M das außer AA, allein eriitivende entjprechend gemein: 
jame Punftelement, deren e8 auf AA, felbjt noch 2 oder 1 oder 0 
geben fann, ſchneiden fic) qq, auf AA, jelbit, jo ijt diejer Schnitt- 
punft ein emtjprechend gemeinjames Punktelement beider Gewebe, 
dabei fann e8 auf AA, nod) einen oder feinen 2ten entiprechend 
gemeinfamen Punkt geben, aber außerhalb AA, giebt es feinen 
weiteren entjprechend gemeinjamen Punkt. Fällt dagegen q, mit q 
zulammen, jo haben die ebenen Gewebe offenbar alle Punttelemente 
des geraden Gebildes q entiprechend gemein. 

84. Aehnlich wie mit den entjprechend gemeinfamen Punft- 
elementen verhält es fid) nun aud) mit ben entiprechend gemein 
jamen Strablenelementen 2er ebenen Gewebe, und zwar fönnte der 
Beweis hiefür ebenjo geführt werden wie in der vorigen Nummer, 
wobei man offenbar nur die der dortigen reciprofe Entwiclung er: 
balten würde. Zur befjeren Einſicht in die Gade fallen wir die 
jebige Entwidlung in folgenden Lehrſatz zuſammen: 2 ebene Ge: 
webe besjelben Trägers haben genau eben fo viele Strahlen- als 
Punkt Elemente entjprechend gemein. 

L Die beiven Gewebe haben bloß das einzige Punftelement 
A entjprechend gemein. Sind nun ab 2 Strahlen des Büjchels A 
und entjpreden ihnen im 2ten ebenen Gewebe die Strahlen a, b,, 
jo gehören a,b, ebenfalls dem Büchel A an, und fowohl a und a, 
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als aud b und b, find perfpeft. projeft., ift nun M das Centrum 
ber perjpeft. Beziehung für a und a, und M, das von b und b,, 
fo fann vor allem M und M, nicht zufammen fallen, denn ſonſt 
wäre gegen die Vorausjegung offenbar M ein zweites gemeinjames 
Punktelement beider Gewebe, und ebenjo jeder Strahl des Büſchels 
M wäre ein gemeinjames Clement beider. In Bezug auf die Lage 
von M und M, fönnen aber nur 2 Fille eintreten, 1) MM, ijt 
fein Strahl des Büſchels A, dann ijt MM, ber entfpredyend ge- 
meinjame Strahl, denn den Schnittpunften von MM, mit a und b 
entfprechen die Schnittpunfte von MM, mit a, und by. Daß es 
auger MM, nicht noch einen entjprechend gemeinfamen Strahl ge 
ben fann, folgt daraus, bag in diefem Falle gegen die Voraus: 
jeßung ihr Schnittpunkt ebenfalls ein entjprechend gemeinfames 
Punftelement wäre. 2) MM, ijt ein Strahl des Büfchels A. 
Ware nun eben diefer Strahl MM, nicht ein entjprechend gemein- 
fames Strahlenelement beider Büjchel, fondern entſpräche ihm ein 
anderer Strahl m,, jo wären auch dieſe perjpeftivijd, und M>, ihr 
Centrum, läge außerhalb beider Strahlen. In diefem Falle wären 
dann ganz wie bei der Vorausjesung unter 1) fowohl MM, als 
aud) M,M, 2 entjprechend gemeinjame Strahlen, und aljo ihr 
Schnittpunkt gegen die Vorausjegung ein ferneres entjprechend ge 
meinjames Punftelement beider Gewebe. Sollte aber in diejem 
alle auger dicjes Strahles MM, e8 noch einen entjprechend ge 
meinjamen Strahl geben, fo müßte diefes nothwendig ein 2ter Strahl 
des Büjchels A jein. 

Nun lafien ſich aber allgemein einfach folgende 2 reciprof ver: 
wandte Gabe beweijen, welche diefe Annahme als unmöglich erjchei- 
nen lafjen: Sind ab 2 entjprechend gemeinjame Strahlen er pro: 
jeftivifcher ebener Gewebe, ohne daß alle Strahlen diefes Büſchels 
entjprechend gemeinjame Elemente find, jo kann höchſtens einer der- 
jelben den gemeinfamen Schnittpunkt allein als entjprechend ge 
meinfames Punktelement enthalten, und: find AB 2 entfpredend 
gemeinfame Punktelemente 2er projekt. ebenen Gewebe vesfelben 
Trägers, ohne daß alle Punkte diejes geraden Gebildes entſprechend 
gemeinſame Elemente darjtellen, jo fann höchſtens 1 der beiden Büchel 
ben gemeinjamen Sirahl AB als einziges entfprechend gemeinjames 
Strahlenelement enthalten, 
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Rehmen wir namlid an (j. Fig. 24), der Strahl AB, den 
wir mit a bezeichnen wollen, fet für beide Büjchel der einzige ent- 
iprechend gemeinjame Strahl, jo erfennt man biejes nad) Nr. 28 
am einfadjften daraus, bag im Büſchel AA (aa, ay ag) und im 
Buͤſchel BjeB (ab,bobs) einen harmonijden Wurf darftellen, wenn 
ſowohl ben Strahlen aa, a, al8 aud) ab, bo des einen Gewebes die 
Strahlen aaza, und abebz ded andern entjpredhen; da demnach 
224258, perfpeft. zum Wurf ab, bob; wäre (15.), jo müßten die 
Sdnittpuntte a,b,; ap bo; und a3b, in einer Geraden liegen, da 
aber den beiden erjten diejer 3 Schnittpunfte als Elementen des 
eriten Gewebes die beiden leiten als Elemente des 2ten entjprechen, 
jo jtellte bieje Gerade und folglich auch ihr Schnittpunft mit AB 
ein weiteres entſprechend gemeinjames Element beider Gewebe dar, 
was wider die Vorausfebung ijt, daß im Strable a blog die 2 Puntte 
AB als entjprehend gemeinjame Elemente enthalten fein follen. 

IL Haben die beiden ebenen Gewebe bloß die beiden Puntt- 
elemente A und B entfpredjend gemein: jo haben fie 1ftens den 
Strahl AB entfpredend gemein; daß aber entweder durch A oder 
durh B nod) ein entjprechend gemeinfamer Strahl gehen muß, hat 
der jo eben bewiejene Sab dargethan; dat ferner ein weiterer Strahl 
nit mehr vorhanden fein fann, folgt aus den kommenden Fallen 
II und IV. (rejp. aus den ihnen reciprofen.) 

II. Haben die ebenen Gewebe bloß die 3 Punkte ABC, 
welde aljo nicht in einer Geraden liegen finnen, entiprechend ges 
mein, fo haben fie offenbar aud) die 3 Seiten des Dreieds ABC 
entipredend gemein, daß fie Feine 4te Gerade p entjprechend gemein 
haben fünnen, folgt daraus, daß fie jonft entweder alle Elemente 
entiprechend gemein haben müßten, wenn p durch Leinen ber 3 Punkte 
ABC geht, oder da der folgende Fall IV in der reciprofen Faſ— 
fung einträte, wenn p durch einen ber 3 Punkte ABC gienge. 

IV. Haben die ebenen Gewebe alle Punkte einer Geraden p 
entipredend gemein, jo haben fie auch alle Strahlen eines Strah—⸗ 
lenbijdels P gemein, und umgefehrt. . 

Entjpricht nämlich dem außerhalb p liegenden Punkte A der 
Punkt A,, fo ijt nothwendig die Gerabe AA, eine entjprechend ge- 
meinjame Gerade der beiden Gewebe; alle die unendlich vielen der Art 
ſich jelbjt entjprechenden Geraden müfjen fich in 1 — P ſchnei⸗ 


Vfaff, neuere Geometric. 
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den, denn würden fi 3 in 3 verſchiedenen Punkten ſchneiden, fo 
müßten wenigjtens 2 diefer Punkte M und N außerhalb p liegen, 
und entjprechend gemeinjame Punkte fein; jede Gerade die daher 
einen biefer beiden Punkte mit einem Punkte von p verbindet, wäre 
in diefem Falle ein entfpredend gemeinjames Element beider Ge: 
webe, d. 5. alle Punkt- und Strabhlenelemente würden entſprechend 
gemeinfame Elemente fein, eine Art der projekt. Beziehung, die wir 
natürlich ausfdliegen müflen, obwohl auch für fie der eben bewie- 
jene Sah gilt. Fällt P außerhalb p, fo haben die Gewebe außer 
den Punkten von p noch P, und ebenfo auger den Strahlen von P 
nod p entipredyend gemein, fällt P in p, fo ift dieſes blog mit 
den Elementen von p und P der Fall. Yn beiden Fallen 
nennt man 2 derartig projelt. ebene Gewebe perjpel: 
tivifh und p Are P Centrum der perſpekt. Beziehung. 

85. Man kann nun aud) hier wieder die Frage aufwerfen, 
ob dieſe eben aufgeführten 4 Fälle durd die befondere Art der 
projekt. Beziehung beider Gewebe bedingt find, oder ob bei jeder 
Art der Beziehung durch pajjende Verjchiebung des einen Gewebes 
dieje verjchiedenen Lagenverhaltnijje jedesmal erzielt werden können 
(vergl. 34. und 40). Dieje Frage foll nun erörtert werden: Legt 
man 2 entiprechende Punkte AA, fo auf einander, daß die ent- 
ſprechenden Strahlenbüjchel A und A, feinen Strahl entfpredend 
gemein haben, fo tritt offenbar ber Fall I 1) ein. Legt man 2 ent: 
jpredjende Punfte AA, fo auf einander, daß ihre entjprechenden 
Strahlenbüjchel A und A, einen Strahl entfpredend gemein haben, 
fo tritt entweber der Fall I 1) oder IL ein. Legt man die Ebenen 
wieder fo, daß der Fall I 1) eintritt, und dreht dann den Träger 
bes einen Gewebes um die Gerade, welde vom entjprechend ge 
meinjamen Punkt jenfredjt auf die entjprechend gemeinjame Gerade 
fic) fallen läßt, jo tritt offenbar der Fall III ein. Diefe 4 foeben 
befprodjenen Fälle haben weiter Feine Wichtigkeit; wohl aber ift 
die Frage von Intereſſe, ob man 2 beliebig projeft. ebene Gemebe 
ftet8 fo auf einander legen Zönne, daß fie perfpeft. find. Um diefe 
Trage gründlic, beantworten zu finnen, müſſen vorher einige damit 
im Zuſammenhange ftehenden Punkte erörtert werben. 

86. Der unendlich fernen Geraden in E entfpridt im All- 
gemeinert eine endliche Gerade v in E, und dann auch immer ber 
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unendlich fernen Geraden in E, eine endliche Gerade u in E *) 
(der Kürze wegen nennen wir biefe beiden Geraden u und v bie 
Gegenaren der beiden ebenen Gewebe); jedem Strahlenbüfchel in E, 
deſſen Mittelpunkt in u liegt, entipricht ein Parallelftrahlenbüfchel 
in E, und umgekehrt, jedem Baralleljtrahlenbüfchel in E, entjpricht 
ein gewöhnlicher Strahlenbüjchel in E dejjen Mittelpuntt in u liegt, 
ein einziges Paar entfpredender Strahlenbüfchel macht hievon eine 
Ausnahme, nämlich dasjenige, dejjen Strahlen den beiden Gegen- 
aren u und v felbjt parallel find. 

Tritt jedod) diefer allgemeine Fall nicht ein, fondern entjpres 
hen die beiden unendlich fernen geraden Gebilde einander, fo fom 
men diefer bejonderen Art der projekt. Beziehung einige Eigenthüm: 
lichkeiten zu, die der Beachtung werth find, weßwegen man diefer 
Beziehung aud) einen befondern Namen gegeben hat, nämlich den 
der affinen Beziehung oder der Affinität. In 2 affinen ebenen Ge 
weben entſpricht jedem Paralleljtrahlenbüjchel wieder ein folcher und 
je 2 entjprechende gerade Gebilde find ähnlich (jf. Nr. 11). 

Als eine bejondere Art der Affinität erjcheint nun wieder bie 
Aehnlichkeit der ebenen Gewebe. Während nämlich bei der bloß 
affinen Beziehung die unendlich fernen geraden Gebilde bloß pro- 
jettivifd find, und daher, wenn beide Gewebe ineinander liegen, höch— 
ſtens 2 Punkte entiprechend gemein haben können, fo find bei 2 
ähnlichen ebenen Gewebe dieſe uneigentlihen geraden Gebilde fon: 
gruent, und die ebenen Geweben können daher immer jo auf einans 
der gelegt werden, daß fammtlice uneigentliche Punftelemente ente 
jpredend gemeinſame Elemente darjtellen. Hieraus folgt nothwendig, 
dag in ähnlichen ebenen Geweben alle entipredenden Strahlenbüjchel 
fongruent find, oder daß jeder Winkel, den 2 Gerade bilden, dem 


*) Hier muß nod) nadgewiejen werben, ob bie willführliche Annahme von 
Rr. 4,, ba ſämmtliche uneigentlihe Punttelemente eines ebenen Gewebes in 
1 Geraden liegen, bier nicht zu einem Widerjprud führt, d. §. ob wirklich ſämmt⸗ 
fiden uneigentfihen Punfen eines ebenen Gewebes E die Puntte einer Geraden 
in einem tem projeft. ebenen Gewebe E, entſprechen. Bezieht man aber in 
E 2 Strablenbüfchel fo peripeft. projeft. auf einander, daß je 2 entfprechende 
Strablen parallel find, fo wird diefes mit ben entjprechenden Strahlenbiifdeln 
in E, im Allgemeinen nicht der Fall fein, obwohl aud) fie perjpeft. find, woe 
raus bie Richtigkeit obiger Annahme erwieſen ijt. 
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Winkel gleich ift, den bie entjpredenden Geraben bilden, und daß 
daher jeder Figur in E eine ihr ähnliche Figur in E, entiprede, 
Wahrend daher in allen affinen Geweben alle entfpredenden gera- 
ben Gebilde ähnlich find, jo ijt das Verbältnig entfpredsender Stücke 
bei bloß affinen Geweben für die verfchiedenen geraden Gebilde ver: 
fcieden, während bei ähnlichen ebenen Geweben, das Verhältniß 
entjprechenber Streden für alle geraden Gebilde durchaus dasjelbe 
bleibt. Aud) fann in 2 blog affinen, ebenen Gewebe fein Dreieck, 
aljo überhaupt fein nEck feinem entſprechenden ähnlich fein, weil 
ſonſt immer die beiden Gewebe fo auf einander gelegt werden könn— 
ten, daß die unendlich fernen Geraden 3 und fomit alle ihre Puntte 
entipredend gemein haben. 

Eine bejondere Art der Aehnlichkeit ift endlich die Kongruenz 
2er ebenen Gewebe, bei welder nämlich das Verhältniß entiprechen- 
ber Streden der Einheit gleich ift; alle entjprechenden Figuren find 
in diejem Falle einander fongruent. 

Sn 2 bloß follinedren ebenen Geweben giebt e8, wie {don 
oben erwähnt, bloß einen Baralleljtrahlenbüjchel, deſſen jämmtliche 
Strahlen den entjprehenden Strahlen, die wieder einen Parallel- 
jtrablenbiijdel bilden, ähnlich find, jeder anderen Geraden entſpricht 
eine ihr bloß projeftivifche. Denn ba bei 2 ähnlichen Geraden Ge: 
bilden die beiden uneigentlihen Punktelemente einander entiprechen 
müfjen, aber in 2 bloß follinedren ebenen Geweben den beiden une 
eigentlichen geraden Gebilden 2 eigentliche gerade Gebilde (die bei— 
den Gegenaren) entfpreden, fo find die beiden uneigentlihen Punkt— 
elemente der beiden Gegenaren die beiden einzigen uneigentlichen 
Elemente, die einander entipreden, die beiden erwähnten Parallel: 
ftvablenbiifdel find daher offenbar den beiden Gegenaren parallel, 

Wir können nun zum eigentlichen Zweck diejer Betrachtung 
zurückkehren, indem wir uns bie Frage vorlegen, giebt e8 unter den 
fo eben erwähnten u + 1 ähnlichen, entipredenden geraden Gebil- 
ben aud) fongruente oder nicht, denn e8 ijt offenbar, bag jedes 
gerade Gebilde, bas jeinem entjprehenden fongruent 
ift, burd bloße Verfhiebung der beiden follinedren 
Gewebe die Rolle der Are der perjp. Beziehung ein: 
nehmen könne. Schneidet man zu dicjem Zwecke jämmtliche 
Strahlen bes foeben erwähnten Baralleljtrahlenbüjchels durch 2 belie: 
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bige parallele Gerade ab, fo entfpredjen dieſen 2 Strahlen a, bj, 
die fid) auf der Gegenare jchneiden, da nun die endlide Strecfe 
fimmtlider Paralleljtrahlen gwijden a und b der endliden Strede 
der Parallelftrablen zwifchen a, und b, entjpricht, fo folgt hieraus 
nothwendig, daß eS zu beiden Seiten der Gegenare, und zwar gleich 
weit von ihr entfernt, je einen Strahl (m und n) bes Parallel 
ftrablenbüfchel8 gebe, der feinem entjprechenden (m, und n,) fons 
gruent it; es find dieſes nämlich diejenigen beiden Strahlen des 
Roralleljtraglenbüfchels, bei welchen die endliche gwifden ab einges 
ſchloſſene Strecke der endlichen zwiſchen a,b; eingefchloffenen Strecte 
gleich ft Wählt man nun m oder n als Are ber perfpeftivijden 
Beziehung, fo läßt fich für jede berfelben die Beziehung nod) auf 
Zerlei Weife firiren, indem man jede der beiden Seiten von E auf 
die eine Seite von E, legen fann, 2 Lagen, von denen die eine aus 
der andern hervorgeht, indem man das eine der beiden ebenen Gee 
webe um die fejte Are der perjpeft. Beziehung um 180° dreht. Jn 
dem einen Fall ijt die perfpeft. Beziehung eine gleichläufige, im 
andern eine gegenläufige, fo daß demnach je 2 projekt. ebenen Gee 
webe ftets auf derlet Weiſe projekt. gelegt werden Fönnen. 

Um die Centra der prejekt: Beziehung zu ermitteln, Könnte 
man denjelben Weg einfdlagen, wie joeben, und die Mittelpuntte 
derjenigen entfprechenden Strahlenbüfchel fuchen, die zugleich fons 
gruent find; der nachfolgende Weg ijt geeignet, über die gegenfeitige 
age von Are und Centrum in allen 2 Fallen bejjeren Aufſchluß 
ju geben. Betrachtet man denjenigen Parallelftrahlenbüfchel P von 
E, der ſenkrecht auf der Gegenare fteht, fo entfpricht demfelben ein 
tigentlidher Strablenbiifdel in E, defjen Centrum P, auf der Ge 
genare Liegt. Yn P, giebt e8 einen einzigen Strahl p,, der auf 
einer Gegenare ſenkrecht fteht und der daher auch überhaupt mit 
feinem entjprechenden p allein die Eigenfhaft gemein hat, da beide 
zugleich auf ihren Gegenaren und daher aud) auf mn und mn, 
jentrecht ftehen. Bei jeder der 4 Arten der perſpekt. Beziehung ift 
daher p und p, ein Paar entjprechender Strahlen, und es miiffen 
daher die Sentra der perſpekt. Beziehung auf p und rejp. pı liegen. 

Legt man nun die beiden Gewebe jo auf einander, daß 
die beiden Gegenaren und außerdem p und p, auf einander zu lies 
gen fommen, fo haben die Gewebe und in ihnen mn und yen 
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offenbar bie in ber Fig. 25 angebeutete, gegen die Gegenaren ſym⸗ 
metrifhe Lage, Die Gerade p ijt dabei nothwendig involutorifch 
(nad) Mr. 21, Buf. u. 34), da P, in doppelter Weife dem unend⸗ 
lich fernen Punkte von p entipricht, daher entjprechen fowohl mm, 
und nn, al8 aud) ihre Schnittpunfte SS, und T T, einander ab» 
wedfelnd. Berfdiebt man nun E, fo, daß m, auf m zu liegen 
fommt, d. h. daß m und m, bie perjpeft. Are darjtellen, fo fällt 
nothwendig T mit T, gujammen, fo daß T und refp. T, das Gen- 
trum der perfpeft. Beziehung darſtellt. Oreht man aber bei diefer 
Lage E, um dieſe Are m oder m, um 180°, fo fällt nothwendig 
bas Element S von E, auf bas ihm entjpredende S, von E, fo 
bag S und refp. S, das Centrum ber perfpeft. Beziehung darftellt. 
Ganz dasfelbe Refultat erhält man, wenn man n und n, zur pers 
fpeft. Are nimmt. Und es ergiebt fi alfo als Refultat unferer 
BVetradhtung: 2 beliebig projeft. ebenen Gewebe können immer auf 
4erlei Weife jo auf einander gelegt werden, dah fie perfpeftivifd 
find, dabei haben fie jedod) nur 2 verjchiebene Wren und nur 2 
Centra der perjpekt. Beziehung, die erfteren find parallel der Gegen- 
are und jtehen gleich weit von ihr ab, die legteren Tiegen auf einer 
zur Gegenare fenfrechten Geraden und ihre Lage ift durch die merk: 
würdige Cigenfdaft charakterifirt, daß die beiden Centra in der 
einen Ebene fo weit von der Gegenare abliegen, als die Aren in 
ber anberen. 

Es kann der Fall eintreten, daß m, und n, ebenfo weit von 
einander abjtehen, alg m und n, legt man in biefem Fall m und 
m; als perfpeft. Are auf einander, fo fallen bei der einen Lage aud 
immer n und n, auf einander, f. Fig. 26, dabei find deren Schnitt» 
punfte S und T die Ordnungselemente des involutorifchen geraden 
Gebilde p und refp. py, dreht man daher, um für diefelbe Are m 
oder m, bie 2te perjpeft. Lage zu erhalten, E, um diefe Are um 
180°, fo fann nad) Nr. 34 die entjpredyend gemeinjame Gerade p 
oder p, fein weiteres Punftelement als S haben, daher das Centrum 
ber perfpeft. Beziehung in diefem, aber aud) nur in diefem Falle, 
auf der Are felbjt liegt. Dasjelbe findet Statt mit n und n.. 

Es joll hier nod) erwähnt werden, daß wenn m und m, fo 
auf einander gelegt find, dag fie gleichläufig projektivifch find, dann 
allemal die auf einander liegenden n und n, gegenläufig find, wie 
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ſich diefes auch Leicht aus der Betrachtung der einander entſprechen⸗ 
ben Strahlenbüfchel P und P, von oben diveft ergiebt. 

Unjere Entwidlung paßt nicht mehr für den befondern Fall 
der Affinität, in jo ferne hier eine Gegenare nicht eriftirt, und es 
foll daher diefer bejondere Fall der Volljtändigkeit wegen hier nod 
befonders betrachtet werben. 

Sind in 2 bloß affinen, ebenen Geweben die beiden entfpre- 
denden Geraden a und a, einander fongruent, fo gilt diefes von 
jedem Paar mit ihnen paralleler entjpredjender Geraden, wie fid 
biejed alsbald erkennen läßt, wenn man in E einen Parallelftrah- 
Ienbüjchel, der die a jchneidet, und den entfpredenden Paralleljtrah- 
lenbiijdel in E,, der die a, fdjneidet, annimmt. Es fann bloß 2 
ſolche Barallelftrahlenbüfchel geben, deren jämmtliche endlidye Strah— 
len ihren entjprechenden fongruent find, denn gäbe e8 3, jo müßte 
jedes Dreieck‘, deſſen 3 Seiten Zen Strahlen diefer 3 Büfchel ange- 
hörten, feinem entfpredenden fongruent fein, daher deffen 3 Winkel 
einander gleich fein, aljo die unendlich entfernten Geraden und fos 
mit die ebenen Gewebe ebenfalls fongruent fein. Man fann nun 
die Frage aufwerfen, ob immer ſolche fongruente Gerade vorhanden 
fein müffen und ob fomit 2 affine Gewebe immer perſpekt. gelegt 
werden können. Nehmen wir zu diefem Zwecke in E einen Kreis 
an, fo entjpricht demfelben in E, nothwendig eine Ellipfe, wobei die 
beiten Mittelpunfte entfpredende Punkte darfiellen, wie leicht zu 
erfennen. Legt man nun beide mit ihren Mittelpunften auf einan- 
der, fo können 3 Fälle eintreten: 1) die Ellipfe fchneidet den Kreis 
in den 4 Endpunkten 2er Durchmejjer, oder 2) fie berührt ihn in 
den beiden Enden einer Are, oder 3) fie hat feinen Punft mit ihm 
gemein, im Iften Fall giebt e8 2 der erwähnten beiden Durchmefler 
parallele Baralleljtrahlenbüfchel der verlangten Art, im 2ten nur 1, 
im 3ten gar feinen, und e8 finnen daher im 1jten Fall die Gewebe 
für jede der 2 u fongruenten Geraden, im 2ten für jede ber u fon- 
gruenten Geraden, im Sten gar nicht perjpeft. gelegt werden, bas 
Centrum der perfpeft. Beziehung liegt in jedem Falle im Unenb» 
lihen, in fo ferne die unendlich ferne Gerade ein entfpredjend ge 
meinfjames Element darftellt (vergl. hiezu Nr. 100). 

2 bloß ähnliche ebene Gewebe fünnen feine 2 enbliche fons 
gruente Gerade haben, dagegen ftellt für jedes Paar entjprechender 
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Punkte alS Centrum her perfpeft. Beziehung die unendlich ferne 
Gerade die Are bar, infoferne ja die Nehnlichkeit von der Affinität 
gerade dadurch jich unterjcheidet, dag im legteren Falle die einander 
entfpredenden, unendlich fernen Geraden fongruent find, 

Bei 2 Fongruenten ebenen Geweben find je 2 entiprechenbe 
Gerade fongruent, und e8 fann daher jede ſolche Gerade als Are 
ber perfpeft. Beziehung erjcheinen, dabei fann dann immer nod) die 
perfpeft. Beziehung in doppelter Art erjcheinen, nämlich bei ber 
einen Art können alle Punkte des einen Gewebes auf die entfpre- 
chenden des andern zu liegen kommen, während bei der andern Art 
jeve Hälfte auf die ihr nicht entjprechende des andern Gewebes zu 
liegen kommt; im Ijten Falle fonnen alle Punkte als Centrum der 
perjpeft. Beziehung betrachtet werden, im 2ten Falle bloß der eine 
im Unendliden liegende Punkt, der durch einen auf der Are ſenk— 
rechten Strahl bejtimmt ift, diefe legtere Art der perjpeft. Beziehung 
hat man wohl aud) fyinmetriihe Gleichheit genannt, und es geht 
bie eine Art ſtets dadurd) in die andere über, bak man das eine 
ebene Gewebe um die Are der perjp. Beziehung um 180° dreht, 

87. Die perfpeft. Beziehung ift vollftändig firirt, wenn Are 
und Centrum und außerdem ein Paar entjprechender Punkte, das 
jedod) mit dem Centrum in 1 Geraben liegen muß, gegeben find. 

Die perſpekt. Beziehung ift aud) firirt, wenn das Centrum und 
außerdem 3 Paare entjprechender Punfte, die jedoch je mit bem 
Gentrum in 1 Geraden liegen müfjen, oder wenn die Are und 3 
Paare entjprechender Geraden, die fic) jedoch je auf der Are ſchnei— 
ben müfjen, gegeben find. Dieje legte Art der Firirung führt, von 
einer andern Seite betrachtet, zu einem merfwiirdigen Gage, der 
aljo lautet; Liegen die 3 Paar Eden 2er Dreiede auf 3 Geraden, 
bie jich in 1 Punkte (dem Centrum) fdneiden, jo jchneiden fic die 
3 Paare entiprechender Seiten in 3 Punkten 1 Geraden (der Are) 
und umgefehrt. Man nennt folde Dreiede jelbjt peripektivifche 
Dreiede, infofern jie entjprechende Figuren 2er perſpekt. ebenen Ge 
webe baritellen. 

Seber Kurve II in 1 von 2 perſpekt. liegenden ebenen Gewe- 
ben entjpricht wieder eine Kurve II, hat die erite mit der Are 2 
Punkte gemein, fo geht die 2te durch diejelben beiden Punkte, und 
lafjen fic) vom Centrum 2 Tangenten an die eine ziehen, fo beriih- 
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ren diefelben 2 Geraden aud) die andere in entfpredenden Punkten. 
Umgefehrt ijt daher auch die perfpeft. Lage Zer ebenen Gewebe firirt, 
entweder 1) wenn man 2 Kurven II K und K,, die in denjelben 
Winkel mSn Fig. 27 eingeichrieben find, in Bezug anf die Spike 
8 diefes Winkels als perjpeft. Centrum als entjprechende Gebilde 
betrachtet, vorausgefegt, daß man in Bezug auf die 2 Paar Schnitt: 
puntte ab a,b,, in denen ein Strahl des Büfchels beide jchneibet, 
entiheidet, in welder Ordnung die beiden Schnittpunkte der einen 
den Schnittpunften der andern entjpredhen follen, oder 2) wenn 
man eine gemeinjchaftliche GSefante beiber Kurven K und K,, ber 
die Eigenjchaft zufommt, daß man von ihren Punften an beide Kur: 
ven zu gleicher Zeit entweder 2 oder 1, oder Feine Tangente ziehen 
fann, als Are der perjpeft. Beziehung betrachtet, vorausgejekt, daß 
man in Bezug auf die 2 Paar Tangenten ab a, by, die fic) von 
einem Punkte diefer Are an beide Kurven legen läßt, nod) entſchei— 
det, in welder Ordnung die beiven Tangenten der einen’ den Tan- 


genten ber andern entiprechen follen. Denn bezieht man (Fig 2) 27 


beide ebenen Gewebe jo projekt. auf einander, dag den 4 Punkten 
Smna die 4 Punkte Sm, n, a, entiprechen,, fo find 1) die Gewebe 
perjpettivijd und 2) entfpricht einer Kurve II, die die Sm in m, 
bie Sn in n berührt und durd a geht, eine Kurve II, die die Sm, 
in ay, die Sn, in n, berührt und durch a, geht, d. h. der Kurve 
K die K, und umgekehrt. 

88. Wir Fnüpfen mm an bie Entwidlung in Nr. 83 wie 
der an. 

Fallen die beiden Träger E und E, in eine Ebene zufammen, 
jo wird im Allgemeinen dem Punfte M als einem Elemente von 
E ein anderer Punkt entfpreden, als ihm als einem Elemente von 
E, entjpricht; fallen jedod) dieſe leßten beiden Punkte wirklich in 
1M, 3ufanunen, fo ift MM, ein entjprechend gemeinfames Element 
beider Gewebe, und ftellt als jolches ein involutorifches gerades Ge- 
bilde dar. Findet derjelbe Fall in Bezug auf noch 2 Punkte NN, 
Statt, die jedoch nicht in der Geraden MM, liegen, fo findet es in 
Bezug auf je 2 entjprecdhende Punkte Statt, d. h. je 2 ſolche Puntte 
entjprechen einander doppelt; in dem vollftindigen Vieref MM, NN, 
(fig. 26 entiprechen nämlich offenbar die 3 Eden des Poldreiects 
fic felbjt, und es jtellt daher S das Centrum und QR die Are 
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ber perfpeft. Beziehung beider Gewebe dar, und ba fowohl die Ge- 
raden RM und RM,, als auch die Geraden QM und QM, ein: 
ander abmwechjelnd entjprechen, jo wird jeder Strahl des Büfchels S 
in 1 involutorifden geraden Gebilde gefchnitten, mit andern Wor- 
ten läßt fic) diefes auch jo ausprüden: jeder Strahl des Gen: 
trums § ijt Träger eines involutorifden geraden Ge— 
bildes, defjen 1 Ordnungselement bas Centrum ift, 
während das andere in der Are liegt und jeder Punkt 
der Are QR ijt Mittelpunft eines involut. Büſchels, 
deffen 1 Ordnungselement die Are ift, während das 
andere burd das Centrum geht. 

2 projekt. ebene Gewebe, deren entfprehende Ele 
mentenpaare die jo eben bejchriebene Cigenthimlid- 
feit ber gegenjeitigen Lage haben, nennt man involut. 
liegend, aud fagt man wohl furz, daß der Gnbegriff 
beider Gewebe ein involut. ebenes Syſtem bilde. 

Aus dem obigen Beweis geht "hervor, daß 2 involut. lie— 
gende ebene Gewebe ſtets perfpeft. jein müſſen; umgefehrt ift aber 
auch jedes Syitem 2er perfpeft. ebenen Gewebe ein involut. Syitem, 
wenn auf einem Strahle des Gentrums S 2 folde Punfte M M, 
einander entjprechen, welche durch Centrum und Are harmonijd ges 
trennt find, denn in diefem Falle entjprehen M und M, einander 
in boppeltem Sinne, aljo ijt diefes aud) mit jedem Strahlenpaar 
der Fall, das von M und M, nad) demfelben Punkte der Are p 
gehen, woraus bie Nichtigkeit ſich ergiebt. 

Ein involut. Syſtem ijt daher vollfommen firirt, wenn fein 
Centrum und feine Are gegeben find, injoferne eben je 2 einander 
zugeordnete Punkte oder Strahlen durd Are und Centrum harmo- 
niſch getrennt fein müffen. Ein involut. Syftem ift ferner firirt, 
wenn zu 2 Punften MN die zugeordneten M,N, gegeben find, 
wobei jedod) MNM,N, ein Viereck bilden müffen, denn e8 entſpre— 
den algpann den 4 Punften MN M, N, von E die 4 Punkte 
M,N,MN von E,. Eine weitere, höchſt wichtige Art, die involut. 
Beziehung Zer ebenen Gewebe zu firiren ift die, daß man eine Kurve 
II als entjprechend gemeinjames Gjebilde beider Gewebe annimmt, 
und nun zu 2 Punkten MN der Kurve die beiden zugeordneten 
Puntte M, N, beliebig annimmt. Der Schnittpunft von MM, und 
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NN, ift Centrum und die Verbindungslinie der beiden andern Pol 
efen des zu MNM,N, gehörigen Poldreiecks, namlid QR ift 
Are ber perfpelt. refp. involut. Beziehung. Aft namlid) Fig. 27 
ST ein beliebiger Ster Strahl des Büſchels S (wobei T auf, QR 
liegen ſoll), jo wird diefe ST durd je 2 Gegenfeiten des volljtän- 
digen Vierecks MNM,N, und durd die Kurve II in gugeordneten 
Punftenpaaren eines involut. geraden Gebildes gefdnitten (nad) 
Nr. 57), da aber ST fowohl durd) die beiden Gegenjeiten QM, 
und QM, als aud) durch die beiden Gegenjeitn RM, und RM 
harmoniſch getrennt find, fo find fie e8 aud) durch bie beiden Schnitt: 
puntte der Kurve, d. h. je 2 Punkte der Kurve, die mit S in 1 
Geraden liegen, find einander zugeordnet. Lafjen ſich vom Schnitt 
punfte S 2 Zangenten an die Kurve ziehen, jo find deren Berüh— 
rungspuntte entipredend gemeinjame Elemente beider ebenen Ge: 
webe, d. h. fie liegen auf der Are. 

Da die Tangenten in zugeordneten Punften einer Kurve II 
jelbft zugeorbnete Gerade darjtellen, fo folgt aus der letzten Ent: 
widlung zugleich folgender Sat: Schneidet man eine Kurve II 
durch eine beliebige Zahl von Strahlen eines Strahlenbüfchels S, 
und legt an jedes zufammengehörige Paar von Schnittpunften ein 
Paar Tangenten, jo fdneiden fid) dieje in Punkten einer fejten Ge: 
raden, dieſe Gerade ift die gemeinfchaftliche Seite der Poldreiecke 
allen der Kurve eingejchriebenen, volljtändigen Vierecke, welche 8 
zum Sten Ed des Poldreiecks haben, Wir werben diefem Gage 
alsbale bei einer andern Gelegenheit wieder begegnen. 

89. Aud) hier kann man die Frage aufwerfen, ob die Mög: 
lidfeit der involut, Lage Zer projeft. Gewebe wejentlich von der 
Art der projeft. Beziehung felbft abhängt, oder ob man bei jeder 
Art der Beziehung durd) gehdriges Aufeinanderlegen beide Gewebe 
zu einem involut. Syſtem vereinigen kann, Da aber bei der invo- 
(ut. Lage jeder Geraden bdiejelbe Gerade in doppeltem Sinne ent- 
fprechen muß, und bei jeder Verjdiebung der beiden Gewebe die 
unendlich ferne Gerade beider jtet8 auf einander zu liegen kommt, 
fo muß biefes nothwendig auch mit den beiden Gegenaren der Tall 
fein, da ferner die beiden Gewebe noch perſpektiviſch Liegen müſſen, 
b. 5. da ferner ein Paar ber Fongruenten geraden Gebilde aud 
nod) auf einander zu liegen fommen müjfen, fo leuchtet ein, baß 
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biefe beiden Forderungen nur dann zugleich erfüllt werden finnen, 
wenn nad) der Bezeihnung von Nr. 68 m und n in ihrer Ebene 
ebenjo weit von ihrer Gegenare entfernt find, al® m, und n, in 
ihrer. Ebene von ber ihrigen, db. h. 2 projeftivifche ebene Gewebe 
fönnen nur dann und dann immer auf 2erlei Weife in involut. 
Lage gebracht werben (m oder n fann als Are benütt werben), 
wenn der in 68 angeführte Ausnahmsfall eintritt, daß die dafelbjt 
näher charafterifirten Parallelitrahlen mn ebenjo weit von einander 
abjtehen, al8 m, ny. Zu gleicher Zeit erhellet, daß ftets in dem 
Nr. 68 in Zuf. erwähnten, befondern Falle bei 2 der 4 perfpett. 
Lagen beider Gewebe, immer zugleich die involut. Lage eintritt, oder 
mit andern Worten, daß wenn man bei 2 perjpeft. ebenen Gewe— 
ben, deren Centrum auf der Are liegt, das eine Gewebe um 180° 
um die Are dreht, man ftets ein involut. Syſtem erhält. 
90. Wir wenden uns nun zur näheren Betrachtung der re 
eiprofen Beziehung 2er ebenen Gewebe, 
Mit Bezug auf das allgemeine Gefeß der Reciprocitat (76 
und 77) find wir berechtigt, hier in Kürze die Refultate der Nr. 82 
für die reciprofe Beziehung anzuführen: die veciprofe Beziehung er 
ebenen Gewebe ift firirt, wenn gegeben find 
a) zu 4 Punkten in E die 4 entjprechenden Geraben in E,, 
b) zu 3 Punkten und 1 Geraden die entfprechenden Geraden 
und 1 Punft, 
c) zu 1 Punt und 3 Geraden die entfprechende 1 Gerade und 
3 Buntte, 
d) zu 4 Geraden die entjprechenden 4 Punkte, 
e) zu einer Kurve TI und 3 Punkten derfelben die entſpre— 
chende Kurve II und 3 CXangenten berjelben. 
fF 91. Wir denfen uns nun aud) hier zur näheren Unterfudung 
der allgemeinen Eigenjchaften der reciprofen Beziehung die beiden 
Trager E und E, der reciprofen ebenen Gewebe in 1 Ebene ver: 
einigt (wir nennen hiebei der Analogie wegen den Inbegriff von E 
und E, ein reciprofes Syitem) und fragen wieder zuerjt, welche 
Punftelemente von E liegen in den zugeorbneten Strahlen von E, 
und umgekehrt. 
Entjpridt dem Punkte a von x ber Strahl a, von E,, fo 
fann man im Allgemeinen annehmen, daß demjelben Punkte a, als 
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einem Elemente von E,, ein von a, verfdiedener Strahl a von E 
entipreche *), a und a, mögen fic) in m jchneiden, alédann entfpre- 
den umgefehrt dem Punttelemente m 2 Strahlen mm,, die fic in 
a fdneiden (ſ. Fig. 28), dem Strahl aa, entfpreden nun nothwen- 
dig die beiden Punfte MM,, in denen fih am und a, m, fchnei« 
den, dabei ijt diefes gerade Gebilde aa, als Punftge- 
bilde fowohl von E als aud von E, zu feinem zugeorb» 
neten Strahlenbüſchel involutorifch, infoferne in beiden 
Fällen den beiden Punften aa, bie beiden Strahlen, die durch ya 
geben, zugeordnet find. Entſpricht daher dem Punkte b von aay 
ald Element von E der Strahl b, von E,, der die aa, in by ſchnei— 
det, fo entjpricht auch bem Punkte b, als Clement von E der 
Strahl n, von E,, der durch b geht, und daher auch dem Punfte 
b ala Element von E, der Strahl b von E, der durch b, gebt, 
und dem Punkte b, als Element von E, der Strahl n von E, der 
burd b geht, d. h. durchläuft ein Punkt a die Gerade aa,, fo be 
ihreiben die beiden ihm gugeordneten Strahlen aa, 2 perfpefti- 
viihe Strablenbijdel, deren perfpeft Are eben die- 
jelbe aa, ift und dabei find aa, zugeorbnete Punkte eines invoz 
lut. geraden Gebildes. Dem gemeinjamen Strahle MM, entjpricht 
daher ein und derjelbe Punkt P von aa, und offenbar fommt die: 
fem Punkte P auf aa, allein die Eigenichaft zu, daß ihm in beiden 
ebenen Geweben eine und diefelbe Gerade p entipricht. 

Wenden wir nun diefelber Schlußfolgerungen nod einmal an, 
aber indem wir von einem Punkte c ausgehen, der nicht in der 
Geraden aa, liegt, fo erhalten wir eine 2te Gerade cc,, der die 
jelben Eigenfchaften zukommen wie der aa,, nämlich 1) jedem Punkte 
d derjelben find 2 Strahlen zugeordnet, die jich in einem Punkte 
d, derjelben Geraden jchneiden; 2) die der Art verbundenen Bunt: 
tenpaare cc; .. Dd,.. bilden ein involut. gerades Gebilde; 3) auf 
cc, giebt e8 einen einzigen Punkt P,, dem die Cigenfdaft zufommt, 
bah ihm in beiden Geweben eine und diefelbe Gerade p, entipricht, 
Nun läßt fich nod) leicht nachiweijen, daß P und P, und aljo aud 
p und p, nothwendig gujammenfallen müfjen, denn wäre dieſes nicht 


*) Ten Fall, in dem biefe Armahme nicht geftattet ift, werben bie näch— 
fen Nummern ausführlich erörtern. 
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ber Fall, fo müßten fic) die erwähnten Geraden aa, und cc, in 
einem 3ten Punfte Q fchneiden, diejem Punkte müßten aber nad 
der obigen Entwiclung 2 Strahlen entipreden, die ſich 1)in einem 
und bemjelben Bunfte von aa, und 2) in einem und demjelben 
Punfte von cc, jchneiden, d.h. es mühte ihm ein und diefelbe durch 
biefe 2 Schnittpuntte beftimmte Gerade zugeordnet fein, was nicht 
möglih ijt, da in aa, und cc, außer P und P, fein Punft ent- 
halten ijt, bem bdiejelbe Gerade zugeordnet ware. Wir nennen der 
Kürze wegen folche zufammengehörige Punftenpaare wie aa,, bb, 
cc, dd; Gegenpunfte des reciprofen Gyjtems. 

Der reciprofe Sat lautet: Sind der Geraden a 2 Punfte a 
und a, zugeoronet, fo find umgefehrt der Geraden aa, oder a, 2 
Punfte von a zugeordnet, der Schnittpunkt von aa, ijt Mittelpunkt 
eines involut. Strahlenbüſchels aa,. bb,. der Art, daß jedem 
Strahle wie a b unde je ein Paar Punkte entjprechen, weldye auf 
bem zugeordneten Strahle a, by ce, liegen. Dabei giebt e6 in dem 
fraglihen Büſchel aa, einen einzigen Strahl p, welder ein und 
demjelben Punkte P in beiden Geweben entfpridt, und dem die 
Eigenfhaft zukommt, daß alle der Art zujammengehörige Gerade 
wie aa, cc,, die man erhält, indem man ftatt von a von Strahlen 
c etc. ausgeht, die nicht zum Strablenbiifdel aa, gehören, auf die- 
fem Strahle p fic) ſchneiden; es leuchtet dabei ein, daß das jebige 
p und P von dem obigen nicht verjchieden jein kann. Der Art zus 
fammengehörige Strahlen wie aa, bb, cc, nennen wir Gegenjtrah: 
len des reciprofen Syſtems. 

2 Gegenpunfte liegen daher immer mit P in 1 Geraden und 
2 Gegenftrahlen liegen immer mit p in 1 Strahlenbüfchel, und der 
Gegenpunft von P liegt immer in p und der Gegenjtrahl von p 
geht immer durch P. 

92. Lehrſatz. Sucht man zu allen Punkten einer Geraden 
q die Gegenpunfte, fo liegen diefe auf einer Kurve II, welche jtets 
durch P geht, und in biefem Punkte die Gerade berührt, welche P 
mit dem Schnittpunfte pq verbindet, aud) die Punkte QQ,, welche 
ber q entjprechen, liegen auf diefer Kurve, und zwar berühren in 
biejen Punkten die Kurve diejenigen beiden Geraden, die den Schnitt: 
punften von PQ und PQ, mit q entipredjen (j. Fig. 29). Durch: 
läuft nämlich ein Punkt & die Gerade q, jo bejchreiben die entſpre— 
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denden Strahlen Q (a,..) und Q, (a,..), die ſich im Gegenpunfte 
a, von a jchneiden, 2 projeftivijde Strahlenbüjchel, die im Allge— 
meinen eine Kurve II erzeugen, die durch Q und Q,, und-da bem 
Shrittpunft pq nothwendig die beiden Strahlen QP und Q,P 
entiprechen, auch durch P geht, wobei zugleich den 3 Strahlen QQ,, 
QP, QP die 3 oben erwähnten Tangenten entjprechen. 

Zufaß. Die erwähnte Kurve II geht in 1 (vefp. 2) Gerade 
über, wenn die Gerade q durd) einen Punft geht, der derfelben 
Geraden in doppeltem Sinne entfpridt, injoferne die projekt. Büjchel 
Q und Q, alsvann zugleich perſpektiviſch Liegen. 

93. Wir haben gejehen, daß außerhalb p fein von P ver- 
ihiedener Punkt erijtiren könne, der derjelben Geraden in doppeltem 
Einne entſpräche; e8 fragt fid) nun, wie es fich in diefer Beziehung 
mit den Punkten von p jelbit verhalte. 

Bor Allem läßt fic) zeigen, daß fein Punkt Q von p berfel- 
ben Geraden q in doppeltem Sinne entſprechen könne, wenn nicht 
zugleih q dur) Q geht; denn fdnitte q die p in R, fo würde bem 
Drei PQR die Eigenſchaft zufommen, daß jeder der 3 Strahlen: 
bifdel P Q R mit dem ihm entjprechenden geraden Gebilde ber 
Gegenjeite involutorifd liegt, daher jeder Geraden, die 2 Seiten 
diejes Dreiecks jchnitte, ein und derjelbe Punft in doppeltem Sinne 
entipräche, was gegen unjere jebige Borausjebung ijt, aber fpater 
näher betrachtet werden wird. 

Es können daher in Bezug auf die Punttelemente von p nur 
folgende 4 Fälle eintreten. 

1) jeder Punkt von p liegt in bem ihm entjprechenden Strahle 
des Büjchels P; 

2) 2 Puntte von p liegen in den ihnen entjprechenden Strahlen 
von P; 

3) 1 Punkt von p liegt in dem ihm entjprechenden Strable 
von P; 

4) fein Punkt von p liegt in dem ihm entjprechenden Strable 
von P*). 

Unterjuden wir nun, um zu unjerer eigentlichen Aufgabe 


*) Den Fall, dag P er in bie Gerade p fällt, wollen wir unten be 
jonders betrachten. 
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jest zurüdzufehren (Nr. 90), in biefen einzelnen 4 Fallen, weldye 
Punkte außerdem nod) auf ihren entjprehenden Strahlen liegen kön— 
nen oder müjjen. 

1. Fall. Sit p als Gebilde von E jeinem entfpredenden 
Strahlenbüjchel P perjpeftivijd, fo gilt diefes aud) von p als Ge- 
bilde von E,, d. h. ſämmtliche Punkte von p entjprechen den durd 
fie gehenden Strahlen von P in doppeltem Sinne, Außer den 
Punkten von p giebt eS feinen Punkt mehr, der auf feiner entfpre- 
chenden Geraben liegt, denn läge der Punkt A außerhalb p auf 
der ihm entjprechenden Geraden a, jo müßte der Schnittpunft ap 
der Geraden AP entjprechen, was nicht möglich ift, wenn A außer: 
halb p liegt. 

2. Fall. Entſprechen den beiden Punften Q und R von p 
die beiden durch fie gehenden Strahlen P(Q) und P (R), jo findet 
diejes offenbar in boppeltem Sinne, d. h. für beide ebene Ge 
webe Statt, legt man nun durch Q eine 3te Gerade q (jf. Fig. 30) 
und judt zu allen ihren Punkten die zugehörigen Gegenpuntte, fo 
liegen dieje nad) 91, Bujag in 1 Geraden q,, die, wie man fic 
leicht duch Betrachtung des Schnittpunftes von PR und q über: 
zeugt, durd) R gehen muß, dabei ijt nun offenbar der Schnittpunkt 
von qq, ein jolder Punkt, der, und zwar für beide Gewebe, auf 
der ihm entjprechenden Geraden liegt, da die Geraden q und q,, in 
Bezug auf die zu ihnen gehörigen Gegenpuntte in Wechjelbeziehung 
ftehen, d. h. da, wenn die Gegenpunkte von q auf q, liegen, dann 
umgefehrt, immer die von q, auf q liegen; dreht fid) q um Q, fo 
dreht fih q, um R. Da aber jeder Strahl des Büfchels P ftets 
von 2 der Art zufammengehörigen Geraden wie q und qy in 2 Ge 
genpunkten gejchnitten wird, welche nad) Nr. 90 zugeordnete Punkte 
des in jenem Strahl enthaltenen, mehr erwähnten involut, geraden 
Gebildes find, jo find diefe Büchel Q (q...) und R (qy...) pro- 
jeftivifd) und erzeugen eine Kurve II, injoferne fie nicht perjpefti« 
vijd fein können; dieje Kurve IL berührt in den Punften QR 
offenbar die beiden Geraden PQ und PR, da dem gemeinjamen 
Strahle QR bei der projeftivijdhen Beziehung die beiden Strahlen 
QP und RP entiprecdhyen. 

Alle Punkte, welche in Bezug auf beide Gewebe in ihren ent- 
fpredenden Geraden liegen, bilden daher in diejem Fall eine Kurve II 
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K, und umgekehrt findet man nach bem Gefes ber Reciprocitét in 
diefem alle, da aud) alle Strahlen, welche durch ihre entſprechen⸗ 
den Punkte gehen, eine Kurve II K, umhüllen, und zwar find K 
und K, entjprechende Gebilde beider Gewebe, und berühren einander 
in den beiden Punkten Q und R. Betrachtet man biefe beiden ent: 
jpredenden Gebilde K und Ky näher, fo ergiebt fich alsbald folgen- 
des (f. Fig. 31): Jedem Punkt A der Kurve K entfpridt als Ele 
ment von E bie eine ber beiden an K, möglichen Tangenten a, und 
alg Element von E, die andere der beiden möglichen Tangenten a, 
und umgekehrt jeder Tangente b von K, entfpridt als Element von 
E der eine Schnittpunft By von K und als Element von E, ber 
andere Schnittpunft B von K. 

gallen die beiden Kurven K und K, in eine zujammen, fo 
tritt der bejondere Fall ein, dat jeder Punkt der Ebene berjelben 
Geraden in doppeltem Sinne entjpricht, eine Lage, deren Eigen- 
thimlichkeiten alsbald unter bem Namen bes Polarfyftems näher 
unterſucht werben follen. 

3. Fall Hat p bloß einen einzigen Punkt Q, der auf fei- 
nem entiprechenden Strahl PQ liegt, fo entjprechen dieſe beiden Ele: 
mente einander wieder in boppeltem Sinne. Rieht man nun durch 
Q eine Gerade q, fo geht die Gerade q,, welche alle Gegenpuntte 
von q enthält, durch den Punkt Q jelbjt, denn würde q, die p in 
einem von Q verjchiebenen Punkt R fchneiden, fo würde dem R bie 
jelbe Eigenjchaft wie bem Q zukommen, und der jebige Fall gegen 
die Annahme mit dem vorigen zufammen fallen. Es können nun 
2 Fille eintreten, nämlich; q und q, find durch P und p getrennt, 
alsdann giebt e8 auger Q in dem Syſteme feinen Punkt, der auf 
feiner entfprechenden Geraden liegt, oder q und q, find durd P 
und p nicht getrennt, alsdann giebt e8 2 Gerade m und m,, deren 
fimmtliche Punkte die verlangte Eigenſchaft haben, und zwar als 
Elemente fowohl von E als von E, betradtet. Man findet diefe 
beiden Geraden als die Ordnungsftrahlen des involut. Strahlen 
büschels, in bem PQ und p einerfeits und qq, andererfeits zuge: 
ordnete Strahlen find. 

Der reciprofe Sat lehrt, daß es auch bloß 2 Strahlenbüjchel 
giebt, deren Strahlen durch die ihnen entjprechenden Punkte der 


beiten Geraden mm, gehen, und man findet m Centva MM, 
Pfaff, neuere Geometrie. 
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(j. Fig. 32) als Ordnungspunfte derjenigen Involution, welche urd) 
irgend einen involutorijden GStrahlenbüfchel von Wedhfeljtrahlen 
(Nr.91) auf PQ erzeugt wird. MM, find daher durd) PQ, ebenfo 
wie mm, durd) Pp harmonisch getrennt, und während den 4 Ele 
menten Pmpm,, als zu E gehörig, die 4 Elemente pMPM, ent- 
ſprechen, jo entipreden benjelben Elementen, als zu E, gehörig, bie 

4. Fall Enthält p keinen Punkt, der auf dem entjpredhen- 
den Strahl von P liegt, jo können 2 Fälle eintreten, nämlich ent- 
weder enthält überhaupt fein Strahl des Syſtems den ihm entfpre- 
enden Punt, oder es giebt, wie im 2. Fall, eine Kurve IL, deren 
fänmtliche Punkte auf den ihnen entfpredenden Strahlen liegen, 
wobei die Kurve II mit p feinen Punkt gemein hat und den Punkt 
P einichließt, fo daß jeder Strahl des Büſchels P 2 folde Punkte 
enthält, welche die Drbnungselemente bes in ihm enthaltenen invo- 
bit. Gebildes von Gegenpuntten enthält. Da diefer Fall wefentlid 
von dem ten Fall-jich nicht unterfdeidet, fondern mit ihm zuſam⸗ 
menfällt, für den Fall, dak die geometrijde Betrachtung durch Ein- 
führung von imaginären Elementen erweitert werben wird, fo foll 
darauf hier verwieſen werben. 

5. Fall Bei diefer unjerer ganzen legten Entwidlung wurde 
eine Möglichkeit außer Augen gelaffen, nach welcher P in p felbjt 
zu liegen kommt; ba für diefen Fall bie bisherige Entwicklung nicht 
mehr zuläffig ift, fo foll nun diefer Fall noch befonders unterfucht 
werben. Faͤllt P mit dem Schnittpunft von aa, und MM, gufam- 
men, d. 5. liegt P auf der ihm entjpredhenden Geraben p, fo ijt 
offenbar P felbft für jeden Strahl des Büfchels P der eine Ord⸗ 
mingSpunft des in ihm enthaltenen involut. Gebilbes von Gegen- 
punkten, und e8 liegt baher in jebem folchen Strahle noch 1 folder 
Punkt, der auf feiner entſprechenden Geraden liegt, fet Q diefer 2te 
Punkt auf aa,, fo iftMQ der ihm in E entjpredende Strahl, fudt 
man nun zu allen Punkten [n..] von MQ die Gegenpuntte [n,..], fo 
liegen diefe in einer Kurve IL, welche dice MQ in Q und diep in P 
berührt, da die beiden Strahlen Qn, und Pn,, durd) deren Schnitt: 
punkt der Gegenpunft von n beftimmt wird, entjpredhende Strahlen 
2er projekt. Büſchel darftellen; es ift nämlih P [n..] mp [N...]. 
Will man nun auf Pn ben 2ten Orbnungspunft Q, finden, fo muß 


ae | 


Pu, Qu ein harmoniſcher Wurf fein, und es kann daher in Betreff 
ber Lage ber Orbnungspunkte Q,, Qo etc. die Unterfuhung in fol- 
gender Aufgabe zujammengefaht werden. Es ift gegeben eine Kurve 
U, zieht man nun von einem ihrer Punkte P Straßlen, welche die 
Kurve und eine fejte Tangente QM derjelben fdneiden, fo foll der 
Ort bes Punktes gefunden werden, der durch diefe Schnittpunfte 
von P harmonisch getrennt ift. Mad der Aufgabe muh (Fig. 33) 
Pn, Qn »Pp; Qep fein, denkt man fich n, aljo aud) Q, feft, fo hat 
man, ba my p, und Q, Q» für jedes p, fic) auf der feften Geraden 
MQ treffen mijjen, Strahlenbüſchel P [pı...] mny [pı...] #Q 
[%...], und aljo aud) Strablenbiifdel P [Q....] #Qı [Q...], 
d. h. die verjchiedenen gefudjten Ordnungspunkte Q, Qo..... müjjen 
auf einer Rurve IL liegen, die durch Q, und P geht, und wie man 
ſich leicht überzeugt, in P die p berührt. 

Diefer bejondere Fall ergiebt fic) offenbar aus dem 2ten, wenn 
man die beiden BunfteQ und R auf p unendlich nahe rüden, d. h. 
in 1 Punkt zujammenfallen läßt, wobei dann auch immer P fid 
mit ihnen vereinigt, 

94. Wir haben gefehen, dak bei der reciprofen Beziehung 
im Allgemeinen nur 1 Punt P, der nicht auf feiner entjprechenden 
Geraden liegt, und nur 2 oder alle Punkte eines geraden Gebildes, 
die je auf ihren entfpredenden Geraben liegen, ihr in doppeltem 
Sinne entfpreden können, tritt daher der Fall ein, daß 2 Punkte, 
die nicht auf ihrer entjprechenden Geraden liegen, oder die 3 Ed 
punkte eines Dreiecks, bie auf ihren entjprechenden Geraden Liegen, 
denjelben in boppeltem Sinne entjprechen, jo muß diejes mit jedem 
Punkte des Syftems der Fall fein, und wir nennen in biefem be- 
jonderen Falle das reciprofe Syftem ein Polarfyftem, fo dak aljo 
das Polarfyftem zu dem reciprofen Syjtem in bemjelben Verhältniß 
fteht, wie die involutorifde Beziehung zur Follineären, 

Wir nennen in einem Polarjyfteme jeden Punkt den Pol der 
ihm entipredenden Geraden und biefe die Polare ihres entſprechen⸗ 
ben Punktes. Liegt der Pol A von a auf feiner Polare a felbit, 
fo geht die Polare jedes von A verfchiedenen Punktes von a durch 
A, und es giebt daher auf a weiter feinen Punkt, dem biejelbe 
Eigenschaft zufäme, Liegt dagegen A nicht auf feiner Polare a, fo 
ift das Punttgebilbe a zu dem ihm entipredenden Strahlenbüjchel 

8* 
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A involutorifch; daher Liegen auf Feiner Geraden mehr als 2 Punkte 
(die Orbnungspuntte der Involution), die auf ihren Polaren Liegen. 

Liegt A nicht auf feiner Polare a, jo geht die Polare b von 
jedem Punfte B von a dur A; 2 jolde Punkte, von denen jeder 
auf der Polare des andern liegt, nennen wir fonjugirt, ebenjo wie 
wir 2 Strahlen, von denen jeder durch den Pol des andern geht, 
fonjugirt nennen. Einem Punkte find daher alle Punkte feiner Po: 
laren und einer Geraden alle Strahlen ihres Poles konjugirt, nennt 
man baber einen Punkt fich felbft fonjugirt, fo muß er auf feiner 
Polaren liegen, jowie eine fic) felbft fonjugirte Gerade durch ihren 
Pol gehen mug. 

Seder Strablenbiifdel liegt mit feinem entfpredenden geraden 
Gebilde involutorifd. 

Se 2 fonjugirte Punkte 2er beliebiger Geraben bilden entipre- 
chende Punkte er projekt. gerader Gebilde, die der Art in diefen 
Geraden erzeugt werben, 

Schneidet unter Vorausfeßung der fo eben gebrauchten Be— 
zeichnung die b die a in C, fo entfpridjt jedem Eckpunkt des Drei- 
eds ABC die Gegenfeite, und je 2 Eden, fowie je 2 Seiten find 
einander fonjugivt. Wir nennen ein ſolches Dreied ein Polardreieck, 
oder aud) wohl ein abjolutes Polardreieck. 

Solder abjoluter Polardreiede giebt e8 unendlich viele in 
jedem Polarfyftem. Entiprehen dagegen den 3 Eckpunkten des 
Dreieds ABC die 3 Seiten a,b,c; des von ihm verfdiedenen 
Dreiecks A,B, C,, fo nennen wir beide relative Polardreiede; aud 
folder giebt es in jedem Polarfyftem unendlich viele. 

95. Jn einem Polarfyftem liegt entweder fein Bunft auf feiner 
Polare oder alle Punkte‘ einer Kurve II, wobei die fimmtliden Po: 
laren Tangenten des Punktgebildes II darjtellen, die mit der Kurve 
die ihnen entſprechenden Pole gemein haben, d. h. fie in biefen berühren. 

Wir haben gefeben, day wenn ein Punkt A auf feiner Po- 
are a liegt, algdann auger A feinem Punft von a diefe Eigenjchaft 
zulonmt, während eS auf jedem von a verjchiedenen Strahl von A 
nod einen 2ten Punkt giebt, der auf feiner Polare liegt, und es 
ift aljo nur zu beweijen, daß diefe Punkte ſämmtlich auf einer Kurve 
2 liegen oder umgekehrt, daß ihre Polaren ſämmtlich einen Strab: 
lenbüfchel II bilden. 
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Es jeien (Fig. 34) A,B,C, D, 4 Punkte, die auf ihren Po- 
fen AB BC CD DA liegen, fo ift jedes Eck des vollftindigen 
4Seitd, das diefe 4 Polaren bilden, der Pol einer ber 6 Seiten 
des vollftindigen Vierecks A,B,C,D,. Anfonderheit ift S ber Pol von 
B,D, und T der Pol von A, C,, alfo der Schnittpunkt P diefer 
keiten Geraden der Pol von ST, da aber in bem vollitändigen 
Piere¢ A,B,C, D, die Gerade QP von R jowohl durd B, und 
C, als aud) durd) A, und D, harmonisch getrennt ift, jedes folche 
Punktenpaar aber auf RB, und RA, die Ordmingselemente der 
duch die einzelnen fonjugirten Punktenpaare dargeftellten Snvolu- 
tion darftellen, fo mug QP die Polare von R und gang ebenjo RP 
die Polare von Q fein, d. §. P der Pol von QR, alfo mug QR 
und ST in eine Gerade gufammenfallen*). Q ift aber aud als 
Schnittpunkt von C,D, und A,B, der Pol von der Verbindungs- 
Ime BD und ebenjo R als Schnittpunkt von B, C, und dD, A, 
der Bol von AC, alfo muß AC durch Q und BD durch R gehen, 
woraus hervorgeht, bag PQR bas Polbreied des vollftändigen Vier- 
eds A,B,C,D, und das Polardreiecf des vollftändigen 4Seits 
ABCD barftellt, und e8 folgt daher ganz wie in Nr. 49, daß bie 
4 erwähnten Polaren Tangenten einer Kurve II barftellen, 
deren Berührungspuntte A,B,C,D, find. Da aber ſchon durd 8 
Longenten und ihre Berührungspunfte die Kurve II vollfommen 
beftimmt ift, fo berühren alle fic) felbft fonjugirten Geraden diefelbe 
Kurve II, welde die Ordnungsturve des Polarfyftems heißt. 

Es hat fich herausgeftellt, bak in Bezug cuf das vollftändige 
4G¢ und auf das vollftändige 4Seit A, B, C, D, im Poldreiect jedes 
Ed der Pol der entjprechenden Gegenfeite ift, hieraus erflart fid 
hadtraglid) (ſ. Nr. 48, Buf.) die Wahl des Namens Pol und Po- 
lar-Dreied. 

96. Ein Polarjyftem ift vollfommen firirt, wenn ein Oreied 
ABC als abjolutes Polardreied angenommen und außerdem zu einem 
Tunfte D, der in feiner Seite des Dreiecks liegt, die entſprechende 
Gerade d gegeben ift, die durch feinen Eckpunkt des Dreiec’s geht. 

Durd) die Annahme, daß den 3Eden von ABC die 3 Gegen- 


*) Daß fie in diefer Geraben einen harmonischen Wurf bilden, folgt aus 
ber bekannten Eigenſchaft des vollftändigen 4Eds, 
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feiten entfprechen, ift nach 94 das Syſtem nothwendig ein Polar- 
foftem, und da die reciprofe Beziehung im Allgemeinen durd 4 Punkte 
und ihre entfprechenden Geraben vollftindig firtrt ijt, wenn feine 
3 Punkte und feine 3 Strahlen einem und demfelben Grundgebilde I 
angehören, jo ift auch in unferem Falle die Beziehung vollftindig 
firirt burd) ABCD und bie ihnen entfpredenden Strahlen. 

97. Lehrſatz. 2 relative Polardreiedfe ABC A, B,C, (f. 
Fig. 35) müffen immer perfpeftivifh liegen (ſ. Nr. 87). CC, ift 
die Polare des Schnittpunftes c von AB und A, B,, ebenfo BB, 
die Polare des Schnittpunktes b von AC und A,C,, aljo ihr 
Schnittpunkt P der Pol der Geraden be oder p. Begeidnet man 
nun die Schnittpunfte von p und PB, PC und PA mit bc, 
und die Sdynittpunfte von p und ABACBCmitcha, fo ift 
wegen des 48 PABC (nad) Nr. 57) cc, . bb, . aa, eine Sin: 
volution bezeichnet man ben Sdhnittpunft von PA, und p durd x, 
fo muß wegen der Srvolution fonjugirter Punkte in p ebenjo ce. 
bb, . ax eine Snvolution fein, d. h. a, und x zufanmenfallen, 
woraus erfidtlid), dag bie Gerade PA identisch ift mit der Gera- 
ben PA,, wie 3. b. w. 

98. Ein Polarjyftem ift vollfommen firirt, wenn 2 perfpet- 
tiviſche Dreiecke als relative Polardreiecfe angenommen find, voraus- 
gejet, daß von den Edpuntten eines derjelben nicht 2 in einer 
Seite des andern Liegen. 

Fixirt man nämlich bie reciprofe Beziehung fo, daß den 4 
Punkten abAB (Fig. 36) von E die 4 Geraden Pa, Pb, B,C, 
A,C, von E, entjprechen, fo entjpricht nothwendig auch dem Punkt 
c von E bie Gerade Pc, von E,, da aber am. bb,. cc, eine 
Involution, jo liegt der Strahlenbüfchel P und bad entfprechende 
gerade Gebilde p involutorifd, daher aud den 3 Punkten a,b, c 
die 3 Strahlen Pa Pb Pc entfpreden. Es entjprechen daher aud 
ben 3 Geraden a, A b,B o,C die 3 Puntte abc, db. b. das gerade 
Gebilde p und der Strahlenbüfchel P entjprechen einander in dop- 
peltem Sinne und liegen dabei involutorifch, woraus nach Rr. 94 
nothwendig folgt, dag bas Syſtem ein Polariyftem darftellt. Die 
obige Bedingung, daß feine 2 Ecken auf 1 Seite des entſprechenden 
Dreiecks Liegen dürfen, mußte deßwegen hinzugefügt werden, weil 
fonjt die Snvolution aa, .bb,.cc, nicht mehr bejtünde, und fomit 
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ber Beweis keinen Sinn hätte, wohl paßt aber der Beweis nod 
vollftindig für den Fall, daß 1 ober 2, ja felbft 3 Eden des einen 
Dreiedd auf je 1 over je 2 oder je 3 Seiten bes andern Fiegen, 
wobei jedes Eck ftets nur auf der ihm emtjprechenden Seite liegen 
fans, weil jonjt nothwendig ber vorige Fall eintreten müßte, 

98. Ein Polarjyftem ift volljtändig fixirt, wenn man eine 
Kurve II K als Ordnungskurve annimmt. Wählt man nämlich 
zu 3 Bunften ABC von K bie 3 zugehörigen Tangenten, welche 
das umjchriebene Dreieck A,B,C, bilden, als entfprechende Gerade, 
jo find ABC und A,B,C, nad) Nr, 48 2 perſpektiviſche Dreiecke, 
wählt man alfo dieſe beiben Dreiecke als relative Polardreiecfe, fo 
it nad) 98. hierdurch ein Polarſyſtem beftimmt, da aber in diefem 
die 3 Punkte ABC auf ihren Polaren B,C, A,C, A, By liegen, 
jo muß bejjen Ordnungskurve diefe 3 Geraden in ABC berühren, 
aljo mit K identisch fein. 

Dieje letzte Art der Fixirung ijt vor allem wichtig, und es 
jo darum bei der Betrachtung der Eigenfchaften ber Kurven II, 
foferne fie als Ordnungskurven eines Polarjyftems erjdeinen, etwas 
verweilt werben. 

99. Der Schnittpunft P 2er Tangenten ift der Pol der Ver= 
Bindungslinie p ihrer Beriihrungspuntte (wir nennen fie kurz die 
Veriihrungsfehne). 

Zieht man daher durch P (f. Fig. 37) eine Gerabe, bie mit 
der Kurve bie beiden Punfte CD gemein hat, fo fdneiden fid 
die beiden Tangenten in C und D auf der Geraden p. 

Jedes folde Punktenpaar wie CD oder EF wird durd P 
und p harmoniſch getrennt, infoferne C und D die Ordnungspunfte 
der durch die Fonjugirten Punkte gebildeten Snvolution darftellen. 
Man kann diefes fo ausdrücken, zieht man von einem Punkte P 
aus Sekanten an eine Kurve II, und jucht je zu P und ben beiden 
Schnittpunkten den 4ten dem P zugeordneten harmonischen Punkt, 
fo liegen biefe alle in 1 Geraden p. 

CDEF bilbet ein ber Kurve II eingejchriebenes 4 EL und 
feine 2 Paar Gegenjeiten CF und DE, fowie CE und DF müfjen 
fich wie ſchon Nr 49. gefunden auf p ſchneiden. Hieraus ergiebt 
fi ein einfaches Mittel, bloß mit Hilfe bes Lineals zu einem ge 
geberterr Punkte die Polare für eine gegebene Ordnungskurve zu 
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finden; und foll umgefehrt zu einer Geraden der zugehörige Pol 
gefunden werden, fo ſucht man zu 2 Punkten derfelben die Polaren 
die alsdann durch ihren Schnittpunkt den gejuchten Pol liefern. 
Wir weifen hier noch einmal zurüd auf die 3te in Mr. 87 
angegebene Art, ein involutorifdes Syſtem zu firiren und fonnen 
uns jest kurz fo faffen: Wählt man irgend einen Pol und feine 
Polare zu Centrum und Are der perjpeft. Beziehung er ebenen Ge- 
webe, und nennt je 2 mit dem Pol in 1 Geraden liegende Puntte der 
Kurve II zugeordnet, jo erhält man ein involutorifches Syftem, in 
weldem die Kurve ein entfpredend gemeinjames Gebilde darjtellt. 


Hat ein Polarfnftem eine Ordnungsfurve, fo ift jeder Pol von 
feiner Polare durch je 2 mit ihm in einer Geraden liegenden Punkte der 
Ordnungskurve harmonisch getrennt, Tiegt daher ein Punkt innerhalb 
ber Kurve II, fo liegen alle Puntte jeiner Polare außerhalb derfelben, 
liegt ein Punkt außerhalb der Kurve, fo liegt ein Theil feiner Polare 
innerhalb, ein Theil außerhalb, und diefe Theile find durd die Be— 
rührungspunfte der beiden an die Kurve vom fraglichen Punfte 
aus zu ziehenden Tangenten getrennt. 


Jedes abjolute Polardreied hat einen Eckpunkt, der innerhalb 
ber Ordnungsfurve liegt und 2 Eckpunkte, die außerhalb derfelben 
liegen, dabei fchneiden 2 der 3 Seiten die Kurve und eine Seite 
nicht, denn ba je 2 Eckpunkte eines abjolut. Polardreiecks fonju- 
girte Punkte darftellen, jo können jedenfalls Feine 2 derjelben inner: 
halb der Kurve liegen, fondern je 2 müjjen durch die beiden Schnitt- 
punkte ihrer VBerbindungslinie mit der Kurve harmonisch getrennt 
fein, ift daher Pein folcher außerhalb ber Kurve liegender Punkt, fo 
muß feine Polare diefelbe in 2 Punkten jchneiden, und die übrigen 
Eden des Polardreiecés müfjen durch diefe Schnittpunfte harmoniſch 
getrennt fein, daher einer Q innerhalb einer R außerhalb liegt. Die 
Polare von Q liegt nad) dem Vorigen ganz außerhalb der Kurve. 


Lehrfak. Die6 Eden ABC und A,B, C, von 2 abjoluten 
Polardreiecen liegen ftets auf einer Kurve TI (Fig. 38). Den 
4 Strahlen des Büſchels A die nad) BC A,B, geben, entjpre- 
gen im Polarjyfteme die 4 Punkte von BC, die auf ben Geraden 
AC AB B,C, A,C, liegen, alfo ift A[BCA,B,] » CBDE, alfo 
aud A[BCA,B,] = C,[CBDE] x C,[CBB,A,] » C,[BCA,B, ], 
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woraus ber Sat folgt, infoferne die beiden projeftivifchen Bijdel 
A[BCA,B,] » C, [BCA,B,] die fraglide Kurve II erzeugen. 

100. Der unendlid) fernen Geraden entfpridt als Pol ein 
Punkt, den wir den Mittelpunkt des Syſtems nennen wollen. Liegt 
der Mittelpunkt auf der ihm entjprechenden unendlid) fernen Ges 
raden jelbit, jo hat das Syjtem eine Orbnungsfurve II, der die 
unendlich Ferne als Tangente angehört, einen Fall, den wir alsbald 
näher betrachten werben. Iſt der Mittelpunkt ein eigentlicher Punkt, 
fo kann das Syſtem eine Ordnungsfurve haben oder nicht. Seve 
Gerade, die durch den Mittelpunkt des Syftems geht, d. h. jede 
Polare eines unendlich fernen Punktes, nennen wir Durchmeſſer 
des Syitemd. Wir nennen ferner 2 Durchmeijer fonjugirt, wenn 
fie burd) 2 einander fonjugirte Punkte der unendlid) fernen Gera- 
ben gehen; liegt der Mittelpunkt im Unendlichen, jo geben alle 
Durcymefjer durch den Pol der unendlih fernen Geraden jelbit, . 
d. b. fie find unter einander parallel, und e8 fann daher in diefem 
Falle von fonjugirten Durchmefjern nicht die Rede fein, in allen 
andern Fallen bilden die fonjugirten Durchmefierpaare einen invo- 
lutoriſchen Strahlenbüfhel. In diefem involutorifchen Büſchel von 
fonjugirten Durchmefjerpaaren erijtirt nach Nr. 40 immer gerade 1 
Paar auf einander fenfredter, und diefe nennt man die Aren des 
Spitems. 

Dieje Begriffe finden bejonders dann praftiiche Anwendung, 
wenn das Syſtem eine Ordmungsfurve hat, weßwegen wir diefen 
wall hier noch bejonders ins Auge fafien wollen: 

Sit vom Mittelpuntt einer Kurve II K die Rede, fo verjteht 
man darunter den Pol der unendlich fernen Geraden in demjenigen 
Polarjyftem, das dburd die Ortnungsfurve K firirt ift. ede Gee. 
rade, welche durd) diejen Mittelpunkt geht, heißt Durchmeſſer der 
Kurve; 2 Durchmeffer, von denen jeder durch den Pol des andern 
geht, heißen fonjugirte Durchmefjer, diejenigen beiden fonjugir- 
ten Durchmefjer, welche zugleih auf einander jenfrecht ftehen, 
Aren; ſämmtliche Paare Fonjugirter Durchmeſſer bilden die ent- 
ſprechenden Strahlenpaare eines involutoriihen Strahlenbüjchels, 
bat dieſer involutoriihe Biifdhel von fonjugirten Durchmefjern 2 
Ordnungsftrahlen, fo nennt man die Kurve II eine Hyperbel, bat 
er feine Ordnungsfirahlen, fo heißt die Kurve Ellipfe. Fragt man 
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nad ber geometrifden Bedeutung des Unterfdiedes, ob ber involut. 

Bifdel Ordnungselemente hat oder nicht, fo ift flar, ba nur ein fol- 

der Durchmeffer fich felbft fonjugirt fein fann, der durch feinen im Un 

endlichen Tiegenden Pol geht; die Hyperbel hat demnach 2 Punkte mit der 

unendlid) fernen Geraden gemein, in denen fie von den Polaren diefer ' 
Punkte, eben den fich felbft fonjungirten Ourdmeffern, berührt wird. 

Die Ellipfe hat mit der unendlich fernen Geraden feinen Punkt ge 

mein; man nennt bie beiden fich felbft fonjugirten Durchmeſſer einer 
Hnperbel die Aiymptoten derfelben. Da die unendlid) ferne Gerade 

bie Hyperbel fchneidet, die Ellipfe aber nicht, fo liegt ihr Pol, d. b. 

der Mittelpunft der Kurve bei der Hyperbel außerhalb der Kurve, 

bei ber Ellipfe innerhalb. Jeder Durchmeſſer, alfo aud) beide Aren 
einer Ellipfe ſchneidet daher diefelbe, während von je 2 fonjugirten 
Durdmefjern, alfo auch von den beiden Aren einer Hyperbel der 
eine fie fchneidet der andere nit. Se 2 Schnittpunkte eines Durch⸗ 
mefferd mit der Kurve IT ftehen vom Mittelpunkt gleichweit ab, 

infoferne fie burd ihn und den unendlich fernen Punkt des Dırrch- 
meffers harmoniſch getrennt find. 

Liegt der Mittelpunkt eines Polarſyftems im Unendlichen felbft, 
fo hat das Syſtem mothwendig eine Ordnungskurve, da cben ber 
Mittelpunkt auf feiner Polaren liegt, diefe Ordnungskurve heißt im 
diefem Falle Parabel. Alle Durchmefjer einer Parabel find parallel, 
und es fonn in diefem Falle von fonjugirten Durchmeffern nicht 
mehr die Rede fein; doch nennt man aud) bet der Parabel den einen 
immer exiftirenden Durchmeſſer, der zu den ihm fonjugirten Gera- 
den fenfrecht ift, Are der Parabel, und deren Schnittpunft mit der 
Parabel ber Scheitel derfelben Kurven IL. 

Die Mitten aller unter einander parallelen Sehnen einer bes 
tiebigen Kurve IT fiegen in demjenigen Durchmeffer, der fonjugirt 
ift demjenigen, der zu den Sehnen ebenfalls parallel ijt, weil alfe 
biefe Mitten offenbar dem unendlich fernen Punkte aller diejer Seh— 
nen fonjugirt find, auch erhellet, ba die beiden Tangenten in ben 
beiden Schnittpunkten eines Durchmefjerd und einer Kurve unter 
fic), und mit dem fonjugirten Durchmefjer parallel fein müffen. 
Die Tangenten in ben Schnittpunkten einer Are und ber Kurve 
(Scheitel ber Kurve genannt) ftehen daher auf dieſem fentredt. 

Betrachtet man irgend cinen Ourdmefjer einer Parabel, oder 
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irgend eine zu einer Aſymptote einer Hyperbel parallele Gerade, ſo 
find je 2 konjugirte Punkte auf dieſen Geraden von dem endlichen 
Schnittpuntte mit ber Kurve gleich weit entfernt, infoferne fie ja 
durch die beiden Schnittpuntte ber Geraben mit der Kurve, von denen 
einer der unendlich ferne Punkt ijt, harmonifd getrennt fein müffen. 

Zuſatz. Diefen Fundamentaljigen, welche für Kurven II 
alg Ordnungskurven von Polarfymen gelten, foll hier nod ein 
Sak beigefügt werden, der ald unmittelbare Folge daraus fid) er- 
giebt, und auf den wir uns in ber nachften Entwidlung ftüßen 
müfjen; er lautet: 

Hat man irgend 3 Tangenten abe einer Kurve II in den 
funtten ABC, und zieht man von einem diefer Punkte A nad 
tem Schnittpunfte der beiden Tangenten be eine Gerade a,, jo ift 
a und a, burch die beiden Punkte BC harmonisch getrennt *). 

101. Sn Uebereinftimmung mit bem bei den früheren Unter: 
fuhungen eingefchlagenen Gange legen wir uns auch hier bie Frage 
zur Beantwortung vor, ob die verjdhiedenen in Nr. 92 und 93 
ermittelten Möglichkeiten Betreff der Lagenverhältniffe Zer reciprofer 
Syſteme jedesmalige Folge der befondern Art der Beziehung felbft 
find, oder ob man bei jeder Art der reciprofen Beziehung beide ebenen 
Gewebe durd) gehörige Verfchiebung in eine beliebige der erwähnten 
möglichen Lagen bringen kann. Nimmt man ein beliebiges gerabes 
Gebilde m in E, fo fann man, wie hier alsbald bewiefen wird, E, 
immer auf 2 Arten fo auf E legen, bag fänmtlihe Strahlen des 
entfprechenden Strahlenbüjchels M, durch die ihnen entfprechenden 
Runfte von m geben, fo daß aljo immer entweder der Fall eintritt, 
bak fämmtliche Punfte 2er Geraben auf den ihnen entiprechendben 
Geraden liegen, oder der Fall, daß diefes bloß mit ber einen Ge- 
raden m der Fall ijt. Wir werden unten beweifen, hak ber bier 
zuletzt erwähnte Fall überhaupt höchitens nur mit 8 Geraden, d. h. 
alfo bei Serlei Lage der beiden ebenen Gewebe eintrete, fo dap in 
allen andern Fällen der erfte Fall eintreten muß. 

Dak man wirflih ein gerades Gebilde p und einen ihr be 

*) Wir nennen 2 Elemente AB eines Hlementargebildes burd 2 ihnen 
ungleichartige Flemente MN eines andern harmonifd getrennt, wenn biefe 
beiden Glementargebilde durd ihren Schnitt 2 neue Clemente bejtimmen, die 
durch AB harmoniſch getrennt find. 
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liebig projeft. Strahlenbüfchel I S in perfpeft. Lage bringen fann, 
folgt aljo: Gntfpreden ben 3 Puntten abe 3 Strahlen abc, fo 
befchreibe man über a b als Sehne einen Kreisabjchnitt, der den 
jpigen Winkel ab faßt, ebenfo über be einen foldhen Kreisabichnitt, 
ber ben fpiben Winkel be faßt, der von b verfchiedene immer eri- 
ftirende 2te Schnittpunkt diefer beiden Kreisabjchnitte bildet ben 
Mittelpunkt eines Strahlenbüjchels, der, wenn man ihn perfpeft. 
auf das gerade Gebilde abc bezieht, zu bem gegebenen Strahlen- 
büfchel fongruent ijt, infoferne die 3 Strahlen abe bdiefelben Win- 
fel einjchliegen. Golder Punkte erhält man aber 2, nämlich zu 
jeder Seite von abc einen. 

Diefer Beweis ftügt fid) auf einen Elementarſatz vom Kreife, 
den wir der Anlage der Schrift nad erft in unferm 2ten Theile 
bringen werben, einen hievon unabhängigen Beweis begnüge ich 
mid) in feinen Umriffen bier furz anzugeben. Wählt man Fig. 39 
auf dem Strahl a einen feften Punkt a,, und läßt man eine Gerabe 
fid) um biefen Punkt aus der Lage a jtetig drehen, fo gilt hinfichtlich 
bes Verhältnifjes a,b, : b,c, folgendes: Wenn die bewegliche Ge- 
rade alle Lagen von a bis in die zu c parallele Lage durchläuft, fo 
ändert fic) ber Werth diefes Verhaltnifjes ftetig entweder wachſend 
bon — oo bis 0, oder abnehmend von +o bis 0, vorausgefeit, 
daß man Betreff des Vorzeichens ber Streden ab und bc, bie in 
Nr. 7 aufgejtellte Pegel gelten läßt, je nachdem die Drehung 
in dem einen oder in bem andern Sinne gefdieht. Es giebt daher 
nothwendig unter allen dieſen Geraden gerade eine, welche, wenn 
man ihren zum Strablenbiijdel S perjpeft. Schnitt als zu p (abc) 
projekt. betrachtet, zugleich zu ihm ähnlich ift nad) Nr. 11. Zufag. 
Alle zu diefer fraglichen Geraden parallele Schnitte des Strahlen 
büjchels find aber unter fid) und alfo auch zu p(abc..) ähnlich, 
und unter ihnen muß e8 daber ftets gerade 2 gegen den Mittel- 
punkt S fymmetrifd Tiegende Gerade geben, deren Schnitte zu p 
(abe..) zugleich fongruent find. 

Um zu ermitteln, ob 2 reciprofe ebenen Gewebe ſich ftets zu 
einem Polarjyftem vereinigen laffen, beachte man, daß alsdann 
jeder Geraden, alfo aud) der unendlich fernen Geraden derfelbe Puntt 
in boppeltem Sinn entiprehen müfje, e8 müfjen daher nothwendig 
vor allem die beiden Mittelpunfte auf einander gelegt werden, da- 
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mit die fragliche Bedingung wenigftens für diefes Baar entfpreden- 
ber Elemente erreicht ijt, das hier die Stelle von P und pin Nr. 92 
vertritt, und bie der erwähnten Bedingung unterworfen bleiben, 
man mag bie eine Ebene um den gemeinjamen Mittelpunkt drehen, 
wie man will. Ob aber die involutorijde Lage wirklich erreicht ijt, 
dafür haben wir in Nr. 93 und 95 verjchiedene Kennzeichen aufge 
führt; eines führt jeboch bier am Fürzeften zum Ziele, nämlich das, 
bag der Strahlenbüfchel P und das entſprechend gerade Gebilde in- - 
volutorijd) liegen, die Punkte von p werden aber in biefem alle 
angedeutet durch die Strahlen eines Strahlenbüjchels, defjen Mittel- 
punkt ebenfalls in P gedacht werden fann, fo daß P als Träger 
2er projeft. Strahlenbüjchel zu betrachten ijt, deren entjprechenbe 
Strahlen in bem Verhältniß zu einander ftehen, daß jeder Strahl 
des erften dem unendlid) fernen Punkte von dem entiprechenden 
Strahl des 2ten entfpridt; diefe beiden projeftivifden Büſchel Fön- 
nen aber nad) Nr. 40 immer auf 4erlei Art involutoriich gelegt 
werden ; bezeichnen wir nämlich die beiden Paare jenkrechter Strah— 
len, die einander entfpredjen, durd) ab oder a, b, und unterjcheiden 
ihre beiden Hälften durch beigejegtea und b von einander, fo muß ftets 
b, auf aund b auf a, gelegt werden. Dabei Fann aber immer a. auf 
d,. oder auf by» zu liegen kommen, und ebenjo be auf a,. oder 
auf a, in2 der 4 möglichen Lagen haben die beiden involutorijchen 
Büchel Ordnungselemente mn, in den beiden andern nicht, wie 
dies Alles die Fig. 40 ohne weitere Erklärung anjdaulid) machen 
wird. Yn den beiden Fällen, in denen die beiden Strahlenbüjchel 
Ordonungselemente haben, liegen offenbar 2 unendlich ferne Punkte 
auf ihren Polaren, und bas Polarfyftem hat daher 2 Hyperbeln zu 
Oronungsturven. Dieje beiden Hyperbeln haben denfelben Mittel- 
punft diefelben Aſymptoten und Aren, und unterfdeiden fid) nur 
badurd), daß die eine in ben einen ber beiden Aſymptotenwinkel 
beichrieben ijt, die andere in ben andern, wie man alsbald daraus 
erkennt, daß ein Ourdymeffer, der die eine der beiden Hyperbeln 
fhneidet, aljo 2 Ordnungselemente für die Snvolution fonjugirter 
Punkte hat, die andere nicht fchneidet, da bie fragliche Involution 
fonjugirter Punkte im 2ten Falle feine Ordnungselemente befist. In 
ben beiden andern Fallen, in denen Feine Ordnungsftrahlen vorhanden 
find, hat das Syitem entweder Feine Ordnungskurve, oder diefelbe ift 


burd eine Ellipfe bargeftellt. Um zu unterfdeiden, wann ber eine und 
wann der andere diefer beiden Fälle eintritt, geht man am beiten 
von einer derjenigen beiden Lagen aus, in welchen die Ordnungs⸗ 
furve eine Hyperbel ijt. Dreht man nämlich) in diefem Falle das eine 
Gewebe um irgend eine der beiden Uren der Hyperbel, fo bleibt 
offenbar in beiden Fällen das Syftem ein Polarjyftem, allein feines- 
falls fann die Ordnungsturve eine Hyperbel fein, weil der Anblid 
der Figur 41 alsbald ergiebt, daß durd) eine ſolche Drehung ſowohl 
aus dem 2ten, al8 aud) aus bem Sten Fall ftets entweder der lite 
oder der Ate fid) ergiebt. Allein das Refultat ändert fid) wejentlid, 
je nachdem man bie reelle *) Are der Hyperbel oder die ideelle 
(oder imaginäre) als Drehare wählt, im erjten Fall haben für beide 
Arten die Gnvolution von fonjugirten Punkten Orbnungselemente, 
aljo erhält das Polarfyftem eine Ordnungskurve, die beide Bren 
des Syitems fdneidet, aljo eine Ellipje, im 2ten Falle bat feine 
Suvolution von fonjugirten Bunkten auf den beiden Wren Ordnungs- 
elemente und e8 fann daher aud) Feine Ordnungfturve geben, 
Diejer Beweis ijt offenbar bloß giltig für den Fall, daß bie 
unendlid) ferne Gerade die beiden ihr entfprechenden Punkte nicht 
in fic) enthält, findet diejes aber Statt, jo überzeugt man fich, daß 
es im Allgemeinen nicht möglich ijt, die beiden ebenen Gewebe fo auf 
einander zu legen, daß ein Polarfyftem entjteht, denn bringt man 
die Ebenen in die Lage, baf die beiben der unendlich fernen Gera- 
den entiprechenden Punkte in einem Punkt U fic vereinigen, was 
ja ſtets nothwenbdig ijt, jo müjjen, wenn jeder Strahl des Parallel- 
ftrahlenbüjchels, defjen Mittelpunkt jener Punkt U ijt, dem ihm 
entjpredyend unendlich fernen Bunfte in boppeltem Sinne entipre- 
hen joll, jene Paralletjtrahlenbüfchel in jolche Lage gebracht werden 
finnen, daß außer der unendlich fernen Geraden nod) 2 Strahlen 
(weil dann alle), die denfelben beiden unendlich fernen Punkten ent= 
ſprechen, auf einander zu Liegen fommen; ſchon diefed ijt offenbar 
im Allgemeinen nicht möglich, und trogdem reicht nicht einmal bie: 


*) Man nennt „reelle”” Are einer Hyperbel diejenige, welde bie Kurve 
in 2 Punften ſchneidet, und die ihr Fonjugirte die ideelle, Ausbrüde bie fid 
auf die Größe des zwiihen ben Gdmittpuntten der Kurve enthaltenen Aren- 
ftüdes beziehen, 
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ſes hin, um ein Polarſyſtem zu erhalten, infoferne befanntlid) ein 
teciprofes Syſtem dadurd) noch durdaus nicht ein Polarfyftem ift,. 
wenn einem geraben Gebilde ein Strahlenbüfchel, deffen Mittelpuntt 
auf defien Träger liegt, im doppeltem Sinne entfpridt. Die Be 
dingung, weldje nod erfüllt fein muß, läßt fic) aljo einfach, fo aus- 
drüden: Betrachtet man einen Durchmefjer als Träger eines ge 
raden Gebildes des einen Gewebes, fo beftimmt der demfelben ent- 
ſprechende Paralleljtrahlenbüfchel auf dem Durchmeffer des andern 
ebenen Gewebes, der bemfelben unendlid) fernen Punkte wie der 
vorige entipricht, durch feinen Schnitt ein gerades Gebilde, bas dem 
erfieren ähnlich ift; gebt die Aehnlichfeit in Kongruenz über (und 
wenn dieS bei 2 der Art zufammengehörigen Durchmeſſer der Fall 
ift, jo ift e8 bei allen ber Fall) fo ift ein Polarfyftem möglich, ift 
bas nicht der Fall, fo ijt auch fein Polarjyftem möglich. 

Um nun nod die oben berührte Frage zu erledigen, wann in 
dem zuerjt betrachteten Galle 2 gerade Gebilde ihren entfprechenden 
Strahlenbüfcheln perfpeftivifd find, und wann nur eine, fo fehren 
wit lieber bie Gade um, und feben voraus, daß das reriprofe Sy- 
ftem bloß eine einzige Gerade p enthalte, die perfpeft. zu ihrem 
entipredenden Strahlenbüjchel P, und zwar in boppeltem Sinne ift. 
Falt man nun von P auf p einen Perpendifel, und dreht bas eine 
ebene Gewebe um biejen Perpendifel um 180°, fo erhält man offen- 
bar ein Polarjyftem, injoferne die p bem P, und ebenjo der frage 
lihe Perpendifel bem in ihm enthaltenen Fußpunkt Q und ebenfo 
bie parallel p durd) P gezogene Gerade r dem in ihr enthaltenen 
unendlich fernen Punkt von pin doppeltem Sinne entfpreden. Das 
fo erhaltene Polarfyftem bat fomit eine Ordnungskurve und gwar 
nothwendig eine Hyperbel, deren eine Wfymptote r, und deren eine 
Tangente der Perpendifel PQ ift f. Fig. 41. 

Aud) bei diefem Beweife wurde vorausgejept, daß der Punkt P 
nicht auf der unendlid) fernen Geraden liege, um zu unterfuden, 
in welchem Fall einem unendlich fernen Punkte P die Eigenfchaft zus 
fommen könne, daß die durch ihn gehenden Parallelftrahlen durd 
die ihnen entjprechenden Punkte der Geraden p gehen, und dag P 
und p babei einander in boppeltem Sinne entipredhen, was zur 
Folge bat, dag bem Büchel P und dem geraden Gebilde p dieſe 
Cigenfdaft allein gufommt, beachte man folgendes: Bor Allem 
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muß in dieſem Falle der unendlich fernen Geraden der unendlich 
ferne Punkt von p entſprechen; ferner muß aber auch von den bei— 
den Bedingungen, welche hier oben aufgeſtellt wurden, wenn ein 
reciprofes Syſtem wie das hier betrachtete gu einem Polarſyſtem 
jolle werden können, die 2te hier zutreffen, ift aber diefe Bedin- 
gung erfüllt, fo fann man jede zu p parallele Gerade p; bes einen 
Gewebes fo auf die zu p parallele Gerade po des andern, welche 
demjelben unendlich fernen Punkt wie p, entipricht, legen, daß mit 
ihnen ber fraglidje Fall wirklich eintritt. 

Es fann daher in ben beiden reciprofen Geweben bloß 8 Ge: 
rade p geben, denen die Cigenfdaft zufommt, daß bei einer gehö- 
tigen Drehung der beiden Gewebe fie allein und zwar in doppeltem 
Sinne ihrem entjpredenden Strahlenbüfchel perjpeft. find, und die 
auf folgende Art gefunden werden: man lege Fig. 41 die Gewebe 
jo, daß fie ein Polarſyſtem mit einer Hyperbel als Ordnungskurve 
haben, ziehe an dieje Hyperbel eine Tangente, die zugleich fenfredt 
auf einer ihrer Ajymptoten fteht, die Gerade, welche durch den Be- 
rührungspunft Q parallel derjelben Aſymptote gezogen wird, ijt eine 
von den 8 ber Art möglichen Geraden p. 

Zuſatz. Aus diefem Beweije folgt jedod bloß, daß wenn 
der erwähnte Fall (1fte Fall in Nr. 93) überhaupt eintreten folle, 
dann bloß diefe 8 alfo bejtimmten Geraden die Rolle von p über- 
nehmen können, und eS muß daher nod nachgewiejen werden, daß 
wenn man das eine Gewebe um den Perpendifel PQ um 180° dreht, 
dann auch allemal dieſer Fall wirklich eintrete; dieſes folgt aber 
mit Nothwenbdigkeit daraus, daß je 2 fonjugirte Punkte wie a a, 
von p von bem Berührungspunfte Q gleichweit abjtehen, infoferne 
fie durch Q und den unendlich fernen Punkt auf p harmoniſch ges 
trennt find, und aljo nothwendig nad der Drehung durch jeden 
Punkt die ihm entfprechende Gerade geht. 

Sind die beiden Ajyınptoten auf einander fenfredt, fo ftellen 
fie felbjt die oben erwähnten Tangenten dar, und es ift daher nur 
bei Zerlei Lage der beiden ebenen Gewebe das fragliche Rejultat zu 
erzielen, daß alle Punkte einer Geraden in den ihnen entjprechen- 
den Strahlen liegen, und aud) dieje beiden Lagen unterfdeiden fich 
bloß jcheinbar, injoferne man fic) leicht überzeugt, da bei der 
Drehung um eine ber beiden fenfredten Ajymptoten ftets ſaͤmmt⸗ 
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lide Punkte der unendlid) fernen Geraden auf den ihnen entſpre⸗ 
denden Strahlen liegen. 

Liegt der Mittelpunkt im Unendliden, und hat aljo das Po: 
larjojtent, zu dem man die beiden Gewebe gujammenfiigen fann, 
eine Parabel als Oronungsfurve, fo hat offenbar die Tangente, 
welde im Scheitel der Parabel an fie gezogen werden fann, eben» 
falls die Eigenfchaft, daß, wenn man um fie das eine Gewebe dreht, 
alsdann alle Punkte einer Geraden, nämlich alle Punkte der Are 
in den ihnen entjprechenden Geraden liegen, denn auch in diefem 
Galle find ja je 2 fonjugirte Punkte ber Are ftets in gleicher Ent 
fernung vom Scheitel gelegen. Das Centrum besjenigen Strahlen- 
büjchels, der für beide Gewebe ber Are als jeinem entjprechenden ges 
raden Gebilde perfpeft. ift, Liegt in biefem Falle im Unendliden 
auf der Scheiteltangente. 

Sind, um in unfrer Unterfuhung einen Schritt weiter zu 
gehen, die beiden Gewebe wieder in bie Lage eines Polarjyitems 
mit einer Ordnungsfurve gebracht, und dreht man das eine um 
eine beliebige Tangente q der Ordnungskurve um 180°, fo bane 
delt e8 fich darum, ob e8 Tangenten derjelben giebt, welche zu jener 
feiten Tangente fenfredt find, ift diefes der Fall, fo tritt immer 
dinfichtlih der Lage der reciprofen Gewebe nad ber Drehung der 
Fall ein, daß für die beiden Gewebe alle Punkte 2er Geraden ab 
in den entjprechenden Strahlen 2er Strahlenbüfhel AB liegen, 
wobei jeboch für das eine Gewebe bie 2 Geraden ab ben Strahlen: 
büfheln AB, für das andere dagegen umgefehrt den Strahlen: 
büfheln BA entjprechen. Die beiden Geraden ab find diejenigen 
Geraden, welche von dem Berührungspunfte Q auf q nad) den Bes 
rührungspunften M und N der beiden auf q fenfredjten Tangenten 
m und n gehen. Die beiden Mittelpunfte AB liegen auf q und 
in den beiden fenfredjten Tangenten, d. h. fie find im Polarfyftem 
vor der Drehung die Pole von a b, die im Berührungspunfte Q auf 
der Tangente fenfredjte Gerade p entſpricht dem Punkte P von q, 
ber vor der Drehung ihr Pol war, auch nad) der Drehung in dops 
peltem Sinne, dabei ift jomohl qapb, als aud) QAPB ein har⸗ 
monijcher Wurf. 

Der Beweis ergiebt fic) aljo: offenbar ijt p (j. d. Fig. 43 
und vergl. die obige Bezeichnung) die einzige — welche auch 
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nad der Drehung um q noch dem Punkte P in doppeltem Sinne 
entfpricht (91), dabei können nad) der Drehung eine 2 vdrher fon: 
jugirte Punkte von p auf einander gu liegen fommen, da das vor 
Drehung involutorifde gerade Gebilde p um einen feiner beiden 
Ordnungspunkte gedreht wurde (Nr.34); die beiden jentredten Tan⸗ 
genten m und n- gehen durch ihre entiprechenden Punkte, und gwar 
entipridt der m als einem Clemente bes einen Gewebes der Punkt 
M felbjt, während ihm als Element des andern Gemebes der Punkt 
M, entjpricht, der von q oder B eben fo weit abjteht ala M. " Die 
4 Strahlen qapb bilden deßwegen einen harmonifdjen Wurf, weil 
bie 4 Bunfte PNRM, die nothwendig in 1 Geraden liegen, einen 
harmonischen Wurf bilden, da aber pq auf einander fentredt ftehen, 
fo balbirt p und q den Winkel ab, daher muß dann M, in b und 
N, in a liegen. Hiedurd find alle im sbigen oe angeführten 
- Behauptungen bewiefen nad 98, 

Qft die Ordnungsturve eine Ellipfe, fo giebt es für jebe Tan: 
gente p 2 zugehörige ſenkrechte m und n. Sit fie eine Hyperbel, 
fo giebt e8 entweder feine ſolche Tangente q, wenn der Aſymptoten⸗ 
winfel, in dem bie Hyperbel liegt, ein ftumpfer ift, ober es giebt 
‚eine bloß beichräntte Zahl. Die Grenze diefer Tangenten führen 
zu ben oben entwidelten Fallen, in welden man blog 1 Gerabe 
erhält, die ihrem in doppeltem Sinne zugeordneten Strahlenbüfchel 
perfpeft. ift; ift bie Ordnungskurve eine Parabel Fig. 44, fo giebt 
e8 zu jeder Tangente immer nur eine zu ibr jenfrechte m, und es 
ſcheint daher die obige Beweisführung nicht mehr zu paſſen; allein 
man überzeugt fic) doch bald, daß auch hier der fragliche Gall eben 
fo eintritt; die 2te jenkrechte Tangente n wird hier fo zu fagen 
von ber unendlid) fernen Tangente der Parabel vertreten, weßwegen 
auch bie 2te Gerade b nad dem Berührungspunft diefer unendlich 
fernen Geraden geht, d. h. in bem Durdmeffer durd Q übergeht, 
und ebenjo ber 2te Mittelpunkt B ins Unendlice hinausrüdt, wäh- 
rend A in die Mitte zwijchen P und Q zu liegen fommt. Da nam: 
lid m und p parallel find, jo ijt die Polare PM ihres Schnitt: 
punktes ein Durdmefjer, daher ijt aus demſelben Grunde, wie bei 
bem entfpredenden Theile des vorigen Beweifes, der Wurf pag b 
ein harmonijder, wenn b den Durchmeſſer in Q bedeutet; der Wins 
fel ab wird alfo wieder durch p und q halbirt. Da ferner je 2 ton: 
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fugirte Punkte des Durdmeffers vor der Drehung von Q gleich 
weit abjtehen und die Polare eines jeden berjelben parallel der 
Drehare q ijt, fo ift hieraus erfichtlih, daß nach der Drehung 
jeder Punt von a und b auf der ihm entiprechenden Geraden: des 
Roralleljtrahlenbüjchels, deſſen Mittelpuntt der unendlich ferne Punkt 
von q ift, liegt, die Puntte von b jedod) als Elemente desjenigen 
Gewebes, welches nicht um q gebreht wurbe, die von a dagegen als 
Elemente desjenigen Gewebes, das um q gebreht worden; bag A 
das Centrum des 2ten Strahlenbüfchels ijt, der zu ben beiden Ge 
raben a und b ebenfalls perjpeft. ijt, läßt fich gwar ebenfalls Leicht 
direft bemeifen, folgt aber unmittelbar daraus, weil die beiden 
Strahlen m und q durch die ihnen entjprechenden Punkte von a 
und b- geben, 

Hat man die Gewebe wieder fo gelegt, dak fie ein Polar 
ſyſtem mit einer Ellipfe ober Hyperbel als Ordnungsturve bilben, 
wählt in ber Ebene einen fejten Punkt Q, und dreht um biejen 
nun die eine Ebene auf der andern um 180°, fo bleibt 1) bas 
Polarfyftem ein Polarfyftem, wenn der Orehpuntt Mittelpunkt 
der Kurve war, und hat ebenfalls eine Orbnungsfurve; 2) fein 
Punkt des reciprofen Syftems liegt auf der ihm entfpredenden Ge- 
taden, wenn ber Drehpunft ein innerhalb der Kurve gelegener 
Punkt war; 3) eine Gerade p (ber zum Orehpuntt gehörige Durch- 
mefjer) entipridt in boppeltem Sinne demfelben Punkte P (dem 
unendlich Fernen auf der zugehörigen Tangente q), und auf biejer 
Geraden p giebt e8 einen einzigen Punft Q, der auf der ihm. ent- 

* fpredenden Geraden q liegt, wenn der Drehpuntt auf der Kurve 
felbft. liegt; . 4) alle Punkte einer Kurve II liegen auf ihren ent 
Iprechenden Geraden, wenn Q außerhalb der Kurve liegt, und zwar 
ift diefe Kurve eine Ellipfe oder Hyperbel, je nachdem die Ord⸗ 
nungskurve eine Ellipfe oder Hyperbel war, in beiden Fallen aber 
it der Drehpunkt Q der Mittelpunkt der fraglichen Kurve. 

Die Richtigkeit für den Fall 1) ergiebt fic) unmittelbar aus 
ber Betrachtung, die hier oben angeftellt wurde zum Beweije, dak 
2 reciprofe Gewebe immer ein Polarſyſtem bilden fönnen, für 2) wird 
der Nachweis aljo geliefert: zieht man durch Q irgend eine Gerabe 
(j. Fig. 45), fo können nad der Drehung bloß folde fonjugirte 
Putte auf. einander zu Liegen fommen, (und hierauf fommt es ja 
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offenbar an, wenn eine Gerade nach der Drehung durch den ihr 
entſprechenden Punkt auf ab gehen ſoll), die vor der Drehung, d. b. 
im Polarjyftem auf entgegengejegten Seiten von Q lagen, es fom- 
men daher bei diefer Unterfuhung nur die Punkte von ab in Be- 
tracht, welche zwifchen Q und der Mitte der Sehne ab liegen. Sind 
nun M und M, Fig. 45 2 foldhe fonjugirte Punkte im Polarfyftem 
fo ift, ba MaM,b ein harmonifcher Wurf, Ma größer als M,a, 
alfo um fo mehr QM größer alé QM, und M und M, fonnen da: 
her nie auf einander zu liegen kommen, wenn die eine Ebene um 
Q gedreht wird; für 3) ift der Beweis derfelbe wie in dem Falle, 
wo bie eine Ebene um eine Tangente umgeflappt wurde, nur ift 
Normale und Durchmefjer zu vertaufden; für 4) endlid) ergiebt 
fich die Richtigkeit aus einer ganz Ähnlichen Betrachtung wie für 2) 
auf jeder durch Q gehenden Geraden erhält man nämlich ein Paar 
fonjugirte Punfte MM, die von Q gleich weit abftehen, fo daß, 
wenn eine ber beiden Ebenen gedreht wird, fowohl die durch M, 
als die durch M, gehende Gerade alsdann dur ihren entiprechen- 
den Punkt M, und M geht. War die Ordnungsfurve eine Hyperdel, 
fo liegen offenbar ihre beiden unendlich fernen Punkte auch auf der 
neuen Kurve und umgefehrt, hat die neue Kurve 2 unendlich ferne 
Punkte, fo müfjen diefe vor der Drehung ebenfalld auf der Ord⸗ 
nungskurve gelegen fein. 

Wenn, um auch diefen Fall noch zu betrachten, die Ordnungs- 
furve eine Parabel, fo bleibt das Syitem ein Polarfyftem, wenn 
man bie eine Ebene beliebig längs eines (d. h. aller) Durchmeſſer 
verjchiebt. Dabei bleibt immer eine neue Parabel Ordnungsturve,* 
die der früheren in Allem gleich ift, und fich bloß der Lage nad 
von ihr unterfcheidet der Art, daß die erfte mit der zweiten genau 
zufammen fallen würde, wenn man mit ihr diefelbe Art der Ver— 
Ichiebung vornehmen würde, aber nur um bie halbe Strecfe wie 
vorhin. Dreht man das eine ebene Gewebe um einen Punkt Q der 
Parabel um 180°, fo hat das entjtehende veciprofe Syitem die oben 
betrachtete Lage, daß alle Punkte des ourd) Q gehenden Durch: 
meffers auf den ihnen in doppeltem Sinne entiprechenden Parallel- 
ftrahlen liegen. Liegt endlich der Drehpunft Q nit auf der 
Parabel, jo ift der durch Q gehende Durchmefjer die einzige Gerade 
die ihrem Punkte in doppeltem Sinne entjpricht, und die unenblich 
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ferne Gerade die einzige Gerabe, bie durch den ihr entſprechenden 
Punkt dieſes Durchmeſſers geht. 

Bringt man endlich das reciprofe Syſtem wieder in eine Lage, 
bag e8 eine Ordnungsfurve hat (wenn died möglich), und breht 
man das eine Gewebe um eine Gerade um 180°, welche auf einer 
Tangente Q im Berührungspunfte ſenkrecht fteht, jo erhält man 
offenbar Hinfichtlich der Lage des entjtehenden reciprofen Syftems 
ben Fall, welder oben als der legte am Schluß nod) befproden 
wurde, in bem nämlich bie eine einzige Gerade q ihrem in ihr Lie 
genden Punkte Q in doppeltem Sinne entjpricht, wobei außer dem 
alle Punfte einer Kurve II, die die q in Q 4punttig berührt, a 
ihren entfpredenden Geraden liegen. ’ 

102. Es bleibt uns jest nod) die Unterjudung übrig, wel- 
bes Gebilde durch die Verbindung. entfprechender Elemente er 
projeftivifcher Grundgebilde II erzeugt werde (vergl. Mr. 43). Ehe 
wir jeboch zu diefer Unterjuchung uns wenden, joll nod) aus {pater 
zu erwähnenden Grünben die projekt. Beziehung 2er Strahlenbün- 
del näher in Betracht gezogen werden. 

Da jedoch nach Mr. 81 der Strahlenbündel im räumlichen Sy 
ftem bem ebenen Gewebe reciprof ift; fo genügt es hier volljtandig, in 
Kürze bie in dem Nr. 82 2. erhaltenen Haupt-Refultate nad dem 
Geſetz ber Reciprocität vom ebenen Gewebe auf den — 
zu übertragen. 

Die kollineäre Beziehung 2er Strahlenbündel ijt vollfommen 
fixirt, a) wenn gu 4 Strahlen, von denen Feine 3 demſelben Strah- 
Ienbüjchel angehören, bes einen die 4 entfprechenden Strahlen bes: 
andern, welche diejelbe Bedingung erfüllen, gegeben find, b) wenn 
zu 3 Strahlen, welche nicht einem Strahlenbüfchel angehören und. 
l&bene die entfprehenden 3 Strahlen und bie entjprechenve Ebene 
gegeben find, c) wenn zu 1 Strahl und 3 Ebenen, die nicht bem- 
felben Ebenenbüfchel angehören, der entipredende Strahl und bie 
entiprechenden Ebenen gegeben find, d) wenn zu 4 Ebenen, von 
denen feine 3 bemjelben Ebenenbüfchel angehören, die entjprechen- 
den Ebenen gegeben find, e) wenn zu einer Kegelfläche I K und 
zu 3 ihrer Strahlen oder zu 3 ihrer Berührungsebenen bie entfpre- 
chende Kegelfläche II und. die entſprechenden Strahlen. oder = 
rungsebenen gegeben find. | 
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Haben 2 fLollineire Strahlenbindel denfelben Mittelpuntt, fo 
haben fie wenigftens 1 Strahl und 1 Ebene entfpredjend gemein, 
fie können aber 2 Strahlen und 2 Ebenen oder 3 Strahlen und 3 
Ebenen, oder alle Strahlen eines Strahlenbüfchels und alle Ebenen 
eines. Ebenenbüfchels entfpredend gemein haben. 

So viele Strahlen 2 berartige Strahlenbünbel entfpredjend 
gemein haben, ebenfo viel Ebenen haben fie aud) entipredjend gemein. 

2 tollineäre Strahlenbündel, welche alle Strahlen eines Straß 
lenbuͤſchels, und alfo aud alle Ebenen eines Ebenenbůſchels ent⸗ 
ſprechend gemein haben, werben perſpektiviſch genannt. 

Die perſpelt. Beziehung 2er Strahlenbündel iſt fixirt, wenn 
bie Ebene des entſprechend gemeinſamen Strablenbijdels E . und 
bie Are bes entipredend gemeinfamen Ebenenbüfchels m, und "außer: 
bem nod zu einem Strahl, der nicht in E liegt, der entſprechende 
Strahl gegeben ift. 

Sind 2 Kegelflächen II in denfelben Flächenwintel AB be 
fohrieben, jo fann man fie immer als entfpredende Gebilde 2er 
perfpeft. Strahlenbündel betradjten, für welche die Gerade AB: die 
Ure des entiprechend gemeinjamen Ebenenbüſchels darftellt; und bie 
Beziehung ift volljtändig firirt ‚ wenn nod) feftgefegt wird, in’ wel: 
her Ordnung die: beiden Strahlen, in welchen eine Ebene bes Ebe 
nenbüjcheld AB bie eine Kegelfläche fchnetvet, den beiden Strahlen 
entfprechen, in welchen bie andere Kegelfläche bon derſelben Ebene 
geſchnitten wird. 

Schneiden ſich 2 Kegelflächen in den beiden Strahlen ab, 
und liegt von den beiden Nebenwinkeln, in bie ber Strahlenbüfdhel 
ab getheilt wird, derjelbe innerhalb beider Regelfliden *), fo. Tann: 
man biefe Kegelflächen als entiprechende Gebilde 2er perſpektiviſcher 
Strahlendindel betrachten, für welche der Strahlenbüfchel ab ent: 
ſprechend gemeinfam ift, und bie perfpeft. Beziehung iſt vollftändig 
firirt, wenn nod) feitgefegt: wird, in welder Orbnung bie) beiden 
Cangentialebenen, welche fid) von einem Strable des Büfchels ab 


*) Was man unter Strahlen innerhalb und auferhalb einer Kegelflädhe 
verfteht, wird ohne weiteres aus ber Vergleidung ber entfprechenden Ausbrüde 
bei Kurven II fid ergeben, wenn man eine Kegelfläche als Schein einer Kurve 
bettachtet. 
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an 1 bie eine Kegelfläche legen laſſen, ben beiden Tangentialebenen: 
entiprechen, bie durch benjelben — an die andere gelegt were 
den koͤnnen. 

108. Entſprechen in 2 Strahlenbindeln, bie benferben Mit; 
telpunkt haben, 2 Paare von Strahlen, die nicht demſelben Strah⸗ 
lenbuſchel angehören, einander in doppeltem Sinne, fo. ijt dieſes mit, 
jedem entſprechenden Strahlenpaare der Fall, und man nennt den 
Qnbegriff Qer folder Bündel ein involutoriſches Syſtem im Straße, 
lendiindel. Die beiden Bündel eines folden Syſtems liegen jtets 
peripeftivifch, dabei enthält jede Ebene des entjprechend gemeinjamen 
Ehenenbüfchels einen involutorifden Strahlenbüjgel mit 2 Orbnungs« 
ftrablen, und jeder Strahl des entfprechenb gemeinfamen. Strahlen: 
büjchels ift die Are eines involutorifden Ehenenbäjdels mit 2 Ord. 
nungselementen. 

Sedes involutoriſche Syſtem ijt beftimmt durch die beiden en. 
fprehend gemeinjamen Elementargebilve. - | 

Eine befonders wichtige Art die involutorifche Beziehung der 
Strahlenbündel zu firiven, ift die, daß man eine Kegelfläche IT als: 
entiprechend gemeinfames Clementargebilde betrachtet, und zu 2. 
Strahlen mn besjelben die. entfpredjenden Strahlen m, m, ans, 
nimmt. Der Strahl, in welchen mm, und nn, ſich ſchneiden, ift 
die Ure des entſprechend gemeinſamen Ebenenbüfrhels, und die beiden 
Strahlen, in denen fi) mn, und min, fowiemn und mn, ſchnei⸗ 
den, gehören dem. entiprechend gemeinfamen. Strahlenbüjchel an. 

104. Haben 2 reciprofe Strablenbiindel denfelben Mittel: 
punkt, fo jagen wir, fie bilden ein reciprofes Syitem, 

In einem reciprofen Syjtem entipridt ein Strahl im Wge- 
meinen 2 verjchiedenen Ebenen; dak ein Strahl einer Ebene in bop- 
peltem Sinn entfpridt, ijt entweder bei allen Strahlen der Fall, 
und dann nennen wir das Syitem ein Polarjyftem, ober es tritt. 
einer der nachfolgenden Fällen ein. 

A. 8 entipricht- einem Strahl p biejelbe nicht er ihn 
gehende Ebene P- in hoppeltem Sinn, und in biefem Falle kann 
nod) 1) jeder Strahl bes in P enthaltenen Strahlenbüfchels berjelben 
burd) ihn gehenden Ebene des Biifdels p in boppeltem Sinn ent- 
Iprechen, oder 2) e8 findet diefes bei 2 Strahlen q und r oder 3) 
bei einem Strahl q oder 4) bei feinem Strahl Statt. B. Es ent 
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fpridt einem einzigen Strahl p biefelbe dburd ihn gehende Ebene P 
in boppeltem Sinne. 

Unterfudt man nun nod, welche Strahlen bes Syftems außer 
ben oben ſchon genannten in allen biefen aufgeführten Fallen in. 
ihren entfprechenden Ebenen liegen können, fo findet man: im lften 
Fall keines; im 2ten alle Strahlen einer Kegelflädhe, welche burch 
q und r geht und in biefen Strahlen von ben Ebenen qp und pr 
berührt wird, dabei entfprechen jedem Strahle als Element der bei- 
ben Bündel die 2 Xangentialebenen, vie fid) burd ihn an die jener 
erften Kegelfläche entjprechende Kegelflähe des Syſtems legen 
laffen, und umgekehrt jeder Tangentialebene biefer letzteren als 
Element beider Bündel die 2 Strahlen, in welchen fie bie erfte 
Kegelfläche fchneidet, in q und r fallen diefe fonft verfdiedenen 
Elemente je in 1 zufammen; im Sten Fall giebt e8 entweder feinen 
weiteren Strahl, der in feiner entjpredhenden Ebene liegt, ober es 
giebt 2 Strahlenbüfhel MN, die zu ihren entjprechenden Ebenen- 
büfcheln mn perjpeftivifch find; entfpricht dabei bem M als Gebilde 
bes einen Bündels ber Büfchel m, fo entfpridt ihm als Gebilbe 
bes andern ber Büfchel n; Mund N find dburd die Ebenen P und 
qp, m und n burd die Strahlen p und q harmoniſch getrennt; 
im 4ten Fall findet dasjelbe Statt, wie im 2ten, nur haben die 
beiden Kegelflächen fein Element gemeinfdaftlid und p wird von 
beiden umjchlofien; oder fein Strahl liegt in feiner Ebene. 

105. Entſpricht, wie oben erwähnt, bei bem reciprofen Sy: 
ftem jeder Strahl derſelben Ebene in doppeltem Sinn, fo nennen 
wir das Syftem ein Polarfyftem im Strahlenbündel, und behalten 
babei „diefelben Bezeichnungen bei, wie fie in Nr. 93 für ebene Po- 
larſyſteme feftgefest wurben. 

Jedes Polarfyftem hat unendlich viele abfolute Polardreifante ; 
2 relative Polardreifante liegen perfpeftivifd. 

Qn einem Polarfyftem liegt entweder fein Strahl auf feiner 
Polare oder alle Strahlen einer Kegelfläche II, die wir die Ord- 
nungsflade bes Syſtems nennen. Iſt abcd ein der Ordnungs- 
fläche eines Polarfyftems eingefdriebenes vollftindiges 4 Kant fo ift 
jede Kante des zugehörigen Polardreifants der Pol feiner Gegenfeite. 

Seder Ebenenbüfchel des Syſtems liegt mit feinem entfpre= 
chenden Strahlenbüfchel involutoriih. — Ein Polarſyſtem ift voll- 
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fommen firirt, wenn ein abjolutes Polarbreifant und außerdem zu 
einem Strahl, der in feiner Seite desfelben Liegt, die entjprechende 
Ebene; 2) ebenfo, wenn 2 perjpeft. Dreifante als relative Polar: 
breifante; ober 3) wenn eine Kegelfläche II als Orbnungsfläche 
gegeben find. 

Ale Polaren zu Strahlen, die innerhalb der Orbnungsfläche 
liegen, jchneiden diefe nicht, alle, die zu Strahlen gehören, die außer: 
halb Liegen, ſchneiden jie. Jedes abfolute Polardreifant hat eine 
Kante, die innerhalb der Ordnungsflade Liegt. 

Die 6 Kanten er abjoluter Polardreifante liegen ſtets in 
einer Kegelflädhe II. 

106. Wenden wir -uns nun zu ber legten Unterjuchung, 
nämlich zur Ermittelung derjenigen geometrifden Gebilde, welche 
burd) die Verbindung entjprechender Elemente 2er projekt. Grund: 
gebilde II entftehen, wenn diejelben nicht in demjelben Trager ent- 
halten find, ba aud) bier (ähnlich wie in Nr. 43 2.) fich theilweife 
aus der Betrachtung diefer neuen Gebilde ſelbſt eine klarere Ein- 
fit in bas innere Gefüge der projekt. Grundgebilbe gewinnen läßt. 

Tür jedes der beiden Grundgebilde III würben fi bier 3 
Aufgaben unfrer Behandlung darbieten. Bei 2 ebenen Geweben 
wäre nämlich zu ermitteln 1) für die follinedre Beziehung a) wie 
it das Syitem von Strahlen bejchaffen, bas durch die entjprechen- 
den Punktenpaare der beiden Gewebe erzeugt wird, b) wie ift das 
Syftem von Ebenen befdaffen, die durd entſprechende Strahlen- 
paare beider Gewebe gelegt werden können, 2) für die veciprofe 
Beziehung, wie ift das Syftem von Ebenen befdaffen, das durd 
die entfpredenden Elementenpaare, Punft und Strahl, beftimmt ift. 
Bei 2 Strahlendifdeln würden fic) diefelben 3 Fälle unterjcheiden 
laffen, infoferne jede der hier genannten Aufgaben nad) bem Ge- 
fee der Reciprocität der räumlichen Syfteme in veciprofer Faſſung 
erſcheinen würde. 

Von dieſen 6 Aufgaben haben wir auch nur 3 zu löſen, und 
zwar werden wir bei jeder einzelnen uns die Wahl offen laſſen, ob 
wir von 2 projeft. ebenen Geweben, oder von 2 projeft. Strahlen⸗ 
bündeln ausgehen wollen, bei welder Wahl uns die Rüͤckſicht auf 
die Anihaulichfeit maßgebend fein foll; ein geometrifches Gebilde, 
bas aus einer fontinuirliden Aufeinanderfolge von Punkten bejteht, 
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liegt nämlich unferer Anſchauung näher und. ift leichter in feinem’ 
Gefüge zu überfchauen, als eine kontinuirliche Uufeinanderfolge von 
Ebenen ja jogar von Linien, und biefer Gefichtspunft war es, der: 
uns bejtimmen mußte, die Strahlenbündbel bei biejer Unterfudung: 
mit hereinzuziehen (ſ. Nr. 102, Anfang). 

Ehe wir jedoch gu biefer Unterſuchung ſchreiten, foll nod 
ausdrücklich Folgendes bemerkt werden: Bon den 3 bier oben er- 
wähnten Aufgaben haben nur die 2 legten für die nachfolgende Ent- 
wiclung weſentliches Intereſſe, während die erjte nur einiges theo- 
vetiſches Intereſſe gewähren dürfte und bier einestheild der Vollſtän⸗ 
digkeit und Conſequenz wegen, anbderntheils des Umſtands wegen 
hod) in nähere Betrachtung gezogen wurde, weil auch durch fie eini- 
ges weitere Licht über bas innere Gefüge der projekt. Beziehung: 
verbreitet wird. 

107. Sind im eal 1) a) jämmtlihe Punkte her Schnittlinte 
2er follinedrer ebener Gemebe entjprechend gemeinjame &lemente, 
fo liegen je 2 entiprechende Punkte mit 1 feften Punfte je. in 1 Gee. 
raden, b. h. die beiden ebenen Gewebe find Schnitte eines Strahlen: 
bündel® M. Sind a bc 3 Punkte von EH, die jedoch nicht in 1 
Geraden liegen follen und a, by c, die 3 entipredenden : Punkte in. 
E,, {o mug nothwendig jede der 3 Geraden aa, bb, cc, jede der: 
andern ſchneiden, weil jede der 3 Seiten des Dreieds abc ihrer: 
entjprechenden Seite des Dreiecks a, by c, perjpeftivifch fein mug,’ 
eine Bedingung, die nur dann erfüllt fein fann, wenn alle 3 durch 
benjelben Punkt M gehen; wir nennen die ebenen Gewebe in diejem 
Galle perfpettivifd). 

Enthält EE, feinen entſprechend gemeinſamen Punkt, ſo kann 
man ſich ſaͤmmtliche Punkte in E enthalten denken in fänmtlichen 
Strahlen eines Strahlenbüſchels M, die entſprechenden Punkte in 
E; find dann in dem entſprechenden Strahlenbüſchel M, enthalten, 
hieraus ift zu erfehen, daß fid) das ganze Syftem der fraglichen 
Strahlen (u +u-+ 1) an der Zahl, ftets gruppiren läßt in u41 
Regelihaaren, die alle 2 Strahlen, nämlih MM, und EE, ent- 
halten, und diefe Art der Gruppirung lagt ih auf u2? + u + 1 
verfdjiedene Weifen vornehmen, da die Wahl von MM, willführlich 
ift, nur ift zu beachten, dag wenn M in EE, liegt, algdann eine 
oder 2 der u + 1 Regelihaaren in 1 ober 2 Strablenbifdel II 
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übergeben, die in E und E, liegen. Dabei giebt es überhaupt 
®+m+ 1 folde verfchiedene Regelſchaaren, die durch einen Theil 
der fraglichen Strahlen gebildet werden, und außerdem noch 2 Strahl: 
Ienbüjchel IT in E und E,; jede der erwähnten Negelichaaren hat 
mit jeder anderen 2 Strahlen gemein, wovon einer EE, ift.. 

Hat die Gerade EE, einen entjprechend gemeinjamen Punkt 
Q beider. Gewebe, fo läßt fic) das ganze Syſtem von Strahlen nod 
auf eine ſehr einfache Weife in einzelne Gruppen abtheilen, wenn 
man Q felbjt als ven Mittelpunkt des Strahlenbüjchels betrachtet, 
der alle Punkte von E enthält, je 2 entiprechende Strahlen von Q 
erzeugen einen Strablenbiijdel I. Die Mittelpunfte. aller dieſer 
Strahlenbüjchel I Liegen in einer Geraben und die Träger aller 
dieſer Strahlenbüfchel I bilben einen Ebenenbüjchel IL, ber biefer 
Geraden perfpeftivifd ift. Sind nämlich e und e, die beiten Ge- 
raden, weldje ber Schnittlinie EE, in beiden Geweben entipreden 
und bie fid) nothwendig in Q fchneiben, fo erzeugen die Geraben, 
weldhe bie entfprechenben Punkte von EE, und e, fowohl, als die 
von E,E und e verbinden, je einen Strahlenbüfchel IM und Mj. 
Dabei find offenbar M und M, entfpredende Punkte von E und E,, 
sieht man baher von M und M, 2 Strahlen nad) bemjelben Punkte 
von EE,, fo ſtellen dicfe 2 entjpredhende Gerade von E und. E, 
bar, alle Verbindungslinien entſprechender Puntte diefer Geraden 
erzeugen einen Strahlenbüfchel II, dem jftets die Gerade MM, ane 
gehört, alle Strahlen, welche 2 entſprechende Puntte verbinden, fchnei- 
den daher die MM,, woraus denn folgt, daß bie Mittelpuntte aller. 
der oben erwähnten Strahlenbüfchel I in ber Geraden MM, liegen 
müffen, da aber die beiden Strahlenbüfchel I Q in E und E, pro- 
jeft. aber nicht perfpeft. find, fo bilden die Ebenen, welche je 2 ent- 
fpredjende Strahlen derſelben verbiriben, und die alfo die Träger 
jener Strahlenbüſchel I barftellen, einen Ebenenbüfchel‘ II, der mit 
MM, perfpeftivifch ift, weil QMM, ebenfalls eine Ebene vefjelben 
baritellt. 

Hieraus geht hervor, daß man das fragliche Syitem von 
Strahlen aud: nod) auf eine andere Weife in einzelne Strablens 
gruppen gliebern Tann, es bejteht nämlich ebenfo gut aus u + 1 
Strahlenbüjdheln II, deren Biene einen Ebenenbüjchel I mit. der 
Are MM, bilden, 
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Haben endlich die beiden Gewebe 2 Punkte P und Q der 
Schnittlinie EE, entjprechend gemein, fo läßt das innere Gefüge 
bes fraglichen Syftems von Verbindungslinien folgende Gejegmäßig- 
feit erkennen: die beiden Paare projeftivijdher Büſchel P und Q find 
perfpeftivifch, daher bilden die Ebenen, melde durch entſprechende 
Strahlen berjelben gehen, 2 Ebenenbüfchel Ip und q, außerdem 
ift aber nod jedes Paar entjprechender Strahlen a und a,, b 
und b, der beiden Bafdel P und Q ebenfalls perjpeftivijd, daher 
fämmtliche Verbindungslinien ihrer entjprechenden Punkte je einen 
Strablenbijdel I A und B bilden. Sind nun a und a, ein Paar 
entiprechender Punkte von E und E,, fo entfpricht der Geraden Pa 
bie Pa, und der Qa die Qa,, daher die Verbindungslinie aa, 
1) jowopl in dem Strahlenbüfchel IA, als aud in bem Strahlen: 
büjchel I B liegen muß und 2) fowohl die Are p, als auch die 
Ure q fdneiden muß, diejes ift aber nur dann möglid), wenn das 
perfpeft. Centrum wie A für jedes Paar entjprechender Strahlen 
bes Büjcheld P in ber Are q und umgekehrt jedes perfpeft. Gen- 
trum wie B 2er entjprechender Strahlen des Büfcheld Q in der Are 
p liegt. 

Das foeben erhaltene Refultat fann aud) fo ausgebrüdt wer- 
ben: Sind p und q 2 beliebige Gerade, welde 2 Ebenen E und E, 
in 2 Punkten P und Q ihrer Schnittlinie fchneiden, und man zieht 
von allen Punkten a der einen Ebene E Gerade, welde p und q 
zugleidy jchneiden, jo begegnen dieſe Geraden ber andern Ebene in 
Punften a, von der Lagenbejchaffenheit, day aa, je ein Paar ents 
fpredender Punkte der follineär auf einander bezogenen ebenen Ge: 
webe E und E, daritellen. 


Durd einen beliebigen Punkt des Raumes gehen entweber 
alle Strahlen des Syftems oder 3, oder 2, oder 1, oder 0. Den 
Tal, in dem alle Strahlen des Syftems durch einen Punkt des 
Raumes gehen, haben wir oben betrachtet. Unterfucht man nun, 
burd) welde Punkte des Raumes 3 oder 2 Strahlen des Syitems 
gehen, fo gelangt man zu der 2ten ber in 106 angeführten Aufgaben, 
nämlich zu ber, das Syſtem berjenigen Ebenen aufzuſuchen, welche 
duch entipredende Strahlenpaare beider Gewebe E und E, fid 
legen lajfen, denn follen aud) nur 2 Strahlen des Syftems durd 
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einen Punkt gehen, jo ift die durch fie bejtinumte Ebene eine Ebene 
des fo eben erwähnten Syſtems. 


§. 6. Linien und EChenenbiifdel :11. Ordnung. 


108. Wenden wir uns nun zu diejer zweiten an fic) interefs 
janten und für unfere fpätere Entwicklung wichtigen Aufgabe, und 
fellen uns zu diefem Zwecke aus dem oben 106 angeführten Grunde 
die zu der eben erwähnten Aufgabe reciprofe: Es follen bei 2 fol- 
lineiren Strahlenbündeln S und S, diejenigen entjprechenden Strah⸗ 
Ienpaare ermittelt werden, welche jich jchneiden, d.h. je in 1 Ebene 
liegen. 

Es entfprede bem gemeinjamen Strahle SS,, als einem Ele 
mente von S, der Strahl s, von S, und demfelben Strahle 8, 8, 
alg Element von S,, der Strahl s von S, jo entſpricht aud) dem 
Ebenenbüjchel SS, einmal der Ebenenbüjchel s, das andere Mal 
der Ebenenbüſchel s. Wir unterjcheiden nun folgende 2 Falle: 

I. s und fomit aud s, fällt mit SS, felbft zufammen. 

Jn diefem alle fann nun der Ebenenbüjchel SS, alle, oder 
2, oder 1, oder O Ebenen entjprechend gemein haben, jeder Strahl 
aber, der in einer folden entjprechend gemeinjamen Ebene liegt, 
ſchneidet den ihm entjprechenden, und die Schnittpunfte liegen offen⸗ 
bar im Ijten Fall in einer Ebene (die Strahlenbündel jind perjpef: 
tivijd)), im 2ten in 2, im 3ten in 1 Geraden, während im legten 
auger SS, fein Strahl mit jeinem entjprechenden einen Punkt ge 
mein hat, 

I. s und s, find unter fich verfchieden; hier können 2 Tälle 
eintreten: 1) ss, liegen in einer Ebene, die entjprechenden Ebenen: 
büfhel SS, und s, einerfeits und S, S und s anbdererfeits find per- 
fpeft. Die beiden Strahlenbüfchel, welche durch diefe perſpekt. Ebe- 
nenbüjchel erzeugt werben, jtellen den einen Theil der Strahlen dar, 
welde in diejem Falle die ihnen entjprechenden Strahlen ſchneiden, 
den andern Theil bilden die Strahlen er projeft., nicht perjpeft. 
Strahlenbiifdel in der entjprehend gemeinfamen Ebene ss,. Jn 
diefem alle liegen aljo die fraglichen Schnittpunfte entjprechender 
Strahlen in einer Kurve IL und einer fie und ihren Träger in 1 
Puntte jchneidenden Geraden. 
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2) Die Strahlen ss, liegen nicht in 1 Ebene und die beiden 
Ebenenbüſchel s und s, find dem ihnen entſprechenden Ebenenbüſchel 
S,S und SS, nicht perfpeft. In diefem Falle erzeugen dieſe bet- 
ben Paare projekt. Ebenenbüjchel 2 Megelfladen IL, deren fänmt- 
lide Strahlen die ihnen entiprechenden ſchneiden. 

Betrachten. wir nun die Lage der Schnittpunfte. auf diefen 
‚beiden. Regelfladen felbjt näher, imdem wir der Kürze wegen fie jest 
ſchon die geſuchte Schnittfurve nennen. 

109. Die beiden fraglichen Kegelflächen II werben in bem 
ihnen gemeinjdaftliden Strahl SS, von. 2. verjchiebenen Ebenen 
berührt, die. Kegelfläche S wird nämlich. nad 43 von der. Ebene 8,8 
8; berührt, da diefe Ebene eS ijt, welche ber Ebene s SS, des Che 
nenbüjchel® s entjpricht, und gang aus demfelben Grunde wird bie 
Kegelflähe S, im Strahle S,S von der Ebene SS a berührt. . 

Seder Strahl der Kegelflähe S_enthält außer S nod einen 
2ten Punkt der gefuchten Sdnittfurve, mit Ausnahme des Straß: 
le8 s, von dem wir depwegen jagen, er fchmiege fic) der fraglichen 
Schnittkurve in S an, oder habe mit ihr den Doppelpunft SS ge 
mein; ebenjo. jchmiegt fid) der Strahl s, unjerer Schnittlurve im 
Bunte S, an. 

Sede Ebene bes Chenenbijdels SS, hat mit unjerer Schnitt: 
kurve außer S und I, noch. einen Punkt 8, gemein, mit Ausnahme 
ber beiden Ebenen, die durch die Strahlen s und a, gehen, wir 
‚Jagen die eine derjelben SS, s, berühre bie Schnittkurve im Punkte 
S, oder habe mit ihr ben Doppelpuntt S,S, gemein uud fchneibe 
fie in S, die andere S,S s berühre fie im Punkte S, habe mit ihr 
‚den Doppelpunft SS gemein und fchneide fie in S,. | 

Sede Ebene des Ebenenbüjchel® s hat mit ber Sdnitthurve 
auger S nod einen zweiten Punkt S, ober S, gemein, mit Aus 
nahme derjenigen Ebenen, welche die obige Kegelflähe ILS in ihrem 
Strahle s berührt, wir jagen von dieſer Ebene, daß fie ber Schnitt: 
furve im Punkte S fic) anjchıniege oder mit ihr den Sfaden Punkt 
S gemein habe, ebenfo jchmiegt fic) die Ebene des Büfchels s,, welche 
in 8; die obige Kegelfläche ILS, berührt, ber Schnittkurve im Puntte 
8, fid an. 

110. Eine beliebige Ebene E hat mit unjerer Schnittkurve 
höchſtens 3 und mindeftens 1 Punkt gemein. 
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Geht nämlich bie Ebene durch S (oder 8,), fo Hat fie mit 
der obigen Kegelfläche II S (oder S,) hichftens 2 Strahlen gemein, 
auf jedem liegt außer S (oder S,) nur noch 1 Punft. unferer Schnitt: 
furve, woraus für diejen Fall die Richtigkeit folgt. Geht aber E 
weber. durch S nod) durch S,, jo erzeugen die beiden Strahlenbün- 
vl S und S,, durd deren. projeft. Beziehung unjere Schnittkurve 
entitebt, durch ihre Schnitte in E 2 projeft. chene Gewebe, jedes 
entiprechend gemeinjame Punftelement beider ijt ein Punkt unjerer 
Shnittturve, jo daß wir in E 3, oder 2, oder 1 folder Puntte 
begegnen nad) Nr. 83, infoferne die perfpeft. Beziehung hier aus: 
geſchloſſen bleibt, da fonft ber Fall II. 1. in Mr. 108 fic) heraus: 
ftellen würde, 

Die. fo eben bewiefene Eigenfchaft ift die Veranlaffung gewe- 
fen, weßwegen unfere Schnittfurve den Namen unebene Kurve ILL, 
Ordnung erhielt, wiewohl aud) der Name unebener oder räumlicher 
Kegelichnitt auf fie gut paßt und in der Folge wohl aud von und 
gebraucht werden wird. 

Buf ab. Hat eine Ebene. mit einer Kurve III K 3 Puntte 
gemein, fo fann jie in feinem biejer Punfte die K berühren oder 
ih ihr. anjchmiegen, wie dieſes unmittelbar aus 109 folgt. | 

Erklärung. Entſprechend der Begeichnungsweife, wie fie 
bei den bisher in Betracht gezogenen geometrifden Gebilden in An- 
wendung gebracht wurde, mögen der Kürze wegen für die Folge 
nachſtehende Bezeichnungen hiemit eingeführt werden. Wir nennen 
eine Kurve II, ein Clementargebilde III, jo daß wir nun mit den 
in Nr. 43 aufgeführten 9 Clementargebilde haben; wir bezeichnen 
eine Kurve III oder ein jolches Elementargebilde III als aus u+1 
Punttelementen beftehend, burd einen einzigen Budftaben, für 
unjere jegige Entwiclung mit K; wir nennen eine Kegelfläche II, 
‚deren Spige S ein Punttelement von K ijt und deren Strahlen 
nad faimmtliden Punften von K gehen, einen Schein von K ays 
8, und bezeichnen dieſe Kegelflähe burd SK. 

lll. Lehrſatz. Sit S. ein beliebiger 3ter Punft unferer 
Kurve III und verbindet man I, mit allen übrigen Punkten 
8,5,8,.... ber Kurve, fo bilden diefe Geraden ebenfalls eine 
Kegelflade II 8. 

In unferen beiden projeft. Strahlenbünbeln S und 8, ent: 
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ſpricht nämlich offenbar bem Strahl SS, der Strahl 8, S, und dem 
Ebenenbüfchel SS, [S,5,S,..] der EhenenbifdelS, 8, [S; 8,8, ..-], 
biefe beiden projeft. Ebenenbüjchel erzeugen aber die im Sage er: 
wähnte Kegelfläche IT Sy. 

Da je 2 von den 3 Kegelflähen I SK S,KS,K zu einem 
und demjelben Ebenenbüjchel perjpeft. find, fo find fie unter jich 
projeft., d. b. entfpredende Elementargebilde Ser projeft. Strahlen: 
bündel S S, 3. Hieraus folgt aber, dak man diefelbe Kurve ILL 
aud erhält, wenn man die Strahlenbündel S (oder S,) und 5 
projekt. fo auf einander bezieht, daß den 4 Strahlen S [S,S,8,8,] 
bie 4 Strahlen S, [S,8,8,5,] entfpreden. Was daher in 109 und 
110 von den beiden Punkten S und S, bewiefen wurde, gilt nun 
ganz allgemein von jedem Sten Punkte der Kurve IT K; wir 
heben hier wieder folgende Punkte als für die Folge wichtig her: 
vor: Seber Strahl ber Kegelflähe II SK enthält auger S. nod 
einen Punkt der Kurve III K mit Ausnahme eines einzigen Strah- 
les s2, welder bloß den Punft S, mit ihr gemein hat, und von 
bem wir fagen, daß er ſich der Kurve III in 8, anjchmiegt; jede 
Ebene des Chenenbiifdels so, wie 3. B. so [S,] berührt die Kurve 
im Punkte S, und fjchneidet fie in einem 2ten Punkte S,, wobei 
fie zugleich bie Kegelflähe I S,K im Strable S,S, berührt, eine 
einzige Ausnahme hievon macht diejenige Ebene, welche zugleich die 
Kegelflähe SK in ihrem Strahle sy berührt, und von der wir 
fagen, daß fie fid) der Kurve IH in ihrem Punkte S, anjchmiegt. 

112. Lehrſatz. 2 Kegelfladen II S und S,, welche einen ge- 
meinfamen Strahl haben, in biefem aber von 2 verjdiedenen Ebenen 
berührt werben, jchneiben fic) immer in einem unebenen Kegeljchnitt, 
bd. b. in einer Kurve III K. 

Nah Nr. 102 find die beiden Strahlenbünbel S und S, ftets 
dadurch follinedr auf einander zu beziehen, daß man die Kegelfläche 
II S der Kegelfläche II S, entjprechen (apt und dann noch zu 8 
Strahlen der erfteren die 3 entſprechenden Strahlen der letzteren 
beliebig annimmt. Wählt man nun in unferem Falle die 3 Paare 
entfprechender Strahlen von S und 8, fo, daß fie in 3 Ebenen des 
Ebenenbüfchels SS, Liegen, jo find beide Kegelflächen nad Nr. 65 
zu eben diefem Ebenenbüfchel SS, perjpeft., woraus ber Sag un⸗ 
mittelbar folgt. 


113, Qn den Mrn. 108 und 112 find 2 der Form nach ver= 
ihiedene Entjtehungsweifen der Kurven III mitgetheilt, es läßt fich 
num nod) ein Iter Ausdruck für das Gefeß, weldyes die Punttele- 
mente eines Elementargebildes III zu einem geometr. Gebilde ver- 
tinigt, angeben, das aljo lautet: 

Sind 3 Ebenenbüfjchel I, von deren 3 Aren pqr wenigjtens 
die eine q von den beiden andern in 2 verfdiedenen Punkten SS, 
geihnitten wird, projekt. aber nicht perjpeft. auf einander bezogen, 
jo erzeugen die Schnittpunfte je Ser entjprechender Ebenen eine 
Kurve III K, zu deren Punkten aud) S und S, gehören. 

Es erzeugt nämlich der Ebenenbüfchel q fowohl mit dem Büfchel 
p als mit dem Büjchel x je eine Kegelfläche IL, welche die in 112 
angegebenen Bedingungen erfüllt. 

Zuſatz. Schneiden ſich hiebei p und r in einem 3ten Punkte 
8, fo gehört diefer aud) der Kurve III K an. Es möge in diefem 
Falle bier refapitulivend hinfichtlich der 3 projekt. Strahlenbündel 
58,8,, welde nad) Nr. 111 die Kurve erzeugen, als auch hinfichte 
lih der 3 projekt. Ebenenbüjchel pqr, welde die Kurve nad 118 
erzeugen, folgendes nod) beigefügt werden: den 3 Axen pqr ents 
fpredjen in den 3 projekt. Strablenbiindeln SS, S, die 3 Strahlen 
88,8, welche jich der Kurve III K in den 3 Punkten SS, S, ans 
jdmiegen, der Art, dak 3. B. s als Strahlenelement von S dem 
Strahl S,S (oder q) des Bündels S, und dem Strahl SS (oder 
p) des Bündels S, entfpridt. Der gemeinfamen Ebene der 3 Ebe- 
nenbüfhel pqr entipreden je die Ebenen der 3 Ebenenbüjchel, 
welhe durch die 3 Strahlen ss,s. und je durd) dasjenige Ect des 
Dreiet3 SS, IS, gehen, das in der fraglichen Are nicht liegt, der 
Art, daß diefer Ebene pqr in jedem der 3 Ebenenbüfchel je ein 
Paar Ebenen entjpreden, infoferne jeder der 3 Chenenbiijdel zu 
jedem der beiden anderen projekt. ijt; fo entjpricht 3. B. in bem 
Ebenenbüjchel SS, der Ebene pqr, als Element des Chenenbiifdels 
8,8, die Ebene S,s, dagegen derjelben Ebene, als Element des 
Büſchels SS, die Ebene Ss, Dabei berührt die Ebene sS, die 
Kegelfläche S.K in dem Strahl 8.8, die Ebene sS, die Kegelfläche 
SK in bem Grable 818. Ebenjo die Ebene 58 die Kegelflace 
SK in dem Strable SS, und die Ebene 8.8, die —— 8, K 
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in bem Strahl S,S,, die Ebene s,8 die Kegelfläche SK im Strahl 
88, und bie Ebene 3, 5 bie Kegelflade 8S. K im Strable 8. 8,. 

Schneiden fid) p und r nicht, fo ift folgendes zu beachten: 
Entipricht ber Ebene qp als Element vom Büſchel q eine Ebene 
bes Büſchels r, welche die p in einem vom Schnittpunft qp over 
8 verjchiedenen Punkte S, jchneidet, fo ijt S. ein 3ter Punkt von 
K, geht aber diefe Ebene durch S, d. h. entjpricht der Ebene q [r] 
bie Ebene r [q], fo hat p mit ber Kurve K keinen Punft auger 
S gemein, da aber p ein Strahl ber Kegelflähe II S ift, welde 
mit der Kegelfläche II S, nad 112 die Kurve K erzeugen, fo ift 
p offenbar ber Strahl, welder inS der K fich anfchmiegt, und den 
wir bisher mit s bezeichnet haben. Was fo von p gilt, gilt felbjt- 
verftindlid) aud) von r. 

114. Ganz entipredend dem Gange der Entwidlumg von 
61 2. führt die Erzeugung der Kurven III, wie fie in 112 und 
113 angegeben wurde, zur projeft. Beziehung der Clementargebilde 
III ſowohl mit den Elementargebilven I als IL, als aud III, wie 
mit Bezugnahme auf die erwähnte frühere Entwidlung nun mög 
lichſt kurz dargethan werden fol. 

Eine Kegelfläche II S nennen wir zu einer Kurve IK per 
fpeft. projekt. oder kurz perfpeft., wenn das Centrum 8 derjelben 
ein Punftelement von K ift, und jeder Strahl von S auf den 2ten 
in ihm enthaltenen Punkt von K bezogen ijt, dem Punkte S von 
K felbjt entjpricht dabei der Strahl von SK, der in S der K fid 
anfchmiegt, d. h. der Strahl s. Sämmtliche zu K perjpeft. Kegel 
flächen II find nach 111 zu einander projekt, 

Seder Ebenenbüfchel I, defien Are die Kurve II in 2 Punk 
ten SS; fchneidet, oder in 1 Punkte S, fic) ihr anjdmiegt, nennen 
wir zu diefer Kurve perfpeft. projeft., oder furg perjpeft., wenn 
jeder Ebene des Büjchels der von SS, oder von S, verfchiedene 3te 
in ihr enthaltene Punkt von K entjpricht, dabei entſpricht im Liten 
Talle dem Punft S diejenige Ebene, weldye die K in S berühtt, 
d. h. welche durch s geht, und ebenſo dem Punkte S, die Ebene, 
die die K in S, berührt, d. h. die durd) s, geht; im 2ten Fale 
entjpricht dem Punkte Ss die Ebene, welche un Punkte S der K 
ſich anfchmicgt, 

Alle Ebenenbüjchel I, welche derjelben Kurve III perſpekt. 
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find, find unter ſich projelt. Denn fchuciden ſich ihre beiden. Axen 
in einem Punkte von K, fo folgt der Gag unmittelbar aus 118, 
findet diefes aber nicht Statt, jo ziehe man eine 3te Gerabe, welche 
jede der beiden Aren in einem Punkte von K jchmeidet und betrachte 
fie als Are eines 3ten zu K perjpeft. Ebenenbüjchels, alsdann ijt 
der Fall unmittelbar auf dem vorigen oder auf den in 113 betrach⸗ 
teten zurückgeführt. 

Seder zu einer Kurve III K perfpeft. Ebenenbüfchel I ift zu 
jeder zu K perjpeft. Kegelfläche II S,K projeft. Denn. ift 9 ein 
Bunt, ber der K und der Are des Ebenenbüſchels gemeinſchaftlich 
ijt, jo ijt die Kegelflähe II SK nach bem Bisherigen. zum Ebenen: 
büjchel perfpeft. und zu S,K projekt. 

115. 2 zur Kurve IM K perjpett. Ebenenbüſchel erzeugen, 
wenn ihre Wren pq fic) jchneiden, cine zu. K peripelt. Stegelfläche 
I. Es ijt namlid) leicht zu erkennen, daß ber Schnittpunkt auf K 
jelbft liegen miifje, die Uren müſſen nämlich nach 114 mit ber Kurve 
entweder 2 Punkte gemein haben, oder in 1 Punkte fich ihr ans 
jdmiegen; run haben wir aber in Nr. 108 ꝛc. gejehen, 1) daß eine 
Ebene mit K hodjtens 3 Punkte gemein haben fann; 2) daß. eine 
Ebene, welche durch eine der K fich anjchmiegende Gerade geht, 
auger dem Berührungspunfte nur nod) 1 Bunft mit K gemein 
haben könne; 3) dag 2 der K fic) anjfdjmiegende Gerade feinen 
Punk mit einander gemein haben können, woraus in Verbindung 
mit 113 die Nichtigkeit der obigen Behauptung unmittelbar folgt.. 

Schneiden fid) dagegen die beiben Wren p und q ber zu K 
peripeft. Ebenenbüjchel I nicht, jo find fie dod) nad 114 unter fid 
projeft. und erzeugen jomit eine Regelſchaar R. Diefe Regelfdaar 
ift mun zu jedem der beiden fie erzeugenden Büſchel perfpeft.; ſollen 
daher die Fundamentaljage über projeft. und perſpekt. Beziehung 
der Elementargebilde aud) auf die Elementargebilde III ausgedehnt 
werben, jo müjjen wir die Regelſchaar R auch zu K projeft., und 
da offenbar jeder Strahl berjelben durch den ihm entjprechenden 
Bunit von K geht, zu K perjpeft. nennen, 

Die zu K perjpeft. Regelſchaar R. hat die charakteriftifche 
Eigenthümtlichkeit, daß feiner ihrer Strahlen mit K mehr als einen 
Punkt gemein hat, und daß aud) feiner der K fic) anfchmiegt, Denn 
würde der Strahl a 3. B. diefe Eigenſchaft nicht befigen, jo wirbe 
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fowohl die Ebene ap als aud) bie Ebene aq einen der oben unter 
1) 2) 3) aufgeführten Fundamentalſätze umſtoßen. 

Zuſatz. Außerdem ift erfichtlih, daß jede zu K perfpett. 
Regelſchaar auch zu jeder zu K perfpekt. Kegelfläche II und zu jedem 
zu K perfpeft. Ebenenbüfchel I projekt. ift, infoferne fie zu den bei— 
den fie erzeugenden Ebenenbüjcheln I perjpett. ift, die ihrerfeits zu 
allen den erwähnten Elementargebilden nad) dem oben Bewiejenen 
projeft. find; d. b. alle zu K perjpeft. Elementargebilde find unter 
fi projeft. 

116. Géeftiigt auf dieſe Sake über die perjpeft. Beziehung 
eines Elementargebildes III und der erwähnten 3 Elementargebilde 
Iund II, geben wir nun einen Schritt weiter, indem wir ein Ele 
mentargebilde III K projeft. zu einem beliebigen andern Elementars 
gebilde F nennen, wenn ein zu K perjpeft. Elementargebilde zu 
einem zu F perſpektiviſchen projekt. ijt. 

Denn dah hiebei die Wahl der zu K perfpeft. Elementarge: 
bilde gleichgiltig ijt, geht aus 115 Zuſatz hervor. 

Da fomit die projekt. Beziehung eines Elementargebildes TT 
auf die projekt. Beziehung ber Clementargebilde I oder II zurüds 
geführt ijt, jo gelten nun aud) für die projekt. Beziehung diejer neu 
hingugefommenen Elementargebilde alle Fundamentalfage der projekt. 
Beziehung überhaupt. Inſonderheit wird nun ohne weitere Erflä- 
rung verjtändlic fein, was von nun an für Kurven III unter einem 
Wurfe *), was unter einem ordentliden Wurfe, was unter einem 
harmoniſchen Wurfe, was unter dem Sinne (der Bewegung), was 
unter projekt. Kurven III desjelben Trägers, was unter entiprechend 
gemeinjamen Elementen 2er projekt. Kurven III desjelben Trägers, 
was unter einem involutorifchen Elementargebilde III zu verſtehen ift. 

Die übrigen Fundamentaljage hier aufzuzählen, jcheint über: 
flüffig, indem die Aufzählung in Nr. 39 genügt. 

117. Lehrfag. Hat die Are p eines zu einer Kurve DIK 
projeft. Ebenenbüjchel8 mit K einen Punkt A gemein, fo ijt ber: 
jelbe zu K immer zugleich perfpeft., wenn mehr alg 3 Ebenen bes: 
jelben durch die ihnen entſprechenden Punkte gehen. 

*) Unter bem Werthe eines Wurfes einer Kurve III verfiehen wir ben 


Werth des entiprechenden Wurfes irgend eines zu K perfpeft. (oder refp. pro: 
jet.) Elementargebilbes I (oder IT). 
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Nach 116. ift der Ebenenbüfchel projekt. zu der der K perfpett. 
Kegelflähe IT AK. Sede Ebene von p, weldje durch den entfpre- 
denden Punft von K gebt, geht aber aud) durch den entjprechen- 
denden Strahl von AK und umgekehrt. Gehen aber mehr als 3 
Ebenen von p durch die entfprechenden Strahlen von AK, fo ift 
dieſes nach 63. b. mit allen der Fall; die Are p ftellt nothwendig 
einen Strahl von AK dar, hat alfo mit K entweder nod einen 
Punkt gemein, oder fchmiegt fic) in A der K an, woraus die Mid 
tigkeit de8 Gages in Uebereinftimmung mit 114. folgt. 

Zufag. Hieraus folgt nun folgender wichtige Sat: Feder 
Reititrahl p einer zu K perfpeft. Regelfchaar R hat mit K entwe- 
der O oder 2 Punkte gemein, die fich jedod) in einem Anjchmiegungs- 
punfte vereinigen fonnen. | 

Der Ebenenbüfchel p ift nämlich zu K projeft., weil er zuR 
perfpeft. ijt, und da außerdem alle Ebenen durd) die ihnen ent- 
Iprehenden Punkte von K gehen, fo erhellet die Richtigkeit aus 
obigem Sage. j 

118. Lehrſatz. Sta eine Gerade, welche mit einer Kurve IIIK 
blog den Punkt A gemein hat, ohne fid) in ihm der K anzuichmie- 
gen, fo ftellen fammtlidye Gerade, weldje die a jchneiden, und zugleich 
mit ber K entweder 2 Punkte gemein haben, oder in 1 Punfte fid 
ihr anfchmiegen, Strahlen einer und berjelben Regelſchaar R, dar; 
wiewohl nicht umgekehrt alle Strahlen von R, mit der K einen 
Punkt gemein haben müffen. Betrachtet man die Kegelfläche IT AK, 
fo giebt e8 bei jeder Lage von a unendlich viele Ebenen des Ebenen⸗ 
büſchels a, welche mit AK 2 Strahlen und alfo nad) 100 mit K 
außer A nod je 2 Punkte BB, CC, DD, gemein haben. Wählt 
man nun in 2 ſolchen Ebenen die Verbindungslinien der 2 von A 
verjdiedenen Punkte wie BB, und CC, als Uren 2er zu K peripef- 
tiviſchen Ebenenbüfchel, fo erzeugen fie eine zu K perjpeftivifche 
Regelihaar R, zu welder aud) a als Element gehört. Die Leit: 
haar R, diefer Regelſchaar R bildet nun die im Gabe erwähnte 
Regelihaar Ri. Nimmt man namlid an, es gäbe eine Gerade m, 
welder die im Sage angeführte Eigenjchaft zufäme, daß fie die a 
Ihneidet und mit ber K 2 Punkte MN ober den Doppelpunft MM 
gemein hätte, ohne der Regelſchaar R, anzugehören, jo gelangt man 
folgender Maßen zu einem Widerſpruch mit den Grundeigenfdaften 
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ber Linien IH: durch M geht jedenfalls aud ein Strahl m, der 
Regelſchaar R,, welder die a jchneidet und entiprechend entweder 
mit K ben Doppelpunft MM oder 2 Punfte MN, gemein hat. Qn 
der Ebene Ma wären daher entweder 4 Puntte oder 3 Punkte, wor: 
unter ein Doppelpunkt, enthalten, was nicht möglich nad 110. 

Zujaß 1. Aus der Entwicklung des vorigen Gages geht un- 
mittelbar nod) folgendes hervor: Liegt die Gerade A innerhalb der 
Kegelfläche AK, jo giebt es Feine Ebene bes Chenenbiijdels a, 
welche die Kegelfläche nicht in2 Strahlen fchnitte, und daher jchneidet 
auch jeder Strahl ber Regelſchaar R, die K in 2 Punften. Liegt 
dagegen a außerhalb der Kegelflähe AK, fo zerfallen die Ebenen 
des Ebenenbüfcheld a in 3 Gruppen, die Ebenen der Ljten Gruppe 
fchneiden fimmtlid) die AK in 2 Strahlen, bie ber Sten haben 
mit AK feinen Strahl gemein, die Grenze diejer beiden Gruppen 
bilden 2 Ebenen, welche die AK in je 1 Strahle berühren. Dem: 
zufolge zerfallen num aud) die Strahlen von R, in 3 Gruppen, 
indem jeder Strahl der Liten Gruppe mit K 2 Punkte, jeder Strahl 
ber Bten O Punkte gemein Hat, während 2 Strahlen, welche die 
beiden erfigenannten Gruppen von einander trennen, der K in je 1 
Punkte fid) anjdmiegen. 

Rujak 2. Sit a wiederum eine Gerade, welche mit ber 
Kurve IL K bloß den einen Punkt A gemein hat, olme im ihm 
fic) ihr anzuſchmiegen, jo giebt es nur 1 Regelſchaar, bie zu K 
perjpeft. ift und a als Element enthält, denn würde es nod) eine 
te devartige Regeljdjaar geben, fo würde es nad) 117. Ruf. eine 
te Reyelichaar, die Leitſchaar derjelben, geben, welcher die im obi 
gen Sage angeführte Eigenſchaft zufäme, 

Wir wollen dicje Megelfdaar burd) ak ——— 

119. In 118. hat ſich gezeigt, daß es auch Leitſtrahlen qr... 
einer zu K peripelt. Regelſchaar R geben könne, welche mit K kei 
nen Punkt gemein haben. 

Betrachtet man nun einen folchen zu R perfpeft. Ebenenbüfchel q 
ober r, fo tft berfelbe zu der der Rperfpeft. K projeft. ; da aber außerdem 
jede Ebene desjelben hurd den entiprechenden Punkt von K geht, fo muß 
ber Begriff der perfpeft. Beziehung, wie er in 114. aufgejtellt wurde, 
etwas erweitert werben, dahin Lautend, jeder Ebenenbüſchel, deffen Are 
ein 2eitftrahl einer zu K perfpeft. Regelichaar ijt, ijt zu K peripeft. 
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Aus 118. ijt zu erjehen, daß für die zu K perfpelt. Regel⸗ 
haar aK in keiner Ebene M des Chenenbiifdels a mehr als eine 
Gerade q enthalten ijt, welche eine Are eines zu K perfpeft. Ebe 
nenbüjchels darjtellen fonnte. 

Fragen wir nun, ob diejes aud) für den Fall richtig ift, wenn 
bie fraglide Ebene M mit K blog den Punkt A gemein bat. 

Sit b eine zweite Gerade des in M enthaltenden Strahlen- 
büſchels A, fo ijt in ihr ein Leitjtrahl q, der zu K peripeft. Re 
gelſchaar bK enthalten und es fragt fid), ob q und q, zujammen 
fallen. Würde aber q und q, verjchieden fein, fo würden die bei 
den zu K perjpeft. Ebenenbüjchel q und qı, infoferne jie perfpeft. 
ju den projekt. Regelſchaaren aK und bK find, projekt. und zwar 
perfpeft. projekt. fein, infoferne fie die gemeinjame Ebene M ent: 
ſprechend gemein hätten; fie würden aljo einen ebenen Strahlen: 
büjchel-erzeugen, defjen Centrum qq; ware, und deſſen ſämmtliche 
Strahlen nach den einzelnen Puntten von K giengen, was unmög- 
lich, da K feine ebene Kurve ijt. 

Die beiden Leitjtrahlen der Negelfchaaren aK und bK in M 
fallen daher in einen zufammen. Hieraus erhellet zugleich, daß je 
2 Strahlen der beiven RNegelfdaaren aK und bK, welde fid inl 
Bunte jchneiden, mit q in 1 Ebene liegen, d. 5, mit anbern Wor- 
ten: man mag von einem beliebigen Paare entiprechender Strahlen 
der beiden zu K perjpeft Regelfdaaren aK und bK ausgehen, ftets 
findet man in ihrer Ebene denjelben gemeinfamen Leitjtrabl q oder 
was dasjelbe ift, die beiden Regelfdhaaren aK und bK haben auger 
ihren Schnittpuntten K nur den einen Leitjtrahl q gemein, 

120. Lehrſatz. Bezieht man die Punktelemente einer Kurve 
IK involutorijd auf einander, fo ftellen die VerbindungSlinien 
entiprechender Punkte Strahlen einer und derjelben Regeljchaar R, dar, 
deren Leitftrahlen eine zu K perjpeft, Regelichaar R bilden. Die 
beiden einzigen Strahlen von R,, welche nad) 118 Buf. der K fi 
anihmiegen können, thun diefed in den beiden Ordnungselementen 
der Snvolution. | 

Sind AA, und BB, 2 zugeordnete Bunte des involutorifden 
RKurvengebildes, und ift m eine der immer eriftirenden Gerabden, 
welde die AA, die BB, und die K (in. M,) zugleich fchneiden, fo 
fonunt diejer Geraden m die in 118. verlangte Eigenſchaft zu; 
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außerdem aber miifjen nothwendig je 2 entfpredende Punkte des 
involutorifhen Kurvengebildes mit a in 1 Ebene liegen, wie fid 
biefes alsbald ergiebt, wenn man bie zu dem involutorifchen Kurven: 
gebilde perjpeft. und daher ſelbſt involut. Kegelflähe II MK be 
tradhtet. Nach dem zu 88. reciprofen Sage müjjen nämlich die Ver: 
bindungsebenen entjprechender Strahlen MAA, MBB, MCC,... 
fih in 1 Strahle fchneiden, und diefer ijt eben ber Strahl m; und 
dadurch ift nun offenbar der Sat auf den in 118. zurücgeführt. 

121. Lehrſatz. Auf jeder Negelfläche F find unendlich viele 
Kurven III enthalten. 

Wählt man nämlich 3 Gerade abm, von denen 2, a undb, 
der einen p der beiden in F enthaltenen Regelfchaaren angehören, 
während die Ste m fie beide ſchneidet, ohne ein Strahl von F zu 
fein, und bezieht die 3 Ebenenbüfchel abm, fo projekt. auf einander, 
daß bie beiden Biifdel a und b die Negelfläche, refp. ihre eine 
Negelichaar erzeugen, fo fchneiven fid) die entfpredenden Ebenen 
nad) 113, in den Punkten einer Kurve III, die nothwendig ganz in 
F liegt. 

Zuſatz. Berücjichtigt man die Nr. 115. Zuſ., fo läßt fid 
der Sak von 121. aud) in folgender Faffung aufftellen: 

Bezieht man einen Ebenenbüfchel I, defjen Are m mit einer 
Regelihaar R 2 Punkte gemein hat, auf biefelbe projekt. jo, daß 
feine Ebene des Ebenenbüfchels durch einen entfpredenden Strahl 
von R geht, fo erzeugen fie eine Kurve III. 

122. Liegt eine Kurve II auf einer Regelfläche F, fo haben 
fammtlide Strahlen ber einen in F enthaltenen beiden Regelfdaa- 
ren R mit K je nur einen einzigen Punkt, während die Strahlen der 
andern Regelſchaar R, mit F entweder O oder 2 Punkte gemein haben, 
die in einen Doppelpunft zufammenfallen fonnen. 

Denn geht der Strahl p von R, durd 2 Punkte von F, oder 
ſchmiegt er fic) ihr an, fo fann fein Strahl von R mit K mehr 
als einen einfachen Punkt gemein haben, denn wiirde der Strahl a 
von R mit K 2 Punkte gemein haben, oder fich ihr anfchmiegen, 
fo würde die Ebene ap mit K 4 Punkte gemein haben, von denen 
1 Paar oder 2 Paare je in einen Doppelpunkt übergehen könnten, 
was nad 115. nicht möglich ift. 

Daß aber für jeden Punkt M von K nothwendig einer der 
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beiden durch M gehenden Strahlen b und q von F mit K 2 Puntte 
gemein hat oder fic) ihr anjchmiegt, folgt aljo: 

Wählt man 2 Punkte M und N von K, die nicht in einem 
Strahle p von F liegen, und durd die daher 2 Paar Strahlen bq 
und cr von F gehen, fo ijt der Ebenenbüjchel I MN fowohl zu 
ber Kegelflähe II MK, als aud) zur Kegelfläche II NK perjpett., 
babei liegt in jeder Ebene des Chenenbiijdels MN je nod ein 
Ster von MN verjdiedener Punkt von K, mit Ausnahme der 2 Ebe- 
nen, welche in M und N die K berühren, 

8 liegt daher aud) in der Ebene von MN, welche durd q 
(und alfo nothwendig aud) durch c) geht, und ebenfo in der Ebene, 
welche durch r (und aljo nothwenbdig aud) durd) b) geht, nod) je 
ein Punt Q und R von K, es fei denn, daß die fraglide Ebene, 
wie jo eben bemerft, die K berühre. 

Tritt der Iſte Fall ein, d. bh. berührt die Ebene MN q die 
K nicht, fo muß ber erwähnte 3te Punft Q auf q liegen, da 
nad) dem Obigen die Strahlen der Megeljdaar abe mit K je nur 
1 Punft (M oder N) gemein haben können; ebenjo muß R auf r liegen. 

Berührt aber die Ebene MN og die K in M, fo muß noth: 
wendig die q der K in M fic) anfchmiegen, denn ändert man ben 
Punkt N, in dem man diejelben Schlußfolgerungen jest auf die 
beiden Punfte MP und die Strahlentegel MK und PK anmenbet, 
jo muß, wenn auf q fein von M verfjchiebener Punft von K liegen 
foll, auc) die Ebene qP die K in M berühren, woraus nad 111. 
folgt, daß bie q der K in M fich anfchmiegt. 

Bujak. Aus diefem Beweije folgt, daß jede zu K perfpeft. 
Kegelflähe wie MK mit der F, auf welder K liegt, einen Strahl 
q gemein bat. 

123. Lehrſatz. Liegt eine Kurve III K auf einer Regelflacde F, 
fo ift fie jtet8 zu der einen Regelichaar R von F perjpeft., während 
jeder Leitjtrahl von R der mit K einen Punft gemein hat, die K 
in nod einem Punfte jchneidet, oder fich ihr anfdmiegt, und außer: 
bem jeder Leititrahl, der mit K feinen Punkt gemein hat, dod) im- 
mer Are eines zu K perfpeft. Ebenenbüfchels darjtellt. 

Mad 122, giebt eS unendlich viele Leitjtrahlen von R, welde 
mit K 2 Punfte gemein haben, oder ihr fi in 1 Punfte anjdmie- 
gen, betrachtet man nun 2 derjelben ald Aren 2er zu K perfpett. 
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Ebenenbüſchel I, fo erzeugen fie eine zu K perfpeft. Regelſchaar 
nach 115., und dieſe ijt mit F nothwenbdig ibentifch. 

124. Liegt K auf der Regelflade F, und wählt man 2 Punkte 
MN von K, fo fann man den Ebenenbüjchel MN projekt. auf jede 
der beiden in F enthaltenen Regeljchaaren beziehen, und zwar dabei 
nod die Beltimmung treffen, daß 3 Ebenen durch 3 ihnen entipre 
ende Punkte ABC von K geben, alsdann ergeben fid) mit Hilfe 
ber in den leßten Nummern bewiejenen Sage hieraus folgende 
Rejultate : 

Da die K zu einer der beiden Regelſchaaren perjpelt. ijt, fo 
ijt fie auch zum Ebenenbüſchel MN projeft., und da die Are MN 
mit der K2 Punkte MN gemein hat, und 3 Ebenen MNA MNB 
MNO durch die ihnen entipredhenden Punkte ABC geben, fo ift 
der Ebenenbüjchel zu K perjpelt. 

Ganz anders verhält es fic mit der andern Regelfdaar R, 
von F, denn da diefe zu K nicht perjpeft. ijt, fo erzeugen bie 
Schnittpunkte des zu ihr projekt. Gbenenbüfchel® MN mit den ent: 
fprechenden Strahlen nad) 121. Zuſ. eine zweite Kurve III K,, die 
aber offenbar ebenfalls durch die 5 Bunfte ABCMN geht. Hier: 
aus folgt nun aber folgender Gag: durch 5 Punkte einer Itegel- 
fläche, von denen feine 4 in 1 Ebene liegen, können gerade 2 Kur: 
ven III gelegt werden. 

125. Sn Mr. 118 wurde bewiefen, daß die Leitſchaar R, einer 
zur Kurve III K perfpeft. Regelſchaar R hidjtens 2 Strahlen ent- 
halten könne, welche der K fic) anjchmiegen. Die Richtigkeit diejes 
Satzes läßt fic) auch dirett in nachfolgender Weife darthun: 

Es jeien abe 3der K in den Puntten ABC ſich anjchmie- 
gende Strahlen; wählt man nun 2 diefer 3 Strahlen 3. b. a u. b 
als die Aren der Ebenenbüjchel, durch deren projett. Beziehung die 
perfpeft. Negelihaar R entjteht, jo folgt aus Mr. 111, dap der 
Ebene bA des Büſchels b diejenige Ebene des Büjchels a entjpricht, 
welche der K im Punfte A fic) anjchmiegt, d. b. in den Punkten 
A over B, in weldyen der Leitjtrabl a oder b einer zu K perjpeft. 
Regelihaar R oder K fic) anjdmiegt, füllt die Ebene, weldye der 
Regelichaar RK fi anjchmiegt zujammen mit ber Ebene, welche der 
Kurve K ſich anfchmiegt. 

Nun läßt ſich aber alsbald erkennen, daß diefes Zuſammen⸗ 
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fallen der beiden Anfchmiegungsebenen nicht öfter als bei 2 Punt: 
ten eintreten könne. Schneidet man nämlich die zu K perjpef: 
tieiiche Kegelflähe CK durch eine Ebene E, welde durch AB 
aber nicht durch C geht, fo erbält man eine Kurve IT, welder bin: 
fihtlih der Lage der in ihr enthaltenen Elemente von K folgende 
Eigenthümlichkeiten zukommen f. Fig. 46: die Ebene, welche der 
K im Punkte C fic) anfchmiegt und alſo durch e geht, berührt 
dieje Schnittfurve im Punkte C,, dem Schnittpunfte von ce und E, 
diefe Ebene ijt aljo CC,C,. Die Ebene Ch berührt nach Pr. 111 
bie Kegelflähe CK, und aljo auch die Schnittfurve im Punkte B, 
und ebenjo die Ebene Ca die Kegelflade und die Schnittkurve im 
Punkte A. Betrachtet man nun die zu K perjpeft. Negeljchaar, fo 
findet man ben Leitjtrahl derfelben, welcher durch C gebt, offenbar 
als Schnittlinie der beiden erwähnten Ghenen Ca und Ch, derjelbe 
ijt alfo nad) dem Borigen offenbar CN, wenn N der Schnittpunkt 
der beiden Tangenten AA und BB ift, die Ebene, welche fich der 
Regelihaar abe in C anfdmiegt, ift taker CC,N, während bie 
Ebene, welche fih der K in C anfchmiegt die Ebene CC,C, ift, 
2 Ebenen, die nicht identijch fein Eörmen w. 3. b. w. 

Rufag. Nad Nr. 100. Zuf, ijt in der Schnittfurve die Gerade 
C,C, und die Gerade C,N durch die beiden Punfte A und B har: 
monijd getrenmt, und es find daber auch die beiden Ebenen CC,C, 
und CC,N durd die beiden Punfte A und B harmonisch getrennt. 
Diefes führt zu folgendem wichtigen Sake: 

Hat die Leitſchaar einer zu einer Kurve TT K peripeft. 
Regelichaar R 2 Strahlen a und b, welche der K in den Puntten 
A und B fid) amfchmiegen, fo gilt für jeden 3ten Punkt C von K 
folgendes: die Ebene, weldhe der K im Punfte C fic anfchmiegt, 
und die Ebene, welde der R im Punkte C ſich anfchmiegt, find 
durch die beiden feften Punfte A und B von K ſtets harmonijd 
getrennt. 

Zuſatz. Die 3 Strahlen abe können, wie fo eben nochmals 
bewiejen wurde, nicht zugleich Leitſtrahlen einer zu K perjpett. Re: 
gelſchaar darftellen, wohl aber beftimmen einestheils je 2 derjelben 
eine zu K perjpeft. Regelfdaar, anderntheils bejtimmen alle 3 eine 
4te Regelſchaar, da ja feine 2 verjelben in 1 Ebene liegen Fünnen. 
Diefe Ate Regelſchaar R hat nun mit jeder der 3 erjteren je einen 
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Strahl gemein, nämlich mit der durd) ab beftimmten Regelfdaar 
den Strahl p der durch C geht, mit der dur) ac beftimmten Re— 
gelſchaar, den Strahl q der durch B geht, und mit der durch be 
bejtimmten Regelſchaar den Strahl r, der durch A geht. 

126. Hieraus ergiebt fid) nun unmittelbar folgender wid 
tige Sub: 

Die 3 Ebenen, welde einer Kurve IT K in den 3 Punkten 
ABC fic) anjdmiegen, fchneiden fid) immer in einem Punfte der 
Ebene ABC. 

Bezeichnet man namlid) unter Beibehaltung ber im lebten 
Zuſatze angeführten jonjtigen Bezeichnungsweife die dort erwähnte 
Regelfdaar, welche durch die 3 Anjchmiegungsitrahlen abe in den 
Punkten ABC beftimmt ijt, durdy Ro, und betrachtet man einen 
Schnitt berjelben durch die Ebene ABC oder E, fo ergiebt fich für 
benjelben folgendes ſ. Fig. 47: die Schnittfurve II wird von der 
Ebene ar im Punfte A von der Ebene bq im Punfte B, und von 
ber Ebene cp im Punfte C berührt; die 3 Ebenen A,B,C,, welche 
der K in den Punkten ABC fich anfchmiegen, find von den eben 
genannten 3 Ebenen, mit denen fie durch einen der 3 Punkte ABC 
gehen, je burd) die beiden andern Punkte harmonifch getrennt, d. h. 
die ar von der A, durch B und C, die bq von der By burd A 
und C, die cp von ber C, durch A und B, daher find auch die 
Schnittlinien der ar und der A, mit der E durch B und C, bie 
Schnittlinien der ep und ber C, mit der E durd) A und B ete. 
harmonisch getrennt. Da nun, wie oben hervorgehoben, die Schnitt- 
linien der 3 Ebenen ar bq ep mit Edie 3 Tangenten der Schnitt: 
furve darjtellen, fo ftellen nad Nr. 100 Ruf. die 3 Geraven AD BE 
CF bie 3 Sdhnittlinien der 3 Anfdmiegungsebenen A,B,C, mit E 
bar, da aber diefe 3 Geraden nad) Nr. 48 fih in 1 Punfte S 
ſchneiden, fo ſchneiden fid) aud) die 3 Ebenen A, B, C, felbjt in 
diefem Punkte w. z. b. w. 

127. Ein Kegeljchnitt im Raum ift beftimmt, wenn 2 Strab: 
lenbünbel projekt. auf einander bezogen find, ohne daß fie eine ents 
fpredend gemeinjame Ebene enthalten, oder aud) in anderer Faſſung, 
wenn man 2 Kegelflächen II fennt die einen Strahl gemein haben, 
in bem fie nicht von derjelben Ebene berührt werden. Man fann 
nun umgefehrt die Frage aufwerfen, wie viele Bejtimmungsjtüde 
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eines foldjen räumlichen Kegelichnitt8 gegeben fein müffen, damit 
verfelbe vollfommen bejtimmt ijt. Die Antwort hierauf lautet nun 
einfach alſo, daß die Beitimmungsjtücde gerade hinreichen müjjen, 
bie nöthige Anzahl entfpredender Elemente 2er follinedrer Strah— 
Imbündel oder 2er Kegelflächen II, die ihre Centren in je 1 Puntte 
des räumlichen Kegelfchnitts haben, zu firiren: Diefe Bedingungen 
finnen nun auf verjchiedene Weife erfüllt werden, und zwar lafjen 
fih die einzelnen hieher gehörigen Fälle unfchwer ermitteln, wenn 
man die verjchiedenen Möglichkeiten, wie die Follineäre Beziehung 
2er Strahlenbündel, oder wie 2 Kegelflächen firirt werden, mit dem 
vergleicht, welche geometrifche Bedeutung die einzelnen Beſtim— 
mungsftüce eines räumlichen Regelfdnitts bejigen. In diejer Bee 
ziehung ift nun nad) Nr. 108 u. ſ. w. folgendes im Auge zu 
behalten: 

Seder Punkt der K Fann als Mittelpunft eines ber beiden 
Strahlenbündel oder eines der beiden Kegelflächen II betrachtet 
werden, es miiffen daher unter den Beftimmungsftiiden von K 
wenigftens 2 Punkte enthalten fein. 

Sit eine Berührungsebene in einem Punkte A gegeben, fo 
bebeutet diefes fo viel, als daß in ihr derjenige Strahl des zu K 
perfpett. Strahlentegels AK gelegen ift, der in A der Kurve fid 
anſchmiegt, und daß ihr in bem 2ten Strahlenbündel B diejenige 
Ebene entipricht, welche durch den gemeinfchaftlihen Strahl BA geht. 

ft die Anfchmiegungsebene in A gegeben, jo berührt fie im 
eben erwähnten Anjchmiegungsftrahle a die Kegelflähe AK, und. 
ed entipridt ihr in B die Ebene, welche im gemeinjamen Strahle 
AB die Kegelflähe BK berührt. Sit der Anjchmiegungsitrahl a 
in A gegeben, fo entfpricht demjelben im Bündel B der gemein- 
jame Strahl BA. Sit in einem 3ten Punkte C der Anjchmiegungses 
ftrahl e gegeben, fo entjpricht der Ebene Ac die Ebene Be und 
die erfte berührt die Kegelflähe AK in AC die 2te die Kegelfläche 
BK in BC. 

Hieraus ergiebt fid) nun folgendes: Eine Kurve II ijt voll» 
fommen beftimmt, 1) wenn 6 Punkte ABCDEF, von denen feine 
4 in 1 Ebene liegen, gegeben find, denn man hat A[CDEF] x 
B[CDEF!), 

2) wenn 5 Punfte ABCDE und in 1 A der Anjdmiegungs- 
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ſtrahl a, den wir mit AA bezeichnen wollen, gegeben ift, denn man 
hat A[ACDE] mw B[ACDE]. 

3) Wenn 4 Punkte ABCD und in 2 A und B, bie beiben 
Anjchmiegungsitrahlen a oder A A, und b oder BB gegeben find, 
denn man bat A[BACD] aw B[BACD]. 

4) Wenn 2 Punkte AB und 4 Anjchmiegungsitrahlen cdef 
gegeben find, denn man hat A[cdef] = B[ecdef]. 

Es kann hiebei einer aber nur einer der 4 Anſchmiegungs⸗ 
ftrahlen a in einem der beiden gegebenen Punkte der K fich ans 
jchmiegen, denn man hat dann die Ebenenpaare Ad und Bd, Ae 
und Be, Af und Bf, und die beiden Strahlen a oder AA und BA 
als entiprechende Elemente. 

5) Wenn 5 Punfte ABCDE und ein Anfchmiegungsftrabl f 
gegeben jind, denn man bat die 3 Strahlenpaare AC und BC, 
AD und BD, AE und BE, und außerdem das Ebenenpaar Af 
und Bf als entjprechende Glementenpaare. Geht f durd einen der 
gegebenen Punkte, jo ijt der Fall auf 2) zurüdgeführt. 

6) Wenn 5 Punkte BACDE und in 2en A und B derfelben 
die Anjchmiegumgsebenen M und N gegeben find, denn es entfpridt 
danı der Stegelfläche A, weldje die M berührt, die Strahlen AB 
AC AD AE enthält die Stegelflähe B, welche die N berührt, und 
die 4 Strahlen [BA] [BC] [BD] [BE] enthält, und zwar entjpre 
hen den Strablen AC AD AE bie 3 Strahlen BC BD BE. 

7) Wenn 2 Bunfte AB, ihre Anfchmiegungsitrahlen ab 
‚und ihre Anjchmiegungsebenen MN und außerdem 1 Anjchmiegungss 
ſtrahl e gegeben ift, denn die Kegelflähe A, welche die Ebene 
M im Strahl a, und die Ebene ABb im Strahl AB, und 
außerdem die Ebene Ac berührt, joll entjprechen ber Kegelfläche B, 
welche die Ebene N im Strahl b, die Ebene ABa im Strahl BA, 
und außerdem die Ebene Be berührt, und dabei follen den Tan— 
gentialebenen M, BAb, Ac bie 3 Langentialebenen A Ba, N, 
Be entjprechen, 

Man fann fid) nun die Aufgabe ftellen, in allen dieſen ein: 
zelnen Fallen den Nachweis zu liefern, wie aus den gegebenen 
Stüden beliebige Elemente der K gefunden werden können. 

Soll nun ein in einer gegebenen Ebene liegender Punkt von 
K gefunden werden, fo kommt die Auflöjung jtet3 darauf hinaus, 
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die entiprechend gemeinjamen Elemente 2er projekt. ebenen Gewebe 
desjelben Bragers zu finden, und dieje Aufgabe ijt nad Mr. 83 
wieder identiſch mit der, die Schnittpunfte Zer Kurven IL zu fine 
den, wenn 1. Sdnittpuntt A, der fein entjpredyend gemeinjamer 
Punt der beiden ebenen Gewebe ijt, gegeben ijt. Iſt hiebei die 
Aufgabe fo gejtellt, daß in einer Ebene die durch 2 bekannte Punkte 
M und N von K gebt, der Ste Punkt gejudt wird, fo find von 
den Schnittpunften der beiden Kuwen I 3 AMN befannt, und 
der 4te gejucht. Sit fie fo gejtellt, daß die Ebenen durch einen be= 
kannten Punkt M von K gehen folle, und die beiden übrigen in 
ihr liegenden Punkte von K gejucht werden, fo find von den beis 
ben Kurven II 2 Schnittpunkte AM befannt und die beiden übris 
gen gejucht, ijt endlich die Ebene ganz beliebig gedacht, jo fennt 
man von den beiden Kurven II nur 1 Schnittpunkt A und die 3 
übrigen find gejucht. 

Ym erjten Falle ijt die Aufgabe vom ljten Grad, im 2ten 
vom 2ten Grade, und bie betrejjenden Auflöfungen werden im 
folgenden 2ten Theile ausführlich mitgetheilt werden, im 3ten 
Halle dagegen ift die Aufgabe vom Iten Grade, und ihre geomes 
triihe Löſung ift weder linear, nod) mit Hülfe eines fejten Kreiſes 
und des Lineals lösbar. 

128. Der Grund, warum der räumliche Kegeljchnitt uns 
ebene Kurve III genannt wurde, ijt wohl ſchon daher zu entnelmen, 
daß eine Ebene mit thr im Allgemeinen 3 Punkte gemein hat, bie 
nachfolgende Entwicklung wird dieje Bezeichnungsweile nod) mehr 
zu rechtfertigen geeignet fein. 

2 Kegelflähen II jchneiden fid), wenn fie eine Spige haben, 
im allgemeinen in 4 Strahlen, von denen 2 oder 3 oder 4 oder Zu.2 
zujammen fallen finnen, in welchem alle die entipredyenden Strah— 
fen 2 3 oder 4fach zu zählen find. Auch Fünnen einzelne diejer 
Strahlen imaginär werden. 2 Kegelfladen F und F, die verſchie— 
denen Mittelpunfte aber 1 Strahl p gemein haben und jich in dies 
fem berühren, fchneiden fic) in nocd) einer Kurve II, denn ſchneiden 
bie 3 Strahlen abe ber I die F, in den 3 Punften ABC, fo 
ichneidet die Ebene ABC beide Kegelflächen in 2 Sturven IL, die 
jedoch identijch jein müfien, da fie beide durd) ABC geben, und 
im gemeinjamen Schnittpunfte von p diejelbe Gerade berühren. 
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Lehrſatz. 2 Kegelflächen ITS und S,, welche ſich in 1 Kurve 
II K fdneiden, berühren fic) entweder in einem Strahle, oder fie 
jchneiden fic) in nod) einer Kurve II Ky. Liegt nämlich die Spike 
S, auf einem Strable p von S, fo fann die Ebene, welche die eine 
Kegelfläche S im Strahle p berührt aud) mit der andern S, auger 
p feinen Strahl gemein haben, weil jie mit K feinen Punkt mehr 
gemein hat, berührt aljo aud S,. Liegt dagegen S, außerhalb S, 
fo mögen die 3 Strahlen S,A S,B S,C, wobei ABC in K liegen, 
die S nod) in den 3 Punften A, B,C, jchneiden, legt man nun 
burd) A,B,C, eine Ebene, fo find, wie aus der BVetradtung 
der volljtändigen Vierede in der Schnittfig. 48 alsbald hervor: 
geht, ftets die beiden Ebenen, in denen ABC und A,B,C, liegt, 
burd) SS, harmonifd getrennt. Die zweiten Schnittpunfte des zu 
K perjpeft. Kegel S, (ABC...) müjjen aljo alle in einer Ebene 
liegen, d. h. in einer 2ten Kurve II, in der diefe Ebene die Kegel- 
fläche S ſchneidet. 

Lehrjak. 2 Kegelfladen IL, welche fic) in einem Strahle 
fdneiden und verfchievene Mittelpunkte haben, jchneiden ſich in 
einer unebenen Kurve III. Der Beweis diejes Gages ijt in Nr. 112 
ſchon geführt. 

Erklärung. Haben 2 Megelfladen einen Strahl gemein, 
und fchmiegt jede Ebene des Ebenenbüjcheld p den beiden Megel- 
flächen in demjelben Punkte fid) an, was immer dann der Fall ijt, 
wenn die 2 Strahlen aa, der beiden Regelfladen, welche durch den- 
jelben Punkt von p gehen in 1 Ebene liegen, jo fagt man die bei- 
den Negelflächen berühren fic) in p, da jede Gerade, welche bie 
eine derjelben in einem Punkte von p berührt, aud) die andere in 
bemjelben Punkte berührt, wenn fie nicht ganz in ihr Liegt. 

Lehrjag. 2 Regelflächen Ru. R,, weldye in 2 Strahlen pq 
derfelben Regeljhaar fic) ſchneiden, oder in 1 Geraden p fic) berüh— 
ren, haben im Allgemeinen nod) 2 Gerade de der Leitjchaar von pq 
gemein; denn jchneiden die 3 Strahlen abe von R und die3 Strah- 
fen a,b,c, von R, die p in demjelben Punkt, fo ijt q[abe] = 
q larbrei] und dieſe beiden projekt. geraden Gebilde haben im All 
gemeinen 2 Punkte entjprechend gemein, durch welche bie gemein- 
famen Strahlen de gehen; beide Strahlen können, wie aud) pu.q 


— 161 — 


in 1 zufammen fallen, in weldjem alle fic) die Regelfdaaren in 
ihnen berühren, fie können aber aud) imaginär werben, 

129, Lehrjab. 2 Regelflächen RR,, welde fih in 2 Ge 
raden ap fdjneiden, die nicht derfelben Regelſchaar angehören, fchnei- 
den fic) nod) in 2 Geraden bg, oder haben eine Kurve II gemein. 

Denn 3 von ap verjdiedene Strahlen von KR, bie berjelben 
Regelfdaar angehören, jchneiden die R, außer in 3 Punkten von 
a oder p in nod) 3 Punkten MN P. Liegen nun bieje in einem 
Strahle von R,, fo gehört diefer offenbar auch der R an. Liegen 
aber dieſe Schnittpunfte nicht in einem Strahle von Ry, fo ſchneidet 
die durch fie gelegte Ebene die Ry und bie R je in einer Kurve II, 
die aber von einander nicht verjchieden fein Fönnen, ba fie außer 
MNP aud die Schnittpunfte der fchneibenden Ebene mit ap ge: 
mein haben. Die Schnittpunfte MNP fonnen mit dem in a ober 
p gelegenen Bunte zufammenfallen, in welchem Falle der fragliche 
Strahl die R, berührt. Sit diefes mun bei allen 3en der Fall, fo 
berühren fid) R und R, in a ober p, wo nicht, fo berührt die ge: 
meinjame Kurve die R und R, in den fraglichen Punkten. 

130. Lehrjab. Eine Kegelfläche Sund eine Regelfläche, die in2 
Strahlen ap fic jchneiden, haben nod) eine Kurve II gemein, denn 
find wieder MNP 3 Schnittpunfte von R durd) 3 Strahlen von 8, 
wobei S und ap identijd, fo fchneidet, wie foeben bewiefen, bie 
Ebene MNP die R und die S in berjelben Kurve II. 

131. Lehrfag. 2 Regelflähen die 1 Kurve IIK gemein ha- 
ben, fdneiden fic entweder noch in 2 Geraden, die nicht derjelben 
Regelihanr angehören, oder fie haben nod) eine Kurve II gemein, 
oder fie berühren fid) in obiger Kurve K. 

Schmiegen fih in den 3 Punkten ABC von K 3 Ebenen 
der Kegelflähe II S (ABC) ben beiden Regelflächen zugleih an, 
fo findet dieſes mit allen Ebenen der zu K und den beiden Regel: 
flächen perfpeft. Kegelfläche II S Statt, denn die beiden Kurven II, 
in denen die Kegelfläche S den beiden Regelflächen fid) anjchmiegt, 
geht durch die 3 Punfte ABC und berührt in ihnen dieſelben 3 
Geraden nad Nr. 71. Schmiegen nicht alle Ebenen, welche der 
einen Regelflade in den Punkten von K fic) anfchmiegen, aud) der 
anderen Regelfläche in denjelben Bunkten fic) an, fo ift dieſes höch— 
jtend mit 2en der Fall, und man kann daher ftets annehmen, dak 
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alle Strahlen ver einen Regelfläche, 4 hddftens ausgenommen, bie andere 
je in einem außer K gelegenen Punkte fchneiden. 2 folde Strah: 
len ap von R, bie in einem Punkte A von K fich jchneiden, tin- 
nen nie bie R, in einem und bemjelben Gtrahle a, fchneiben, 
denn bie Ebene ap berührt die K in A, fann alfo nit durch 
ben von A verjchievenen Schnittpunkt, von K und a, geben. 
Wählt man nun 2 folde Strahlenpaare von R, ap und bq, die 
in2 der Ru. Kin A und B fi anfdmiegenden Ebenen liegen, fo 
können 2 Faille eintreten, entweder a und b fdneiden 1 Strahl p, 
von R,, und dann ſchneiden aud) p und q einen Strabl a, von Ry, 
oder dieſes findet nicht Statt; im erften Galle haben R und R, 
aud) a, und p, gemein, im zweiten die Rurve II KK,, welche in der 
Ebene liegt, die durch 3 jener Punfte fic) legen läßt. Denn ſchneidet 
bie Ebene der K, die KureK in 2 Punkten, fo haben die Sanit. 
furven eben diejer Ebene mit R und mit R, 5 Punkte gemein, find 
alfo identiſch, dasfelbe findet Statt, wenn K von diefer Ebene be: 
rührt wird, da beide Schnittlurven alsdaun 4 Punkte und eine 
Tangente gemein haben, jchneidet Dagegen jene Ebene die Ebene der 
K in einer Geraden m, die mit der K feinen reellen Punkt gemein 
hat, fo ftehen doch beide Schnittfurven zu m in einem Lagenver- 
hältnig, welches genau gleidfommt dem Gegebenjein 2er reeller 
Schnittpunkte; den Beweis dieſer legteren Behauptung werden wir 
im nächſten Abjchnitte entwickeln, ba er dort im naturgemäßen Zus 
ſammenhang von felbft fic) darbietet, hier jedoch mehrere nicht bie- 
ber gehörige Hülfsjäge erft nöthig machen würbe. 

132, Lehrjag. 2 Negelflächen, die fich in 1 Geraden fchneiben, 
jchneiden fic) entweder a) in nod) 3 Geraden, oder b) fie fchneiden 
fic) in 1 und berühren fich in einer andern Geraden, oder c) fie jchnei= 
den fid) in noch 1 Geraden und einer Kurve II nad 129., oder 
endlid) d) fie jchneiden fic) nod) in einer unebenen Kurve IH. 

Da fich nämlich die Regelfdaaren in der Geraden a fchnei- 
den, fo enthält der Ebenenbüfchel a höchſtens 2 Ebenen, welche 
beiden Tlächen zugleich fid) anſchmiegen. Alle Strahlen p von R, 
die ber Regelichaar angehören, zu der a nicht gehört, mit der Aus— 
nahme von höchſtens 2, fchmeiden daher die Ry in einem zweiten 
nicht in a liegenden Punkt; fliegen nun 3 Schnittpunfte, nämlidy 
bie der Strahlen pqr in einem 2ten Strahle b von Ry, fo ift b 


offenbar aud ein Strahl von R, ba b offenbar die 3 Strahlen pqr 
ſchneidet, und alfo ein Leitftrahl der Regelſchaar pqr ift, dabei tritt 
nun der oben ſchon erwähnte Fall ein, dak die Regelfdaar pqr 
im Allgemeinen nod) 2 Strahlen enthält, die zugleich in R, liegen. 

Liegen die erwähnten Zten Sdhnittpuntte von pqr nicht in einem 
gemeinichaftlichen Strahle b beider Negelflächen, jo fei b ber Leit⸗ 
ftrahl der Schaar pqr, der zur Flade R gehört und durd den 
Schnittpunkt von p mit R, geht; bezieht man nun den Ebenen: 
büfchel b projekt. auf ben Ebenenbüfchel a, fo bak beide die Regel- 
ihaar R erzeugen, jo ift diefer Ebenenbüfchel auch projekt. auf den 
zu R, perjpeft. Büfchel a bezogen, und es tritt hier offenbar ber 
in Nr. 121. Zuj. hervorgehobene Fall ein, dak die Ebenen bes Bü— 
ſchels b bie entfpredjenden Strahlen der zum Büſchel a peripelt. 
Regelfdaar R, in den Punkten einer Kurve III ſchneiden; diefe Schnitt: 
punfte liegen aber alle in den Strahlen der Ätegeljchaar pqr, ba ja 
je 2 Ebenen von a und b fic in einem folden Strahle jchneiben. 

133. Lehrjag. Hat eine Regelfläche und eine Megelflade 
bloß eine Gerade gemein, fo Haben fie auch noch eine unebene 
Kurve III gemein. 

Der Beweis ift vollkommen berjelbe wie der joeben geführte 
für 2 Regelflächen. 

134. Haben 2 Kegelflächen eine Kurve III gemein, jo haben 
jie auch eine Gerade gemein. 

Um bdiefes zu beweifen, hat man nur darguthun, daß ihre beiden 
Spigen in der Kurve jelbit enthalten jein müfjen, oder mit andern 
Worten, daß feine unebene Kurve III von einem Punkte S außer 
ihr durch eine Kegelfläche II projeftirt werden könne. Diefes erhellet 
aber alfo: von S aus giebt e8 nach 119. immer gerade eine Gerabe m, 
welche bie Ure eines zu K perjpeft. Ebenenbüfcheld darjiellt. Sind 
ABC ..T die einzelnen Punfte von K, jo wäre der Ebenenbüjchel 
m (ABC...) projeft. zum Ebenenbüjel 8 T (ABC...) ba fie die 
Kegelflähe IL S (ABC...) erzeugen, aljo aud) der Ebenenbüjchel 
ST (ABC..) und jomit die Kegelflähe I S (ABC..) gu K 
(ABC...) und aljo aud) zu der Regelflade II T (ABC...) pro: 
jeft., woraus folgt, dab S auf K liegen mug. 

Bujak. Diefer lebte Sah läßt ſich auch alſo ausdrüden, 
find eine Kegelflähe S und eine unebene Kurve III projeft., ohne 
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daß S in K felbft liegt, jo gehen höchſtens 4 Strahlen der Kegel: 
fläche durch die ihnen entjprechenden Punkte von K. 

135. Lehrſatz. 2 Regelfladen ober eine Regelfläche und 
eine Kegelfläche, welche eine unebene Kurve III gemein haben, jchnei- 
den fid) aud) nod) in einer Geraden, 

Mad Nr. 123 ift von der RMegelflade, welche durch eine un 
ebene Kurve III K geht, die eine ber barin enthaltenen Regelſchaa 
ren RzuK perfpeft., während jeder Strahl ber Leitfchaar R, die K 
entweder in 2 Punkten jchneibet, oder in einem fich ihr anſchmiegt, 
ober feinen mit ihr gemein hat. Iſt nun S eine zu K perfpeft. Kegel- 
fläche, fo muß demnad durch S gerade ein einziger Strahl der Re: 
gelihaar R, gehen ber in S fic) der K entweder anjdjmiegt, oder fie 
in nod einem zweiten Punkte fchneidet, in beiden Fällen gehört derjelbe 
nad) Nr. 122. Zuſ. aud) der zu K perfpeft. Kegelfläche Il an. Sind da 
gegen Riu. Ry 2 zuK perfpeft. Regelfdhaaren, fo gehen durd) jeden 
Punt von K 2 Strahlen aa, derfelben, und in der Ebene aa, 
liegt ein Leitſtrahl und p, fowohl der einen als auch ber anderen 
der erwähnten Megelfdaaren, dieſe beiden Leitftrahlen müfjen aber 
zufammen fallen, Schneidet nämlich die Ebene aa, die K nod in 
2 Punften BC, fo ijt BC diefer gemeinfame Strahl Beriihrt die 
aa, die K im Punkte B, fo ijt der der K in B fich anfchmiegende 
Strahl b der beiden gemeinfame, Berührt die aa, die Kin A 
und fdjneidet fie in B, fo ift BA der gemeinfame Strahl. Schmiegt 
fie fih in A der K an, fo ijt der in A der K fich anfchmiegende 
Strahl der gemeinfame, und hat fie endlid mit K den Puntt A 
allein gemein, ohne in ihm die K zu berühren ober fich ihr anzu 
ſchmiegen, fo ergiebt fic) die Richtigkeit aus dem in Nr. 119 ent: 
widelten Gabe. 

136. Wir wenden uns nun mit Bezugnahme auf das am 
Anfange dieſes § Nr. 108 Bemerkte zu der reciprofen Betrachtung, 
wobei wir jedod) bie Gabe ohne alle Begründung anführen, und 
aud) hinfidtlid) der Ordnung des Materials uns durchaus nicht 
an die Entwiclung der legten Nummern halten. 

a) 2 follinedre ebene Gewebe E und E, mögen die einzige 
Gerade HE, gemein haben. Sit nun EE, ein entfprechend gemein: 
james Element beider Grundgebilde, fo find 3 Fälle zu unterſchei 
den, 1) fammtlide Punkte von EE, find entjpredyenb gemeinjame 
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Punkte, alsdann Tiegt jedes Paar entjpredhender Gerader in je 1 
Ebene eines Strahlenbiindels S, beide Gewebe find Schnitte diejes 
Bindels, und wir nennen fie zu S und unter jich perfpett., 2) in 
ver EE, liegen 2 entfprechend gemeinjame Punkte; ſämmtliche Paare 
bon Geraden, die in biefem alle in jegl Ebene liegen, bilden 2 
Ebenenbüfchel, 3) in der EE, liegt ein entjprechend gemeinfamer 
Punkt; alle Ebenen, welche entfpredende Gerade enthalten, bilden 
in diefem Falle einen Ebenenbüjchel, 

Sit aber EE, feine entjprechend gemeinfame Gerabe, fondern 
entfpreden ihr als Element von E und von E, bie beiben ver: 
ſchiedenen Geraden e und e,, fo find 2 Fälle zu unterjcheiben, 
1) ee, fchneiden fic) in 1 Punkte von EE, der alddann ein ent: 
Iprehend gemeinfamer Punkt von E und E, ift, das Syftem ber 
Ebenen, welche durch entiprechende Gerade erzeugt werden, ift in 
diefem Falle dargejtellt durch den Inbegriff aller Ebenen eines Ebe- 
nenbüfchel8 IL und eines Ebenenbüfchels I, deſſen Are in einer 
Ebene des erfteren Liegt. 

2) Schneiden ſich dagegen e und e, nicht in einem Punkte von 
BE,, fo nennen wir den Snbegriff aller Ebenen, welche je 1 Paar 
entfprechender Gerader enthalten einen Ebenenbüfchel III K, deffen 
innere Struktur und defjen gcometrifde Eigenjhaften nun furs in 
den folgenden Nummern gujannnengeftellt werden: 

b) Die beiden Ebenen E und E, gehören mit zu ben Ele⸗ 
menten des Ebenenbüſchels OI K. 

Sede Ebene von E und E, bes Ebenenbüſchels TT K wird 
von allen übrigen in ben Strahlen eines Strahlenbüfchels TI ge- 
Ihnitten, jeboch berührt die Schnittlinie EE, die beiden umhüllten 
Kuren in E und E, in 2 verjdiedenen Punkten, 

2 beliebige Kurven, d. 5. Strahlenbüjchel IT E, und E, 2er 
verihiedener Träger E,u. Ey, welche einen Strahl b. 5. eine Tangente 
gemein haben, aber in ihr 2 verfdjicdene Berührungspuntte haben, — 
erzeugen einen Ebenenbüjhel IT. Wir nennen die beiden Strah- 
Ienbüjchel II E, und E,, durch welde auf die hier angegebene 
Weiſe der Ebenenbüfchel III K erzeugt ‘wird zu K perjpeft. Zu 
gleiher Zeit find fie unter fic) projeft., und können immer als 
entipredjende Elementargebilve 2er Follineärer ebener Gewebe E, 
und E, betrachtet werben. 


c) Durch jeden Strahl eines zu einem Ebenenbüfchel MT 
perfpeft. Strablenbüfchels ITE gehen auger bem Trager E felbft je 
nod) eine Ebene von K, einen einzigen Strahl ausgenommen, durch 
den bloß der Trager E geht, und den man als denjenigen Strahl 
erhält, der dem gemeinfamen Strahle EE, als Element von E ent- 
fpricht, in dem Galle, daß man die K entweder durd) die follinedre 
Beziehung ber Gewebe E, und E, oder ber projekt. Strahlenbüjchel 
I E, und E entjtanben ſich denkt, in biefem Strahl e fallen gleich: 
fam 2 unendlid) nahe Ebenen E E des Ebenenbüfchels in 1 
zufammen. Durd) jeden Punkt von e geht nod eine einzige von 
E verjdiedene Ebene E, von K, und diefer Punkt liegt dabei im- 
mer auf der zu K perfpeft. Kurve II E,, die wir entfprechend ber 
Nr. 110 durch E, K bezeichnen wollen. Hievon madt ein einziger 
Punkt von e eine Ausnahme, burch den bloß eine Ebene bes Sy: 
ftems gebt; e8 ift biefes derjenige Punkt von e, in weldem bie 
Kurve II EK von e berührt wird, in diefem Punkte fallen gleich- 
fam 3 Ebenen des Ebenenbüfchels in 1 zufammen. 

Hiebei ift es nun fehr wichtig, folgendes zu beachten: der: 
felbe Ebenenbüfchel IT K fann durch beliebige 2 zu ihm perjpeft. 
Strahlenbüfhel I EK E, K E, K x. erzeugt werben. Dabei 
bleibt der Strahl e in E, deffen Eigenfchaft wir fo eben betrachte- 
ten, ganz berfelbe, man mag die K erzeugen durch EK und E,K, 
oder durch EK und EEK. Ebenfo bleibt der eine Punft in e, durd 
welchen bloß 1 Ebene von K geht, berfelbe, man mag bie eine 
oder die andere Art der Erzeugung wählen. Der Inbegriff aller 
diejer leßterwähnten Punkte bildet eine räumliche Kurve, von der 
wir jagen, fie jchmiege fich in ihren Punkten der K an, dabei wol- 
len wir kurz dieſe u +1 Punkte jelbit Anſchmiegungspunkte nennen, 
und ber Inbegriff aller Strahlen wie e bilden einen räumlichen 
Strahlenbüfchel, von bem wir jagen, dag er der jo eben erwähnten 
Kurve in ihren einzelnen Punkten fich anjchmiege, und die wir da- 
her kurz Anjchmiegungsftrahlen nennen wollen. 

d) Durch einen beliebigen Punkt im Raume gehen höchftens 
8 und wenigftens 1 Ebene des Ebenenbüfchels III, und liegt ein 
Punkt auf einem der erwähnten Anfchmiegungsftrahlen ee, &..., 
fo gehen durch ihn hichftens 2 Ebenen von K; dabei können 2 Strah- 
len dieſes Strablenfyftems wie ee, nicht in 1 Ebene liegen. 
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Hieraus folgt nun mit Nothwendigfeit, dak es in einer be- 
liebigen Ebene im Raum höchſtens 1 Gerade gebe, in der fih 2 
Ebenen von K fchneiden, die fic) aber and) in 1 vereinigen können, 
wobei diefe Gerade in einen Anjchmiegungsitrahl übergeht. 

e) Je 2 zu einem Ebenenbüfchel III perfpekt. Strahlenbüjchel 
11 E,K und E,K find unter fic) projeft., infoferne fie ja zu 1 
und demfelben geraben Gebilde E, E, perfpeft. find. 

Jedes gerade Gebilde E,E,, welches zu einem Strahlenbüjchel 
IE, oder E, perfpeft. ift, der felbft zu einem Ebenenbüſchel HI K 
perfpett. ift, nennen wir auch zu K jelbft perfpeft., wobei jedem 
Tuntt von E, E, die Ste durch ihn gehende von E,u.E, verſchiedene 
Gene von K entfpridjt; dabet entfpricht dem Schnittpunfte von 
E,E, und e, die Ebene E,, und dem Schnittpuntte von E, Ep 
und & die Ebene Ep. Betrachtet man e, (ber ey) felbjt perfpett. 
zu K, fo entfpriht bie Ebene E, dem Anfdmiegungspuntte 
ine, Wir nennen ein beliebiges Elementargebilde I oder II 
oder III projekt. zu einem Cbenenbüfchel III, wenn es projekt. 
zu einem zu K perfpeft. Elementargebilde I oder II ift; liegt da- 
bei jedes Element des einen nod in der entſprechenden Ebene von 
K, fo nennen wir nod) außerdem beide perjpeft.; man kann daher 
aud einen Ebenenbüfchel III auf fich ſelbſt projeft., involut. 2c. 
beziehen. 

f) 2 zu einem Ebenenbüfchel III K perfpeft. gerade Gebilde 
erzeugen einen zu K perfpeft. Kegelfläche ober Regelſchaar, je nadj- 
dem ihre Aren fich Schneiden oder nicht. 

Durch feinen Strahl ‘einer zu K perfpett. Regelſchaar R geht 
mehr als eine der Ebenen des Büfchels. Anders verhält es ſich 
mit der Leitſchaar R, von R, von ihr kommt nämlich entweder 
jedem Strahl die Eigenfdaft zu, daß der durch ihn beftinunte Ebe— 
nenbüfchel I mit K 2 Ebenen gemein hat, oder die Strahlen von R, 
werden durch 2 ihrer Strahlen mn in 2 Gruppen getheilt, von 
denen die eine mpn bloß Strahlen der eben erwähnten Art hat, 
während durch keinen Strahl der andern mqn irgend eine Ebene von 
K geht, die beiden Grenzftrahlen ftellen dabei 2 Anjchmiegungs- 
firahlen in den Punften M und N von K dar. 

Durch eine Gerade a, durd) welche bloß eine Ebene A von 
K geht, und deren es in A unendlid) viele giebt, indem allen Ge- 
rade von A, welche nicht deren Strablendiifdel II AK angehören, 
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diefe Gigenfdajt zukommt, ift eine einzige zu K perfpeft. Regel: 
ſchaar bejtimmt, die wir durd) aK bezeichnen. 

2 foldje zu K perfpeft. Regelfdaaren aK u. a, K haben immer 
gerade einen Leitjtrahl gemein, der in der Ebene aa, liegt, dabei 
finnen jtatt a und a, irgend ein beliebiges Paar von Strahlen 
beider Regelſchaaren gewählt werden, nur müffen fie fih in 1 Punkte 
von K jchneiden. Durch diefen einen Leitftrahl gehen entweder 2 
oder Feine Ebene von K (die beiden können in 1 zufammen fallen, 
wenn der Leitftrahl ein Anfchmiegungsftrahl ijt), dabei ijt er aber 
ftet8 Träger eines zu K perfpeft. geraden Gebildes, 

g) Die Schnittlinien entfprechender Ebenen eines involut. 
Ebenenbüfchels IT K find in einer Regelſchaar enthalten, deren 
Leitſchaar zu K perfpelt. ift. 

h) Iſt ein beliebiger Strahlenbüjchel IT oder eine beliebige 
Negelfläche gegeben, jo giebt es ſtets unendlid) viele Ebenenbüjchel 
III, deren ſämmtliche Elemente durch die Elemente dieſer Elemen- 
targebilde II gehen. 

Liegen nun ſämmtliche Strahlen einer Regelſchaar R in den 
Elementen eines Ebenenbüfchels III K, fo ift dies ſtets auch mit 
der Leitihaar Ry der Fall, und dabei ift nun nothwendig entweber 
R over R, zu K perjpeft. 

i) Durd 5 Ebenen, welde einer Negelfläche ſich anſchmie— 
gen, und von denen Feine 4 durd) 1 Punkt gehen, find gerade 2 
Ebenenbüjchel III bejtimmt. 

k) 3 Anjchmiegungspunfte A,B,C, (f. c) in den 3 Ebenen 
ABC von K bejtimmen eine Ebene, die durch den Schnittpunft 
ABC jelbft geht. 


$. 7. Flächen II. Ordnung. 


Es bleibt min nod übrig, diejenigen geometrifchen Gebilde 
näher zu unterfuchen, welche entftehen, einerſeits durch das Gy: 
ftem von Punkten, in welchen ſich je 2 entjprechende Elemente er 
nicht foncentrifden reciprofen Strahlenbündel fdyneiden, andererjeits 
dur das Syftem von Ebenen, in denen je 2 entfprechende Ele 
mente 2er reciproter chenen Gewebe von verjchiedenen Trägern 
liegen. Auch hier foll wieder aus dem in Nr. 106 angeführten 
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Grunde die Betradtung der reciprofen Strahlenbündel der näheren 
Entwidlung zu Grunde gelegt werden, und es dem Lefer überlafjen, 
für reciprofe ebene Gewebe die Mefultate nach dem Geſetze der Re- 
ciprocitat fic) zufammen zu jtellen. 

137. Bor allem wichtig ijt folgender Sag: Sind M und M, 
die beiden reciprofen Strahlenbünbel, jo ift es für das zu ermit- 
telnde Syſtem von Punkten volljtändig einerlei, ob man die Schnitt- 
punkte der Strahlen von M mit den entjprechenden Ebenen von M,, 
oder umgekehrt die Schnittpunfte der Strahlen von M, mit den 
entjprechenden Ebenen von M fucht. 

Schneidet nämlid ein Strahl p von M die entſprechende Ebene 
P von M, in dem zum Syitem gehörigen Punkte A, fo entjpricht 
dem Strable M,A von M, als einem in der Ebene P gelegenen 
Strable eine duch dem Strahl p gehende Ebene von M und diefe | 
beiden entjprechenden Elemente haben daher noihwendig den Punkt 
A ebenfalls gemein. 

138. Sit P eine beliebige Ebene im Naum, die weder dem 
Bündel M nod dem Bündel M, angehört, fo ftellen die Schnitte 
diefer beiden Bündel in derjelben 2 reciprofe ebene Gewebe bes: 
jelben Trager dar, und es folgt daher aus Nr. 93 unmittelbar 
folgender Gab: eine beliebige Ebene im Raum hat mit dem in 
trage ftehenden Syſteme von Punkten entweder feinen oder einen 
oder alle Punkte einer Geraden, oder alle Bunfte Ber Geraden, 
oder alle Punkte einer Kurve II gemein, 

Geht dagegen eine Ebene P durch einen ber beiden Mittel: 
punkte, 3.8. M, jo bat fie mit dem Syftem von Punkten ent- 
weder alle Punkte einer Kurve II oder Zer Gerader oder 1 Gera: 
den oder den Punkt M allein gemein. 

Entipridt nämlich der P ein von M,M verſchiedener Strahl 
p von M,, fo ijt der in P enthaltene Strahlenbüfchel von M fei- 
nem entjprechenden Ebenenbüjchel p von M, entweber perjpeftivijd) 
oder nicht, im erjten Fall enthält P 2 Gerade des Syſtems, näm— 
lid) die Are der perfpekt. Beziehung und den in ber Ebene 
pM gelegenen Strahl von M; im 2ten Falle erzeugen beide ent 
fprechende Büfchel eine im Syftem enthaltene Kurve IL. CEntipridt 
dagegen der P der Strahl M,M von M, fo hat der Strahlen: 
büfchel P entweber 2 oder 1 oder fein Element, das in der ent — 
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fpredjenden Ebene des Ehenenbiifdels p liegt und alfo P 2 oder 1 
Gerade des Syftems, oder bloß den Punkt M. Geht die Ebene P 
endlich burd) beide Mittelpunfte M und M,, fo bat fie mit dem 
Syftem entweder alle Punkte einer Kurve II oder 2er Geraben, 
ober 1 Geraden (MM,) gemein. Denn entfpridjt der P ein von 
MM, verſchiedener Strahl p, fo ift der Strahlenbüfchel in P zum 
Ebenenbüjchel p perjpeft. oder nicht, und beide erzeugen baher ent: 
weber ein Paar von Geraben (worunter MM,) ober eine Kurve II. 
Fällt dagegen p mit M,M zufammen, fo gehört die Gerade MM, 
nothwendig zu dem Syſteme, und es fragt fich nur nod, ob ber 
Ebene P des Ehenenbiifdels M,M in dem Strahlenbüfchel P der 
Strahl MM, ſelbſt, oder ein von ihm verjchiedener p entfpridt, im 
erften Falle hat P mit dem Syſtem bloß MM,, im 2ten aud nod 
den Strahl p gemein. 

139. Unterfudt man nun bie allgemeinen Lagenverhältnifie, 
welche das Syftem diefer Schnittpunfte charafteriftren, fo müſſen 
bier folgende 4 wefentlich verfchiedene Fälle unterfchieden werden: 

Lon dem gebhpmees gemeinfamen Ebenenbüfchel MM, gehen 

1) alle Ebenen durch die ihnen entſprechenden Strahlen 


2) 2 m no mom ” " 
3) 1 " " ” " " ” 
4) 0 


"” " " " ” " 
Zu 1) Iſt Ebenenbüſchel MM, als zum Bündel M gehörig 
jeinem entſprechenden Strahlenbüfchel in M, perfpeft., fo ift er 
auch als zum Bündel M, gehörig feinem entfpredjenden Strahlen: 
büfchel in M perjpeft.; denn entipricht die Ebene A des Bim: 
dels M dem Strahle a, von M,, der in ihr Liegt, fo entfpridt auch 
umgefehrt jeder durd) a, gehenden Ebene von My, alfo auch der A 
ein in A gelegener Strahl von M. Sind nun M (abc...) und M, 
(a, b,c,...) diefe beiden zu ihren entfpredjenden Ebenenbüfcheln per: 
fpeft. Strahlenbüfchel, fo Leuchtet einerjeits ein, daß jeder Punt 
berjelben zu bem von uns betrachteten Syſteme gehört, und ande 
rerfeits ift leicht zu erkennen, daß feinem Punkte außerdem  diefe 
Eigenjchaft zukommt, denn ift P irgend ein in M enthaltener Strah: 
lenbüjchel, deffen Träger p, dem gemeinfamen Ebenenbüjhel MM, 
nicht angehört, jo entjpricht ihm ein Ebenenbüfchel, der zu ihm per: 
fpeft. ift, da der Strahl d, in bem Pund der Strahlenbiifdel M(abe...) 
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ſich jchneiden, in der ihm entjprechenden Ebene dd, von p, liegt. 
Die entfpredenden Elemente von P und p, haben daher die Puntte 
von 2 Geraden gemein, (von denen eine der erwähnte Strahl d ift) 
diefe beiden Geraden Fönnen daher Feine anderen fein, als bie beiden 
Schnittlinien von P mit M(abc...) und M, (a,b, q...). Das 
Syftem aller Sdnittpuntte entjprechender Elemente von M und M, 
befteht daher aus dem Syftem der beiden ebenen Gewebe M(ab..) 
M, (aıbı..). 

Zu 2) Sind A und B die beiden Ebenen des Ebenenbüfchels 
MM,, denen bie Eigenſchaft gufommt, daß ihre beiden Paare ent- 
fpredhender Strahlen aa, und bb, in ihnen liegen, fo gehören 
offenbar fammtlide Punkte diefer 4 Strahlen, die ein winbichiefes 
4G bilden, oder 2 Paar Gegenfanten (ab, und ba,) eines Te: 
traederd barftellen, zu dem fraglichen Syſteme von Punkten. Iſt 
nun C irgend eine Ste Ebene eines der beiben Bündel M oder M, 
die Teinen der 4 Ebenenbüjchel aa, b by angehört, fo liegen in ihr 
die ſäͤmmtlichen zum Syſteme gehörigen Punkte in einer Kurve II, 
während jede Ebene, welche einem diefer 4 Ebenenbüfchel angehört, 
mit dem fraglichen Syfteme nod eine 2te Gerade gemein hat, und 
zwar fdjneidet jede jolche neue Gerade entweder die beiden Gegen- 
fanten ab, , oder die beiden Gegenfanten ba, des oben erwähnten 
Tetraeders, 

Im eriten Falle liegt nämlich fein Strahl des in C gelegenen 
Strahlenbüfchels von M in ber ihm entjprechenden Ebene, und die 
Schnittpunfte der Strahlen dieſes Büfchels C mit feinen entjprechen- 
den Ebenen liegen daher ftets in einer Kurve II nad Nr. 43 etc. 
Im 2ten Falle dagegen ift der Strahlenbüfchel C immer zu dem ihm 
entjprechenden Ebenenbüfchel perſpekt, weßwegen fie ein gerabes 
Gebilde burd die Sdhnittpunfte entfprechender Elemente darftel- 
len. Iſt nun aber in biefem Falle C eine Ebene des Ebenen- 
bũſchels a, fo fchneibet fie die Gegenfanten von a nämlich b, in 
einem Punkte c, der nothwendig zum fraglichen Syſteme gehört, 
denn dem Strable Mc, in welchem fich die C und die B jchneiden, 
entfpricht offenbar bie Ebene c, b,, welche die der C und ver B ent: 
fpredenden Strahlen verbindet, aljo ſchneidet ber Strahl Mc bie c, b, 
im Punkte c der in b, fiegt; die a aber muß felbjtverftändlich mit 
der in C liegenden Geraden bes Syitems einen Punkt gemein haben. 
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Betrachtet man mun auf die hier befdriebene Weife die Geraden des 
Syftems, welche in allen Ebenen des Biifchels a liegen, jo gelangt 
man auf folgende Weife einfach zu dem Gefege, das ihre Lage 
charakterifirt. Bezeichnet man die ſämmtlichen Geraden , welche die 
Gegenkanten ab, jchneiden, durch mn q ꝛc., fo liegt jede dicjer Ge: 
raben jowohl in einer Ebene des Ebenenbüſchels a, als aud in 
einer Ebene des Ebenenbüjchels bi. Schneidet man nun das Sy 
ftem unferer Punkte durdy eine von A und B verjchiedene Ebene 
des Ebenenbüfchels MM,, jo ſchneidet dieje das Syitem von Ge: 
raden mnpq.... in einer Kurve IL mupq, die aud) durch M und 
M, geht; bezieht man daher die beiden Ebenenbüfchel ab, jo auf 
einander, daß ſolche Ebenen einander entjprechen, welche fic) je in 
1 Geraden des Syftem$ mnpq.... fdneiden, fo find fie projekt. 
auf einander bezogen, infoferne fie entfprechend perjpeft. find zu den 
beiden Strahlenbüjheln M(ampq...) und M, (mupg...), weldke 
beide zu der erwähnten Kurve II perfpeft. und aljo unter ſich pro- 
jeft. find. Unfer fragliches Syſtem von Punkten bejteht aljo aus 
einer Regelfdaar. 

Zu 3) Sind a und a, die beiden Strahlen, welche in der 
ihnen entjprechenden Ebene von MM, liegen, jo fdneidet wieder 
wie in 2) jede Ebene der beiden Ebenenbüſchel a und a, das Sy: 
ftem der fraglichen Punkte in 2 Geraden (wovon a oder a, je eine), 
während jede andere Ebene mit derfelben eine Kurve II gemein hat. 
Um die Lagenverhältnifje aller diejer Geraden zu erkennen, jchlagen 
wir einen Weg cin, der jchon im vorigen alle hätte zur Anwen- 
dung gebracht werben können, infoferne er ben 2ten und 3ten Fall 
unter einem gemeinjamen Gefidtspuntt gujammen faßt. 

Betrachtet man nämlid 2 von A und B verjdiedene Ebenen 
des Büſchels MM,, jo jchneiden diefe das Syftem in 2 Kurven II 
Klund K,; jede von a verjchiedene Gerade, die wie oben angegeben 
in einer Ebene bes Büjchels a liegt, fchneidet die beiden Kurven 
K u. K, in einem Paare entfprechender Punkte Ber projekt, Kurven- 
gebilbe, injoferne biefe beiden Kurvengebilde perjpeft. find zu dem 
Ebenenbüfchel a, defjen Are beide in demfelben Punkte M fchneidet;z 
und wie es mit a ijt, jo ift e8 aud mit a,, b und by. Nah 
Nr. 71 bildet daher diejes Syjtem von Geraden, entweder eine zu 
beiden Kurven perſpelt. Regelfdaar, oder eine zu beiden perfpekt. 


Kegelfläche I, und es ift ohne weiteres Mar, daß im Fall 2) noth- 
wendig eine Regelſchaar im Fall 3) eine Kegelfläche gebildet werde. 

Es Tann aud) der Fall eintreten, daß einer der beiden Strah- 
len a und a, mit dem gemeinfamen Strahl MM, zufammen fällt; 
es ändert fich hiebei in der lebten Entwidlung nichts, und es ijt 
daraus zu erjehen, daß die Spike des Megels mit dem Mittelpunkt 
M, des einen Bünbel zufammenfällt. Auch beide Strahlen aund a, 
fünnen mit dem gemeinjamen Strahl MM, zujammen fallen, und 
auch hier erjieht man ganz auf die bisherige Weile, daß das frag: 
lide Syftem von Punkten ebenfalls eine Kegelfläche I darftellt, 
deren Spige auf MM, Tiegt. 

Zu 4) Liegt endlich fein Strahl eines ber beiden Bündel M 
und M, in der entfpredenden Ebene des Ebenenbüjchel® MM,, fo 
enthält das Syitem von Punkten überhaupt fein gerades Gebilde 
in fich, jondern jede Ebene, welche durch M oder M, geht, ſchneidet 
dasfelbe in 1 Kurve II mit Ausnahme von 2 Ebenen, welche blog 
je 1 Punkt nämli M oder M, mit dem Syftem gemein haben. 

Wiirde nämlich eine Ebene A bes Biindels M mit dem Sy: 
ftem ein gerades Gebilde gemein haben, jo würde der in A enthal- 
tene Strahlenbüfchel des Bündels M mit dem ihm entjprechenden 
Ebenenbüjchel perfpeltivijd fein und aljo gegen die Vorausſetzung 
ein Strahl von M in ber ihm entfprechenden Ebene von M, liegen, 
alfo müfjen die in A enthaltenen Punfte des Syſtems nad den 
zu 2) erwiejenen in einer Kurve IT liegen, eine Ausnahme bilden 
nur die Ebenen R und R, von M und M,, welde bem gemeinjamen 
Strahle MM, entfpredjen, und die offenbar bloß diefen einzigen 
Schnittpunkt von dem Syſtem enthalten können. Legt man durd 
MM, irgend eine Ebene A, fo fchneidet diefelbe das Syſtem in 
einer Kurve II und zwar liegt die Gerade, welche diefe Schnitt- 
kurve in M wie in M, berührt, in den beiden Ebenen R und R,, 
wie aus der projekt. Beziehung der in A enthaltenen Strahlen: 
büſchel ihrer entſprechenden Ebenenbüfchel nad) Nr. 43 hervorgeht. 
Man fagt daher R und R, und jeder Strahl der in R und R, 
enthaltenen Strahlenbüfchel von M und M, berühren die Frumme 
Fläche IL in M und M.. | 

Wir fehen daher, daß das Syitem von Sdhnittpuntten ent: 
ſprechender Elemente Zer nicht koncentriſcher Strahlenbüjchel IT zu 
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geometrifden Gebilden führt, welde im Allgemeinen mit einer 
Ebene eine Linie II gemein haben, und man nennt daher diefe geo- 
metrifchen Gebilde Flächen II. Ordnung. Sie zerfallen nad diejer 
hier entwidelten Entſtehungsweiſe in 4 Klaſſen, nämlih 1) das 
Syitem 2er ebener Gewebe, 2) hie Regelfläche, 3) die Kegelfläche, 
4) allfeitig frumme Flächen II. 

Entipredend der Eintheilung der Kurven II fann man aud 
bier nod) in den einzelnen Whtheilungen einzelne Gattungen unter: 
jheiden, indem man als Unterfcheidungsmerfmal hiefür die unend- 
lid) fernen Elemente annimmt, die diejen Flächen II gufommen, 

1) 2 ebene Gewebe haben entweder 2 oder 1 Gerade mit der 
unendlich fernen Ebene gemein, jchneiden fic) daher entweder in 
einer endlichen Geraden, oder find parallel, - 

2) Eine Regelflache hat mit ger Ebene entweder eine Kurve 
II oder 2 Gerade gemein. Man nennt nun eine Regelfläche der 
erftern Art ein einfächriges ober gewöhnliches Hyperboloid, eine 
Negelfläche der Sten Art ein Hyperbolifdes Paraboloid. Das erite 
wird von einer Ebene entweder in 2 Geraben ober in einer Ellipfe 
oder in einer Hyperbel gefchnitten, denn eine Ebene, welche die im 
Unendliden liegende Kurve bes Hyperboloids berührt, hat mit dem- 
jelben 2 parallele Gerade gemein. Das zweite enthält 2 Regel- 
Ihaaren, deren Strahlen je einer Ebene parallel find, und wird 
von einer Ebene entweder in 2 Geraden oder in einer Hyperbel 
oder in einer Parabel gefdnitten, legteres von allen Ebenen, welche 
ber Schnittlinie der fo eben erwähnten beidben Ebenen, welde die 
Richtung der beiden Regelichaaren beftimmen, parallel find. 

3) Eine Kegelfläche hat mit der unendlid) fernen Ebene ent: 
weber eine Kurve II oder einen Punkt (den Mittelpunkt) oder einen 
Strahl oder 2 Strahlen gemein. Im eriten Fall nennt mar die 
Fläche eine gewöhnliche Kegelfläche IL, die mit einer Ebene ent- 
weber 1 Punkt, oder 2 Geraden, ober 1 Gerade, ober eine El: 
lipfe, oder eine Parabel, oder eine Hyperbel gemein hat; im 2ten 
all elliptifder Cylinder, der mit einer Ebene entweder 1 oder 2 
Gerade oder eine Ellipfe gemein hat; im 3ten Fall parabolifcher 
Cylinder, der mit einer Ebene entweder 1 oder 2 Gerade oder eine 
Parabel gemein hat; im 4ten Fall hyperbolijder Cylinder, der mit 
einer Ebene entweder 1 oder 2 Gerade oder eine Hyperbel gemein hat. 
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4) Eine durdaus trumme Flide II Hat mit der unendlid 
fernen Ebene entweder feinen oder einen Punkt oder alle Punkte 
einer Kurve II gemein, im Iften Fall heißt die Fläche ein Ellipfoid, 
bas mit einer Ebene entweber feinen ober einen oder alle Punfte 
einer Ellipfe gemein hat; im 2ten ein elliptijdes Paraboloid, das 
mit einer Ebene entweder feinen, oder einen, oder alle Punkte einer 
Ellipje, oder alle ‘Puntte einer Parabel gemein hat; im Sten ein 
elliptijches ober zweifächriged Hyperboloid, bas mit einer Ebene 
entweder feinen, oder einen, ober alle Puntte einer Ellipfe, oder 
alle Punkte einer Hyperbel gemein hat. Die in 2) 3) und 4) auf- 
geführten 9 Flächen werden vorzugsweife Flächen IL. Ordnung ge- 
naunt, fie follen bier frumme Flächen II heißen. 


140. Lehrſatz. Eine frumme Flade II ijt vollfommen be- 
ftimmt, wenn 2 Kurven II, in denen fie von 2 Ebenen gefchnitten 
wird, und ein außerhalb diefer beiden Kurven II liegender Puntt 
M berjelben gegeben find. ' 

Denn legt man durch M eine Ebene, welche die beiden Kur- 
ven II in 4 Punkten fdjneidet, fo liegen diefe 4 Schnittpunfte mit 
M in einer neuen Kurve II, die auf der Fläche II liegt, obwohl 
fie in befondern Fällen in bas Syftem 2er Geraden übergehen kann, 
die der Fläche II angehören. 

141. Lehrſatz. Sit eine krumme Fläche II gegeben, fo laj- 
jen fic) 2 beliebige Punkte derjelben als die Mittelpuntte 2er Strah- 
lenbiindel betrachten, durch deren reciprofe Beziehung auf die in 
den Testen Nummern erwähnte Weije die Fläche II entfteht. 

Sind unter Beibehaltung der hier oben eingeführten Bezeich— 
nungsweife A und B 2 Ebenen des Bünbels M, welche bie frumme 
Blade IL in 2 Kurven IT K, und Ky fchneiden, die außer M nod 
den 2ten Punkt N gemein haben mögen, fo entſprechen diefen bei- 
den Ebenen in M, 2 Strahlen a und b, welde die K, und Ky 
in2 Punkten P und P, fdneiden, welchen die Lage zukommen 
mug, daß die Ebene M, PP, durd den Punkt N gehen muß, da 
ja die Ebene M, PP,, d. h. die Ebene ab der Schnittlinie von 
AB, d. bh. MN entfpridt, alfo nad) der Vorausfeßung N als 
Puntt der Fläche II in der Ebene M, PP, liegen muß. 

Sit nun umgekehrt die frumme Fläche II gegeben, fo kann man 
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MABM, und die Ebene M, PP, willfürlich wählen, nur müſſen 
fie den bier eben angeführten Bedingungen entfpreden, dak M, 
nidt in ber Schnittlinie AB liegt, und die Ebene M,PP, 
durch den von M verjdiedenen Schnittpunft N von A und B geht. 
Denn bezieht man die Bündel M und M, fo reciprof auüf einander, 
daß ben beiden zu M gehörigen Strahlenbüſcheln in A und B bie 
beiden Ebenenbüjchel M, P und M, P, entfpredjen, fo bak beide 
entipredjende Elementargebilde zu den beiden Kurven von K und K, 
perfpett. find, jo ift einerfeits bie reciprofe Beziehung beider Bündel 
vollfommen firirt, anderntheils erzeugen aber dieſe beiden Bündel 
nad) Nr. 137 etc. eine Fläche II, welche die K und K, und den 
Punkt M, enthält, und daher nad Nr. 140 mit der gegebenen 
identijd) ift. Zugleich Teuchtet aus diefem Beweife ein, da man 
die beiden beliebigen Strahlenbündeh nod) auf unzählige Arten reci- 
prof auf einander beziehen kann, ohne dag fie eine andere als die 
gegebene Fläche II durch die Schnittpunkte entfprechender Elemente 
erzeugen. 

Nachdem man nun beliebige Punkte einer Fläche IT als Mit: 
telpunfte der reciprofen Strahlenbiindel betrachten fann, fo gilt das 
über Berührungsebenen und berührende Gerade in einem Puntte 
der Fläche I in Nr. 139 erwähnte ganz allgemein für jeden Puntt 
ber Fläche II. 

142. Sind in einer Fläche II, die, wie fo eben näher aus- 
einander gejeßt, durd) die reciprofe Beziehung 2er Strahlenbündel 
M und M, erzeugt worben, nad) einem und demjelben 3ten Bunte 
N der Fläche die 2 Strahlen MN und M,N gezogen, fo haben 
bie beiden Ebenen A und B, die diefen beiden Strahlen entjprechen, 
bei jeder Art der reciprofen Beziehung von M und M,, durch welche 
dieſe Fläche II F entjtehen fann, dod) immer die gegenfeitige Lage, 
daß fie fid) in einer Tangente a der Fläche II fchneiden, denn hätte 
‚ die Schnittlinie a mit F nod) einen 2ten Punkt N, gemein, fo 
müßte nothwendig den beiden Strahlen MN, und M,N, biejelben 
beiden Ebenen A und B entipredjen. 

Denkt man fic) nun eine Ebene des Chenenbiifdels M M,, 
welche die F in einer Kurve II K fchneidet, und zieht in beiden 
Strahlenbündeln die jammtliden Ebenenpaare, die den beiden zu 
K perjpeftivijchen Strahlenbüjcheln entipreden, fo erzeugen diejelben 
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eine Regelfhaar R, deren jämmtliche Strahlen nad dem jo eben 
Bewiejenen Tangenten an F in den einzelnen Punkten von K dar- 
ftellen. Mber auch die Leitjchaar R, diejer Negelihaar muß die F 
in jämmtlihen Punkten von K berühren, denn hatte ein Leitjtrahl 
mit F nod einen außerhalb der K gelegenen Punkt gemein, fo 
müßte diejer gegen bie Vorausfegung aud) in einem Strable ber 
eriteren Regeljdaar Liegen. 

Denken wir uns alle Ebenen, welche der Regelfdaar R ober 
R, in ben Punkten von K fic) anjchmiegen, fo ftellen dieje, da fie 
ja burd) 2 Tangenten von F gehen, die Berührungsebenen in bie 
fen Punkten dar, und aus Nr. 56 ift zu erfehen, daß alle biefe 
Ebenen eine Kegelfläche I bilben. Wenn man nun hiebei nod 
beachtet, daß die geführte Entwicklung gilt, für 2 beliebige Punkte 
M und M, und für alle burdh fie beide, aljo überhaupt für alle - 
Ebenen, welche die F in einer Kurve II fchneiden, jo folgt hieraus 
folgender wichtige Gab: Alle Berührungsebenen einer Fläche 
IL Ordnung, deren Berührungspunfte in der Schnittkurve II mit 
einer Ebene liegen, bilden eine Kegelfläche II. 

Dent man fid) M und M, feft und durd) MM, alle Ebenen 
des Ebenenbüfchel® MM, gelegt, fo erhält man eben fo viele Kegel- 
flachen II, welche genau fammtlide Berührungsebenen der Fläche II 
in fic) enthalten (in bejonbdern Fällen fann 1 oder 2 Kegelflächen 
durch je ein Paar Ebenenbüſchel J erfegt werden), die Spigen aller 
diefer Kegelfläche II Tiegen in einer Geraden p (ber Schnittlinie 
der Berührungsebenen in M und M,), und bilden in ihr ein zum 
Ebenenbüjchel MM, projekt. gerabes Gebilde, denn legt man durd 
p eine Ebene P, welche die F in einer Kurve II ſchneidet, fo 
lagt die Betrachtung der Schnittfigur 49, foferne fie in P ein ebe- 
nes Polarjyftem bejtimmt, nad) 94. die Richtigkeit diefer Behaup- 
tung alsbalb erfennen. 

143, Wenden wir uns zur reciprofen Entwidlung, fo er- 
halten wir folgende Refultate: 

Sind E und E, bie beiden’ reciprofen ebenen Gewebe, jo ge- 
langt man zu demjelben Syitem von Ebenen, man mag die Puntte 
von E mit ben entjprechenden Strahlen von E,, oder umgekehrt 
die Punkte von E, mit den entfpredenden Geraben von E verbin- 
ben. Wählt man ein beliebiges Paar Ebenen F und F, des frag: 
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lichen Syſtems, fo fann than beide auf unendlich verjchiedene Weije 
ftetS fo reciprof auf einander beziehen, daß fie genau dasjelbe Sy- 
ftem von Ebenen erzeugen, bas man durch die reciprofe Beziehung 
von E und E, erhalten hatte, 

Wählt man in E oder E,, oder F oder F, irgend einen Punft A, 
fo ftellen alle Ebenen bes Syſtems, welche durch A gehen, im All⸗ 
gemeinen eine Kegelfläche IL dar, ein einziger Punkt tft hievom aus- 
genommen, nämlich ber, welcher der gemeinjamen Geraden E E, 
oder FF, entjpricht und durch den im Allgemeinen bloß die 1 Ebene 
E oder E,, oder F ober F, geht, während in bejondern Fällen auch 
alle Ebenen 2er oder leds Ebenenbüjchels Ldurd ihn gehen Fönnen. 

Wir jagen von dem Sytem aller diejer jo eben bejprodenen 
Punkte, daß fie eine Fläche IL. Klaffe bilden, welche jenem Syſteme 
von Ebenen in eben diefen Punkten fid) anjchmiegt oder von ihm 
umbillt wird. Hinſichtlich diejer Anſchmiegungspunkte gilt mun 
aber folgendes: Alle Anſchmiegungspunkte folder Ebenen bes Ebe- 
nenſyſtems, welche, wie oben bemerkt, eine Kegelfläche IT bilden, 
fiegen in einer Kurve II. 

Denkt man fid) 2 Ebenen GG, des Syſtems feft, und be 
trachtet man jämmtliche Punkte ihrer Schnittlinie als Spitzen fol- 
Ger Kegelfliden II, fo erhält man auf diefe Weile ebenjo viele 
Kurven II als Träger von Anfchmiegungspunften; alle diefe Kur: 
ven II liegen in Ebenen eines Ebenenbüjcheld HI der jenem gera- 
den Gebilde der Kegelſpitzen projekt, ift, 

Da dieſes nun aber für je 2 beliebige Ebenen des Syftems 
gilt, fo laſſen dieſe leiten Gage im Zuſammenhalt mit den Saben 
über Flächen II, infonderheit mit bem was Nr, 140 über die Firi- 
rang einer Glade IL fejtgeftellt wurbe, und zwar beutlich erfennen, 
daß Flächen IL Ordnung und IL Klaſſe identijd find. 

144. Die beiden Ebenenbüfchel, welche in Nr. 142 dieR er- 
zeugen, haben zu ihren Wren die beiden Strahlen kk, vonMu.M,, 
welche der gemeinfamen Ebene K entjprechen, und bie daher nach der 
Vorausſetzung 1) in diejer Ebene nicht liegen können, 2) aber eben: 
falls Tangenten der F in Mu. M, barftellen, die beiden Tangenten 
k und k, in M und M, werben daber von jedem Strable der Re— 
gelichaar geichnitten, d. h. fie gehören ber Leitichaar R, an. 

Hieraus ergiebt fic) nun unmittelbar folgender Gab für bie 
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Hiden I]. Ordyung. Rieht man in 2 Punkten M und M, einer 
frummen lade II F 2 Langenten k und ky die nicht in ] 
Ebene liegen, und zieht an diejelbe Fläche II alle Tangenten die 
jene beiden zugleich fchneiden, fo bilden fie 2 ber Flaͤche II um: 
jhriebene Regelſchaaren, welde diefelbe Fläche in 2 Kurven II be 
rühren, die die Punkte M und M, gemein haben; bie beiden feften 
Tangenten felbjt werden durch bie übrigen in 2 projekt. geraden 
Gebilden geſchnitten. (Liegen bie beiden feften Tangenten in 1 
Ebene, fo fallen beide Regelſchaaxen in einen Strahlenbüſchel II 
zuſammen). 

Denn zieht man von einem Punkte S von k irgend eine Tau— 
gente a, welde die F im Punkte N berührt und die k, ſchneidet 
(und folder giebt es immer 2, nämlich die 2 von San die Schnitt⸗ 
furve ber Ebene SK und ber F von S aus zu ziehenden Tangen- 
ten), ſo bejtimmt die Ebene MNM, bie obige Ebene K, und ed 
braucht nur die reciprofe Beziehung von M und M, fo gewählt zu 
werden, dag dem Strable k und ky die gemeinfame Ebene M NM, 
entjpricht, wobei bei jeder Wahl der Übrigen nod) ndthigen Beftim: 
mungsftüe der fraglichen Beziehung, welde zur Folge hat, dab 
beide Bündel gerade die Fläche F erzeugen nad) Nr. 141 jtets die 
Anwendung bed obigen Sages die Richtigkeit unser Behauptung 
erkennen läßt. 


8.8. Nähere Betraditung der projektiviſchen Beziehung 
der Grundgebilde II. 


145. Auch hier betrachten wir wieder guerft die follinedre 
Beziehung Zer räumlicher Syiteme näher, indem wir uns babei auf 
die allgemeine Entwicklung ber Nr. 81 zurüc beziehen. Daſelbſt 
wurde als allgemeinjtes Gefe der Follinedven Beziehung 2er 
räumlicher Syfteme angegeben, bak jedem Grundgebilde I. und I. 
Ordnung und jedem Clementargebilde I, und II. Ordnung ein thm 
follinedres entjpriht, e8 muß bier nun nod hinzugefügt werden, 
daß aud) jedem Clementargebilde I. Orbnung ein ihm follinedres 
und ebenfo jeder Fläche II. Ordnung wieder eine Fläche II. Orb: 
nung entipridt, wobei nod) jeder berührenden ober fid) anjdmiegen- 
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ben Ebene oder Geraden des einen Gebilbes fe wieder eine berith- 
rende oder fich anjchmiegende Ebene oder Gerabe des andern entfpridt. 

146. In Nr. 81 wurde angegeben, bah die follinedre Be- 
ziehung 2er räumlicher Syfteme R und R, am einfachiten entweder 
dadurch firirt werde, dag man 3 Ebenenbüfchel in R projett. auf 3 
Ebenenbüfchel in R, bezieht, wobei jeboch in beiden Fällen die 3 Aren 
in 3 Punften fic fchneiden müjjen, und die gemeinjame Ebene als 
Element aller 3 Büchel in R der gemeinjamen Ebene der Büfchel 
in R, entipreden muß; oder veciprof dadurd), dag man 3 Strah— 
len eines GStrahlenbünbels in R projeft. auf 3 Strahlen eines 
Strahlenbündels in R, bezieht, wobei jedod in beiden Fällen die 
3 Strahlen nicht in einer Ebene liegen dürfen, und dem gemein: 
famen Punkte derjelben in R als Punttelement aller 3 Strahlen 
der gemeinfame Punkt in R, entjprechen muß. 

Diefe fundamentale Fixirungsweiſe der Beziehung Tann aber 
nun auf fehr mannichfache Art abgeändert werben, jedoch find alle 
diefe verjchiedenen Arten der Firirung jirenge genommen nur ber 
äußern Form nad) von ber foeben angegebenen verfdieden, und muß 
fich ftetS die Soentität beider nachweijen laſſen. Es mögen bier 
einige ber hauptfächlichiten befonderen Formen angeführt werben. 

Die follinedre Beziehung 2er räumlicher Syſteme R und R, 
ift in folgenden Fallen vollfommen firirt. 

1) Wenn zu 5 Punkten von R die entiprechenden Punkte 
von Ry gegeben find, wobei jedod) in R wie in R, feine 4 Puntte 
in 1 Ebene Tiegen dürfen. Wählt man nämlich 3 entjprechende 
Punftenpaare ABC und A, B, C,, fo fann man fie je als bie 
Sdnittpuntte der 3 Aren von 3 Ebenenbüfcheln betrachten, deren 
projekt. Beziehung genau firirt tft, indem auger der gemeinfamen 
Ebene in jedem Bijdel von R nod je 2 Ebenen, nämlich denen, 
welche nad) den beiden übrigen der 5 Punkte D und E gehen, ihre 
entipredenden Ebenen in R, zugewiejen find. Man konnte aud) bier 
(wie in Nr. 82) die Frage aufwerfen, ob die follinedre Beziehung 
biebei unabhängig von der Wahl der 3 Punkte, welche die Wren 
bejtimmen, jeizs allein hier ergiebt fi die Bejahung diefer Frage 
febr einfach aus der Betrachtung, dag die follinedre Beziehung jeder 
der 10 Ebenen, welde durch die 5 Punkte ABCDE ſich legen 
lafjen, und ihrer entjprechenden, bei jeder möglichen Wahl der frag: 
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fiden 3 Punkte genau diefelbe bleibt, denn außer ben 3 in ihr ent 
haltenen Punkten 3. B. ABC bleibt ftets auch der Schnittpunft 
ber durch die beiden übrigen der 5 Punfte (DE) beftimmten Ge: 
raden demfelben Punkte zugeordnet. 

2) Wenn zu 5 Ebenen von R die'entfprechenden von Ry ge: 
geben find, was zu 1 reciprof ijt. 

3) Wenn man 2 Ebenen G und H von R projekt. auf 2 
Ebenen G, und H, von Ry bezieht, fo jedoch, dag bie projekt, Be: 
ziehung der Schnittlinie GH unb der Schnittlinie G, H, als eine ent: 
fprediende Gerade für G und G, fowohl, als aud für H und H, 
auf diejelbe Weife firirt ift. Es läßt fich nämlich leicht die Iden— 
tität diefer Fixirungsweiſe und der unter 1) (oder 2)) darthun. Sind 
AB 2 Bunfte der Schnittlinie von GH, CD 2 Punkte von G und 
EF2 Punkte von H, und fchneiden fid) die beiden Geraden CD und 
EF in einem 3ten von A und B verfjchiedenen Punkte ber Schnitt: 
linie GH, fo erfüllen die entfprechenden Punkte und Geraden von 
G, und H, nad) der oben gemachten Bedingung eben diejelben Be- 
dingungen. Iſt nun M der Schnittpunkt der Geraden CE und 
DF, M, der Schnittpunkt der entjpredyenden Geraden C, Ey und 
D,F, und bezieht man nun R und R, follinedy fo auf einander, 
dag den 5 Punkten ABCFM die 5 Punfte A,B,C,F,M, entipres 
chen, jo erfüllen dieſe 5 Punkte die in 1) angegebenen Bedingungen 
und die Ebenen GG, und HH, find dabei auf die urjprünglich an- 
genommene Weife projekt. auf einander bezogen. 

4) Wenn man 2 Paare Strahlenbündel GG, und HH, pro- 
jet. auf einander bezieht, fo jeboh, dag ber gemeinjame Chee 
nenbüjchel von GH als Elementargebilde des einen wie des andern 
Bündel bem gemeinjamen Ebenenbüſchel G,H,, «als entjprechen- 
dem Glementargebilbe, in berjelben Weije projekt. iſt. Diefes ift 
der 3) reciprof, 

5) Wenn zu 4 Eckpunkten eines Cetraeders ABCD und 
emer Ebene M, die durch Keinen diejer 4 Punkte geht, die entfpres 
enden Elemente A, B, C D, und M, gegeben find, 

Diejen Fall führt man einfach auf den vorigen 3) zurüd, 
Die Ebene ABC jchneidet die M in einer Geraden a, welche der 
Schnittlinie a, von A,B,C, und M, entfprechen muß, bezieht man 
nun die beiden Ebenen ABC und A, B,C, dadurch projekt. auf 
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einander, daß ben Punkten ABC und der Geraben a bie Punkte 
A, B, Cj und bie Gerade a, entfpreden, und bie Ebenen M tnd 
M, projeft, fo auf einander, dah ben 8 Schittpunften NPQ, 
welche in den Strahlen DA DB DC liegen, die 3 Schnittpunfte 
N; P,Q,, die in den Straßlen D, A, D;B, D.C, liegen, und ber 
Geraden a die Gerade a, entfpridjt, was nad Mr. 82 immer ge 
ſchehen fann, fo find die beiden Ebenenpaare ABC und A, B, C, 
M und M, ber Art projett. auf einander bezögen, bag die in 8) 
angegebene Bedingung von ihnen erfüllt ijt, ba die 8 Seiten der 
beiden Dreiede ABC und NPQ die a, und ebenfo die 8 Seiten 
der beiden Dreiede A, B,C, und N;P,Q, die a, je in denfelben 
Punkten ſchneiden. 

6) Wenn zu 1 Punkte und 4 Ebenen eines Cetraeders, von 
denen Feine durch den gegebenen Punkt geht, die entfprechenden Ele: 
mente gegeben find. Dieſes ift reciprof zu 5). 

3 Ebenen und 2 Punkte, ober 2 Ebenen und 3 Punkte be- 
ftimmen einestheils zu viel anderntheil® zu wenig, da dadurd in 
jeder ber gegebenen Ebenen 2 Punkte und 2 Strahlen als Clemente 
beftimmt find (vergl. Nr. 82), 

7) Wenn zu einer Negelfläche F die entfprechenbe Regelflide 
Fy und zu je 3 Strahlen einer jeden ber beiden in F enthaltenen 
Regelihaaren die 3 entfprechenden Strahlen in F, gegeben find. 
Sind nimlid) abe und pqr je die B gegebenen Strahlen der bei- 
den in F enthaltenen Regelfdjanven, und a,b,c; Piquri bie ent 
fpredenden Strahlen ber beiden in F\ enthaltenen Regeljchaaren, 
und läßt man in ben beiden väımlichen Shitemen den 5 Punften 
ap bp aq bq cr bie 5 Punkte ap, bp ug bi Gr ent: 
fprechen, fo entipredjen offenbar die 4 Paare von Strahlen aa, 
bb, ppı qq: einander, ba von jedem Paar 2 entfpredende Punkte 
gegeben find, da aber nad Nr. 81 jeder Regelfdaat in R eite 
projeft. Regelſchaar in R, entſprechen muß, und da, wenn von 
einer Regelihanr 2 Strahlen gegeben find von einem außerhalb 
beider liegenden Puntte nur ein Strahl der Leitſchaar möglich ift, 
jo entipreden die beiben Strahlenpaare ec, und rr, einander eben 
falls. Der Fall 7) ift alfo wefentlich iventifä mit 1). 

Verjudt man es ganz allgemein durd) 8 Flächen IT umd 
dime Anzahl ihrer Elemente die Follinehre Beziehung Ber räumlicher 
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Syſteme zu firiren, fo findet man vor Allem, daß nur Flächen, 
welde einer und berjelben der 3 in Nr. 139 angeführten Arten 
angehören, einander entiprechen können, und ferner, daß hinfichtlich 
der Zahl der Elemente eine jo einfache Norm aufgeftellt werden 
kann, injeferne man findet, daß 3 Punttelemente zu wenig 4 ſchon 
zu viel bejtimmen, fo daß bas 4te Element ftets einer gewiffen 
Bedingung genügen muß; wir begnügen uns daher mit biejer 
Andeutung. 

8) Wenn zu einer Kurve Il und 3 in ihr enthaltenen Punt: 
ten ABC in R eine Kurve III K, und 3 in ihr enthaltene Puntte 
m R, als entſprechende Gebilde und Elemente gegeben find. 

Sind nämlid MM, u. NN, 2 Paare entfpredender Puntte 
ber projekt, Gebilde K(ABC...) w K, (A,B,C,...) und bezieht 
man mun bie beiben Paare von Strahlenbündeln M und M, N und 
N, jo projeft. auf einander, daß M(ABCN..) 2 M,(A,B,C,N...) 
und N(ABCM...) w N, (A,B,C,M,...), fo tritt der in 4) ers 
wähnte Fall ein, da der gemeinjame Chenenbiijdel MN bem ent 
ſprechenden Ebenenbüſchel M, N, in derjelben Weiſe projekt. ift, 
man mag ibm al® zu M oder N gehörig betrachten, fo daß 8) und 
4) identijd find. 

9) Wenn man eine Kurve IL K und eine fie und ihre Ebene 
ſchneidende Gerade p auf die entjprechenden Gebilde derſelben Art K, u. 
pı projekt. bezieht, (wobei felbftverjtändlih dem Punkt Kp der Punkt 
K, p, entſprechen muß). Denn durd die projekt. Beziehung von 
K und K, find ihre Träger nah Nr. 82 projekt. auf einander be- 
jogen, wenn man nun durd) p eine Ebene pq legt die die Ebene 
ber K in q fdyneidet, fo entipricht ihr die Ebene p, qy und dabei 
find pq und pi q, ebenfalls projett. auf einander bezogen, und 
zwar entſprechen hiebei die Schnittlinien q und qy Hinfidtlid) ihrer 
projekt. Beziehung der in Nr. 3 angeführten Bedingung. 

147. Wenden wir uns nun entfprechend dem bisher einge 
baltenen Gange (vergl. Nr. 83) zu der Unterfuchung, wie viele 
Elemente 2 follinedre räumliche Syiteme *) enijprechend gemein 


*) Die Bedingung, baf fie in bemfelben Träger enthalten fein müffen, füllt 
bier und bei den fpäteren Unterfuchungen von felbjt weg, da es nur I unendlichen 
Raum giebt, der als Träger aller räumlichen Syſteme gedacht werben muß. 


haben können oder miiffen, fo ift es pajjend der eigentlichen Unter- 
ſuchung folgenden Gab voranzuftellen. 

2 räumliche Syfteme haben genau eben jo viele Punkte als 
Ebenen entjprechend gemein. 

Haben die räumlichen Syfteme R und R, feinen Punkt ent- 
fprechenb gemein, jo können fie aud) feine Ebene entſprechend ge- 
mein haben, denn nad Nr. 83 muß jede entjprechend gemeinfame 
Ebene wenigjtens 1 Punkt entfpredend gemein haben. 

Haben R und R, 1 Punkt A entfpredend gemein, fo find 
je 2 entjprechende Strahlen des Strahlenbündels A perfpelt. projeft., 
wählt man nun 3 folde Paare von entjpredhenden Strahlenpaaren 
mm; nn, pp;, wobei jedod) mnp und alfo aud m,n,p, nicht 
in 1 Ebene liegen dürfen, fo Liegen die 3 Centra CC, Cy ber perjpet. 
Beziehung in 1 Geraden oder fie bilden ein Dreieck‘; im Iſten Fall find 
ſaͤmmtliche Ebenen ber fraglichen Geraden entjprechend gemeinfame 
Elemente, und in jeder berjelben miipte nad) Mr. 38 gegen bie 
Vorausjebung nod ein entipredjend gemeinfamer Punkt von RR, 
liegen, im zweiten Fall ift die Ebene dieſes Dreiecks die entjpre- 
hend gemeinjame Ebene von RR,, wobei für unfern Fall nod) wohl 
zu beachten, daß diefe Ebene durd) A jelbjt gehen muß, weil in 
ihr fonft nod) ein 2ter entjprechend gemeinfamer Punkt von R und 
R, liegen müßte. 

Haben Rund R, 2 Ebenen *) A und B entfpredend gemein, 
jo ijt bie Schnittlinie eine entſprechend gemeinfame Gerade. 

Hat nun diefe Gerade A B alle Punkte entfpredjend gemein, 
jo ijt jedes Paar entjprechender Ebenen des Chenenbiijdels AB 
perjpeft. (j. Nr. 107). Sind C und C, die perjpeft. Centra von 
2 Paaren entiprechender Ebenen, fo muß man hinſichtlich der Lage 
von CC, 2 Fälle unterfcheiden, 1) CC, jchneidet die AB in 1 PunfteM, 
alsdann ijt offenbar jede Ebene, welche durch CC, geht, ein entfpre- 
hend gemeinjames Clement von RR,, alfo ift auch der Strahl CC, 
entjprechend gemein, und baher aud) die durch ihn gehende Ebene 
bed Ebenenbüſchels AB, da demnach diefer Ießtere 3 Ebenen ent- 
fpredend gemein hat, jo hat er alle feine Ebenen entfpredend ge- 


*) Uud) hier bedienen wir und ber Freiheit, der größern Anjchaulichkeit 
wegen den reciprofen Beweis zu geben, vergl. 106. 
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mein, und baraus folgt, dag jeder durch M gehende Strahl als 
Shnittlinie 2er Ebenen der Bijdel CC, und AB ebenfalls ein 
entſprechend gemeinfame? Element von R und R, ift; benft man 
fih nun irgend eine Ebene bie nicht durd) M geht, fo entjpricht 
ifr eine ihr perfpeft. demzufolge ihre Schnittlinie alle Punkte ent- 
ſprechend gemein hat, dieje Schnittlinie hat mit der AB einen Punkt 
gemein und bie Ebene, welche durd) fie beide beftimmt ift, hat noth- 
wendig alle Punkte entjprechend gemein: die beiden Syfteme haben 
alfo in diefem Fall alle Punkte einer Ebene und alle Ebenen eines 
Strahlenbünbels, d. 5. genau fo viele Punkte als Ebenen ent{pre- 
hend gemein, die räuml. Syiteme nennt man in biefem alle peripeft. 

2) CC, fdneidet die beiden Ebenen AB in 2 verjdiedenen 
Runften MM,, algdann ift M und M, und alfo aud) die Gerade 
MM, je ein entfpredjend gemeinjfames Clement, und jebe Ebene 
des Ebenenbüjchel® M M, entfpricht fich felbft, und hat außer den 
beiden Puntten MM, nod) den Schnittpunkt mit der Geraden AB 
entfprechend gemein. R und R, haben in diefem alle alle Puntte 
des geraden Gebilbes AB, und außerdem nod) M und M, fowie 
alle Ebenen des Ebenenbüfchel® MM, , und außerdem nod) A und 
Bd. h. genau gleich viel Punkte und Ebenen entfprechend gemein. 

Hat die Schnittlinie AB nicht alle Punkte entiprechend ge- 
mein, jo find in A wie in B je 2 entjprechende Strahlenbüfchel mit 
verjdhiedenen in AB liegenden Mittelpuntten perjpeft., und es gilt 
binfichtlich der perfpekt. Uren offenbar folgendes: entweder fie fallen 
alle in 1 Gerade zufammen, oder fie bilden einen Strahlenbüfchel, 
defjen Centrum wieder entweder außerhalb AB ober in AB liegen 
kann, im erften Fall find ſämmtliche Punkte der perjpeft. Are ent- 
ſprechend gemeinfame Clemente, im 2ten Fall ift das Centrum bes 
fragliden Strahlenbüfchels ein entfprechend gemeinfames Element. 
Nehmen wir nun fämmtlihe Möglichkeiten durch: 1) in beiden 
Ebenen fallen die perfpeft. Aren je in 1 Gerade zufammen, wobei 
diejelben noch die AB in 2 Punkten oder in demfelben Punkte fchnei- 
den finnen; im erjten biefer beiden Fälle haben die rauml. Syiteme 
alle Punkte und alle Ebenen diefer beiden Geraden entjprechend ge 
mein, im 2ten alle alle Punkte ber durd) die beiden Geraden be: 
ftimmten Ebene und alle Ebenen eines Strablenbiindels, deſſen 
Mittelpuntt in AA, und entweber im Schnittpunft von AA, und 
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jener Ebene, oder in einem ten entſprechend gemeinſamen Puntte 
von AA, liegt; die räuml. Syiteme find in diefem Falle perfpett. 

2) Sn 1 Ebene A fallen bie perjpeft. Aren in 1 Gerade 
zufammen, in der anbern B fchneiben fie fic) in 1 Punkte. Diefer 
wall führt offenbar zu einer gang ähnlichen Unterfudung wie die 
vorige Annahme, daß fimmtlidje Punkte der Geraden AB entipre 
hend gemein find, benn find ganz allgemein alle Punkte einer Ge » 
raden MN entiprechend gemeinfame Elemente 2er räumlicher Sy: 
fteme R und R,, fo können folgende Fale eintreten: 

A, Alle Ebenen des Ebenenbüjcheld MN find ebenfalls entipre- 
hend gemeinfame Elemente, und es ftellt alfo jebe ein perfpeft. ebenes 
Gewebe dar, haben nun a) 2 diefer perfpeft. ebenen Gewebe ihre 
Centra in demfelben Punfte S von MN, fo ift dies bei allen der 
Fall und § ift das Centrum eines Strahlenbünbels, deffen fammt- 
liche Strahlen und Ebenen entſprechend gemeinjame Elemente barftel- 
fen, die räumlichen Syſteme find perjpeft., und man finbet eine 
burd) MN gehende Ebene, deren jänmtliche Punkt: und Strahlen: 
elemente ebenfalls entfprechend gemein find. 

Haben b) 2 biefer perfpett. ebenen Gewebe die Centra ihrer 
perfpeft. Beziehung außerhalb MM,, fo ift diefes offenbar mit allen 
ber Fall, und R und R, haben in diefem Falle alle Elemente 2er 
geraden Gebilde und 2er Chenenbitfdel, deren Träger diefelben 2 
Geraden darjtellen, jowie alle Strahlen, die biefe beiden Geraden 
ſchneiden, entſprechend gemein. | 

Haben c) 2 ber perfpeft. Ebenen ihre Centra in 2 verfdjie 
benen PBunften von MN, fo findet diefes mit allen übrigen Statt, 
Rund R, haben alle Punkte und Ebenen von MN, und außerdem 
in jeder Ebene bes Ebenenbüfchels MN alle Strahlen eines Strahl: 
(enbüfchels, bie jedoch jämmtlich verſchiedene Mittelpunfte enthalten 
(1. Zuſatz). 

Zuſatz. Die beiden unter b) und c) angeführten Falle ver 
dienen wohl noch näher beleuchtet zu werden. Beftimmt man aber 
nad Nr. 146 die follinedre Beziehung Ber räumlicher Syſteme 
dadurch, daß man 2 Regelfdaaren einer NRegelfläche beliebig pre 
jet. auf 2 Regelſchaaren einer als entfpredjend angenommenen Re 
pelfläche bezieht, fo fann man vor Allem biefe beiden Regelflächen 
tn einander fallen laſſen; Täßt man ferner alle Strahlen der einen 
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Regelſchaar mit ihren entfpredenden Strahlen zuſammen fallen, 
und wählt die projekt. Beziehung ber andern Schaar fo, bak fie 2 
Strahlen entjprechend gemein haben, jo bat man den unter b) an- 
geführten Fall, läßt man aber beide nur einen Strahl entjprechend 
gemein haben, fo hat man ben unter c) angeführten Fall. 

Man könnte nod) bie Möglichkeit aufftellen, bak von 2 Ebe- 
nen bie eine ihr perfpeft. Centrum außerhalb MN, bie andere in 
MN habe, allein man erfennt alsbald, daß man durch diefe An: 
nahme zu einem Widerſpruch geführt würbe. 

B. Der Ebenenbüfchhel MN hat 2 entjprechenb gemeinfame 
Elemente A und B, aud) in biefem Falle bedingt die Verſchieden— 
heit ber Lage der beiden perjpeft. Centra diefer 2 perſpekt. ebenen 
Gewebe eine wefentlide Verſchiedenheit ber Follineären Beziehung 
von R und R,. Liegen die beiben Centra außerhalb MN, fo ift 
ihre Berbindungslinie Are eines Chenenbijdels, deſſen ſämmt—⸗ 
fide Ebenen entjprechend gemeinjame Elemente darftellen. Liegt ein 
perfpeft. Centrum C von Aaufer MN, eines C, von B in MN, 
fo ift CC, die Are eines Ehenenbüfchels, deffen ſämmtliche Ebenen 
entiprechend gemeinjame Elemente darftellen, R und R, haben alle 
Punkte von MN, und außerdem C, fo wie alle Gbenen von 
CC,, und außerdem B entjprechend gemein. Fallen bie beiden 
Sentra in 1 Punkt C von MN zuſammen, fo find fänmtliche 
Strahlen und Ebenen des Biindels C entjprechend gemeinjame Ele 
mente, und man findet auf bie oben angegebenen Weife nod) eine 
durch MN gehende Ebene, deren ſämmtliche Punkte und Strahlen 
ebenfalls entjprechend gemeinjame Elemente barjtellen. Die Annahme, 
tap die beiden Centra CC, in 2 verfchiedene Punfte von MN zu 
fiegen kommen, führt zu einem mit ber Vorausſetzung in Wiber- 
ſpruch ftehenden Reſultat, denn ift C, ein 3ter Punkt von MN, fo 
hätten in A und B die beiden entfprechend gemeinfamen Strahlen: 
bũſchel C,A und C,B bloß den einen Strahl MN entfpredjend ge 
mein, man würde alfo ftets (nad) Nr. 28) in A 3 Strahlen aa; a, 
und in B 3 Straßlen bb, b, finden, fo daß ben Strahlen aa, die 
Strahlen a, a, und ben Strahlen bb, die Strahlen b, be entfpraden, 
und alfo nah 39 r. (MN) aa,a, und (MN) bb,b» je einen barmo- 
niſchen Wurf barftellen. Die3 Chenen ab a,b, a,b, würden fid in 
1 Strafe von C, ſchneiden ber außerhalb A und B lage, und dod) 
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alg Schnittlinie von 2 Paar entjprechenden Ebenen ab, a,b; und 
& by, a,b, ein entjprechend gemeinjames Element darſtellen würde, 
bas in Folge defjen mit MN eine Ste entjprechend gemeinfame Ebene 
bes Chenenbiifdel8 MN gegen die Vorausjegung bejtimmen würde. 

C. Hat der Ebenenbüfhel MN bloß 1 Ebene A entjpredend 
gemein, fo haben R u. Ry nothwendig auch alle Ebenen entſprechend 
gemein, denn find Cu. C, 2 perfpeft. Centra von 2 Paar entipre 
chenden perjpeft. Ebenen des Biifdels MN, fo haben Ru. R, alle 
Ebenen des Ebenenbüjchels CC, entjprechend gemein; dabei leuchtet 
ein als die perſpekt. Centra je 2er entjprechender Ebenen des Bir 
ſchels MN in derjelben Geraden CC, liegen müfjen. 

D. Der Fall, dag der Büfchel MN 0 Ebenen entipredend 
gemein hat, führt zu einem Widerſpruch. 

Haben R und R, 3 Punkte (oder 3 Ebenen) ABC entipre 
hend gemein, fo läßt fid) nachweiſen, daß bloß 1 der 3 Ebenen 
büjchel AB AC und BC die einzige Ebene ABC entſprechend gemein 
haben Tann, denn batten 3. B. die beiden erjten AB und AC 
je bloß die einzige Ebene ABC entfpredend gemein, fo würde man 
ſtets (nad) Nr. 39 r) in beiden Büfcheln zur Ebene ABC 3 Ebenen 
ABD ABD, ABD, und ACD ACD, ACD, finden können, fo daß 
ben Ebenen ABD ABD, die Ebenen ABD, und ABD,, ebenio 
ben Ebenen ACD und ACD, die Ebenen ACD, und ACD, ent 
fpraden, und fowohl AB (CDD,D;) als aud AC (BDD,D,) je 
1 harmonifhen Wurf darftellten, fo daß die Ebene, in der fic die 
beiden perjpeft. Ebenenbüjchel AB (CDD,D;) und AC (BDD,D,) 
fchneiden, eine entjprechend gemeinfame Ebene beider räumlicher Sy: 
fteme wäre, welche die BC in einem 4ten entjprechend gemeinfamen 
Punkte von ABC gegen die Vorausfegung fdnitte. Die raͤum 
lichen Syſteme müſſen alfo in dieſem Falle auger ABC nod) 2 Che: 
nen entfpredend gemein haben, hätten dagegen alle 3 Ebenenbüſchel 
AB AC BC außer ber gemeinfamen Ebene ABC je nod) 1 Ebene 
entjprechend gemein, fo würde gegen die Vorausfegung ihr Schnitt- 
punft ein 4ter entfprechend gemeinfamer Punkt von R und R, fein. 

Haben R rind R, die 4 Punkte eines Tetraeders gemein, 10 
haben fie aud) deſſen 4 Seiten und 6 Kanten entfpredend gemein. 

Alle übrigen Fälle, in weldjen bie Syfteme alle Puntte 1 
Geraden, oder alle Punkte 2er fic) nicht fdneidender Geraben, oder 
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alle Punkte eines ebenen Gewebes entfprechend gemein haben, find 
in dem Bisherigen ſchon befproden. 

148. Es entjpreden nun, um in unfrer Unterfuhung fort 
fahren bem Punkte M von R ber Punft M, von R,, und dem 
Tunfte M, von R der Punt M, von Ry, wobei ftets angenommen 
werden Fann, daß M M, und Mo verjchiebene Punkte darjtellen. Es 
finnen nun 2 Fälle eintreten, nämli IM M, My liegen in 1 Ge 
raden, die fid) dann felbit entjpricht, oder II jie bilden ein Dreied. 

Zu J. In diefem Falle unterfcheiden wir wieder 4 Möglich: 
keiten, da der entjprechend gemeinjame Ebenenbüjchel 1) alle 2) 2 
3) 14) O Elemente entfprechend gemein haben fann. 

Zu I1) Sn jeder entjprechend gemeinfamen Ebene des Ebe— 
nendijdelS MM, find alle entiprechenden Strahlenbüfchel wie M und 
M,, M, und M,, deren Mittelpuntte in ber Are MM, liegen per- 
pelt. projeft., und es können dabei hinfichtlich der Aren der 
perfpeft. Beziehung nur folgende 2 Fälle eintreten, daß fie ent 
weder alle in einem Punkte fid) jchneiden und einen Strahlenbüfchel 
bilden, oder daß fie alle in derfelben Geraden gujammen fallen, im 
Iiten Falle hat die entiprechend gemeinjame Ebene auger diefem 
Sduittpuntte außerhalb MM, feinen Punkt entjprechend gemein, 
während in MM, nod) 1 ober 2 ſolche Punkte liegen können, im 
zweiten alle Punkte der fraglichen perfpeft. Are. Betrachtet man 
mum in eben diefer Beziehung die entiprechend gemeinjamen Ebenen 
des Büfchels MM, überhaupt, fo erfennt man, dag der eine ober 
der andere ber beiden erwähnten Walle ftets für alle diefe Ebenen 
eintritt, denn tritt er für 2 ein, fo tritt er ftets für alle ein, 
Hat mun jede Ebene eine foldje Gerade, deven fämmtliche Punkte 
entſprechend gemein find, fo müfjen diefe Geraden für die verjchie- 
denen Ebenen des Büſchels MM, in 1 Ebene liegen, deren ſämmt⸗ 
lide Punkte entjprechend gemein find, d. h. die beiden räumlichen 
Syſteme find perfpeft., und bie Nr. 147 hat gezeigt, daß fie ftets 
wud immer einen Strahlenbündel entfpredend gemein haben. Bil 
den in jeder Ebene bes Büfchels MM, die oben erwähnten Uren 
einen Strahlenbüfchel, fo Liegen alle die Centra derjelben in 1 Ges 
taden, deren ſämmtliche Punkte entjprechend gemein find, und jede 
Ebene des Büfchels MM, hat entweder 3, oder 2, oder 1 Punkt, 
und 3, ober 2, oder 1 Strahl entfprechend gemein, je nachdem in 
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MM, 2, ober 1, ober O entiprechenb gemeinjame Punkte enthalten 
find. Außer ben hier erwähnten entipredend gemeinfamen Elemen⸗ 
ten enthalten die beiden Gewebe weiter Feine, 

Rufap. Man Könnte verſucht fein hier mod) den Fall ins 
Auge zu faffen, daß unter der hier zulegt gemachten Vorausjegung 
der Schnittpunkt fammtlider perfpeft. Uren auf MM, felbjt zu lie 
gen time, es läßt fich leicht erfennen, da dieſer Schnittpunkt ein 
entiprechend gemeinfamer Punkt von MM, fein muß und gwar der 
einzige, und ferner, daß für alle übrigen Ebenen des Büjchels MM, 
derfelbe Punkt als Schnittpunkt der perfpelt. Uren erjdeinen würde, 
fo daß die beiden Syfteme alle Ebenen bes Ebenenbüſchels MM, 
außerdem die Are MM, felbjt und in ihr den fraglichen Schnitt: 
punft entjprechend gemein hätten und ſonſt nichts, die Nr. 147 hat 
aber gezeigt, daß diefe Annahme unftatthaft ift, und es wird fic 
zeigen, dag nur in unferm 2ten und Sten Fall, in weldem MM, 
2 oder 1 einzige entfpredjend gemeinjame Ebene haben, dieje Bor- 
ausfepung zu keinem Widerſpruch führt. 

Zu 12) Bei diefer Vorausjegung ſcheinen hinjidtlid) der 
oben in Bezug auf die Lage der perjpelt. Aren angeführten Mög— 
lichkeiten folgende Kombinationen in Betracht gezogen werben zu 
miifjen, 1jtens in beiden entfpredjend gemeinfamen Ebenen fallen 
bie perfpeft. Uren in 1 Gerade zufammen, biejer Yall würde zu 
bem in I 1) behandelten ber perſpekt. Lage beider Gewebe führen, 
d. h. der Büfchel MM, hätte alle feine Ebenen entſprechend gemein, 
wenn bie beiden Geraden fih in 1 Punkte von MM, jchneiben, 
treffen fie jedoch bie MM, in 2 verfdjiedenen Punkten, fo haben 
die räumlichen Syiteme alle Punkte diejer beiden Geraden und alle 
Ebenen die durch fie gehen, fowie dann auch jede Gerade, welche 
beide Gerade zugleich jchneidet entiprechend gemein. 2tens in einer 
her beiden Ebenen fallen alle perfpeft. Aren in 1 zufammen in ber 
andern ſchneiden fie fich allein 1 Punkte der außerhalb MM, Tiegt. 
Diefer Fall führt zu keinem Widerfprud) (vergl. Nr. 147) wenn 
MM, 2 entipredjend gemeinfame Punkte enthält, von denen der 
eine in der erwähnten gemeinfamen Are Liegt, der andere bildet mit 
bem ebenfalls angeführten Schnittpunfte der perfpeft. Are und ber 
andern Ebene, die Are eines entipredjend gemeinjamen Cbenen- 
büjchel8 beider räuml. Gyfteme, fo dag diejer Fall im Refultat 
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zuſammenfallt mit dem in I 1) angeführten. Ltens in beiden Ebenen 
jhneiden fic) die perfpeft. Uren in 2 außerhalb MM, liegenden 
Punkten, ihre Berbindungslinie bildet eine entjprechend gemeinfame 
Gerade, deren Ebenenbüjchel 2, oder 1, oder O Ebenen entjprechend 
gemein hat, je nachdem in MM, 2 1 oder O entiprechend gemeinjame 
Punkte enthalten find. Aten’. In 1 Ebene fallen die perjpeft. Aren in 
1 Gerade zujammen, in der andern ſchneiden fie ſich in 1 Punkte von 
MM,. Da nun beide Gewebe ſämmtliche Punkte diefer einen perjpett. 
Are entjprechend gemein haben, fo muß dies auch noch mit allen 
Ebenen eines Ebenenbüjchels der Fall jein, und zwar muß dejjen 
Are in der 2ten der hier erwähnten Ebenen liegen, es ijt baber 
noihwendig, daß durch den gemeinfamen Schnittpunkt der perjpeft. 
Uren der einen Ebene nod) ein 2ter von MM, verfdiedener ent- 
ſprechend gemeinfamer Strahl geht, welder die Are des entfpre- 
hend gemeinjamen Chenenbijdels darſtellt. Alle Ebenen diejes 
entfprechend gemeinjamen Ebenenbüfchels haben je 2 Punkte und 2 
Strahlen entjprechend gemein, und diejer Fall ijt identiſch mit dem 
einen in I 1) angeführten. Stens. Sn beiden Ebenen ſchneiden ſich 
die perjpelt. Aren in 1 Punkte von MM,. Da die beiden räuml. 
Syſt. nad) 147. 2 Punkte entjprechend gemein haben müfjen, die zugleich 
nothwendig in MN liegen, und da außerdem in jeder der entjprechend 
gemeinjamen Ebenen nod) 1 entipredend gemeinjame Gerade fein muß, 
die nothwendig durd) den Schnittpunft der perfpeft. Axen geht, jo folgt, 
bag M M, 2 entjprechend gemeinjame Punkte enthält, in deren 
einem fid) jümmtliche Axen der einen.entipredend gemeinjamen Ebene 
und in deren anderem fic) ſämmtliche Aren der andern entiprechend 
gemeinjamen Ebene jchneiden, und babei hat (nad) Mr, 84) jeder 
der beiden entjprechend gemeinjamen Strablenbüfchel, der durch dieje 
perſpelt. Aren gebildet wird, außer MM, je nod) einen Strahl ent: 
Iprechend gemein, fo daß die beiden räumlichen Syiteme 2 Ebenen 2 
Bunkie und 3 Gerade entipredend gemein haben. 

Zu 13). In biefem Falle fann diefe eine Ebene 3, 2, 1 
Punkte entſprechend gemein haben, hat fie 3 Puntte ABC, von 
denen 2 AB in MM, liegen müfjen, gemein, fo haben bie räum- 
lihen Syjteme 3 Punkte 3 Ebenen und 4 Gerade entipredhend ge: 
mein. Die Gerade CD jchneidet in C die Chene ABC und bie 
Ebenen, welche die Syjteme außer ABC entfpredend gemein haben 
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find ACD und BCD, dabei hat ABC 3 Punkte und 3 Gerade, 
die beiden übrigen Ebenen je 2 Punkte und 2 Gerade entfpredend 
gemein; hat fie 2 Punkte AB gemein, fo müfjen diefe in MM, 
liegen, durch den einen geht dann nod) eine 2te entjprechend ge- 
meinjame Gerade in ber zwar weiter fein Punkt, durch die aber 
nod) eine Ebene geht, die entfpredend gemeinfam ift, dieſe letztere 
Ebene hat dann 1 Punkt A entfprechend gemein; bat jie bloß 1 
Punkt A gemein, fo haben die räumlichen Syfteme ebenfalls nur 1 
Punkt, 1 Gerade, und 1 Ebene entipredend gemein. 

Ru I 4) In diefem Fall hat Ru. R, O Punkte und 0 Ebe- 
nen entjprechend gemein. 

Zu I. Wenn die Gerade MM, nicht fich felbft entfpridt, 
fo erzeugen bie beiden projekt. Strahlenbiindel MM, eine un- 
ebene Kurve III, Betrachten wir die Kurve II K als zu R ge 
börig, und entjtanden durch die beiden ihr perfpeft. Kegel II M 
und M,, jo entfpridjt ihr eine Kurve IT K, in R,, welche entjteht 
burd) 2 ihr perjpeft. Kegel II M,M,, von denen ber erfte M, 
offenbar identifd ijt mit dem 2ten M, von K. Hiebei ijt nun klar, 
daß alle gemeinjamen Punkte diejer beiden Kurven TT, weldhe auf 
demfelben Kegel II M, Liegen, mit Ausnahme ber Spite M, biejes 
Kegel, entiprehend gemeinfame Punkte von R und R, barftellen, 
und umgekehrt, daß jeder entſprechend gemeinfame Punkt beider 
Syſteme auf diefen beiden Kurven III zugleich liegen müſſe. Diefe 
beiden Kurven LIT können aber auger M, entweber 0, oder 1, oder 2, 
oder 3, oder 4 Punkte entfprechend gemein haben, da erft durch 6 
Punkte eine Kurve IH bejtimmt ift. 

Zuſatz. Es fann hier nur der Einwurf gemacht werben, bap 
erft nod ermittelt werden müßte, daß 2 unebene Kurven LIT KK,, 
welche zu berjelben Stegelfläche F perjpeft. find, bie Spike diefer 
Kegelfläche wirklich als einzigen gemeinfdaftliden Punt haben können. 

Es feien, um bieje® zu beweifen, M und M, 2 Punkte von 
K und K,, welche nicht auf bemjelben Strahle von F liegen, be 
zieht man nun bie Kegelflähe MK und M,K, perfpeft. auf die 
Kegelfläche F, fo find die beiden erften projeft., und gwar ganz be: 
liebig projeftivijd, ba nun aber in jedem von F verjdiedenen 
gemeinjamen Punkte dev beiden Kurven KK, 2 entjpredhende Strab- 
len der Regelfladen MK und M,K, den entfpredenden Strahl 
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von Fin demfelben Punkte ſchneiden müßten, fo ift unfere Frage darauf 
zurüdgeführt, ob 2 beliebig projekt. Regelfladen IT M und M, ftets 
ein Paar entiprechende Strahlen haben müjjen, die fic) fchneiden 
oder nicht. Die beiden projett. Strahlenbündel M und M,, von 
denen die beiben Kegelflächen II M und M, entjprechende Elemen: 
targebilde find, erzeugen im Allgemeinen eine unebene Kurve III Ky 
jo tag MK, und M,K, 2 neue Kegelflächen find, die je mit den 
beiden gegebenen Kegelflächen II M und M, zwar foncentrifd) find 
aber jonjt beliebig gegen fie liegen können, follen nun bie beiden 
projekt. Kegelflähen M und M, wirflid) entjprechende Strahlen 
haben, die in 1 Ebene liegen, fo müfjen diefe als entjprechende 
Strahlen der projekt. Strahlenbündel M und M, auch der Kurve 
III Ky angehören, und daher müſſen fowohl die foncentrifden Ke— 
gelflähen M und MK,, als aud) M, und M, Ky eben fo viele Strah- 
len gemeinfam haben, woraus denn zu erjehen ijt, daß bei der 
ganz beliebigen gegenfeitigen Lage von M und MK, over M, und 
M, Ky ber fragliche Fall wirklich entweber bei O, 1, 2, 3 oder 4 
verfdiedenen Strahlen eintreten fann, w. 3. b. w. 

Bon diefen befonderen Möglichkeiten hinfichtlih der gegen: 
feitigen Lage entfprechender Punkte 2er follinedver räuml. Sy: 
fteme verdienen befonders Beachtung, 1) die perfpett. Beziehung 
und 2) der Fall, in welchem beide Syfteme 2 gerade Gebilde, bie, 
fi nicht Schneiden entjprechend gemein haben, und es follen daber 
bier für dieje beiden Arten der Eollineiren Beziehung die in der 
Folge wichtigen Punkte noch kurz aufgeführt und beiprochen werden. 

149.a) Die perfpeft. Beziehung er räumlicher Syfteme ijt 
vollftindig firirt, wenn das perfpeft. Centrum S und die Ebene E 
der perjpeft. Beziehung, und außerdem entweder auf einem Strahle 
von S ein Paar entfprechender Punkte, oder von einer Geraden m 
in E ein Paar entiprechender Ebenen gegeben find. 

b) Da die perfpeft. Beziehung natürlich aud) dadurch fixirt 
werden Tann, dag man zu den 5 Punften SABCD die 5 Punkte 
8A,B,C,D, als entjprechende giebt, wenn nur AA, BB, CC, DD, 
je in 1 Strahle des Bündels S Tiegen, fo erhält man folgenden 
Sak: Wenn von 2 Tetraedern ABCD und A,B,C,D; bie 4 
Paare entfpredender Eden AA, BB, CC, DD, in 4 Strahlen 
eines Strahlenbündeld fliegen, fo ſchneiden fid * 4 Paare ent⸗ 
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fprechender Seiten wie ABC A,B,C, x. in den 4 Geraden einer 
Ebene. 

c) Sind PP, und QQ, 2 Paare entiprechender Punkte von 
2 Strahlen bed perjpeft. Centrums S, und dabei SM und SN 
die beiden Paare fich felbjt entfpredender Puntte diefer Strah— 
fen, fo ijt ftets SPP,M w SQQ,N, denn da PQ und P,Q, als 
ein Paar entjprechender Strahlen jih in 1 Punkte der Ebene 
E fdneiden müſſen, jo find die beiden erwähnten Würfe ftets 
perfpett. 

d) Su 2 perfpeft. räuml, Syitemen entjpricht jeder Fläche 
DI eine läche II, weldje mit ihr zu derjelben der in Nr. 139 an- 
geführten 3 verjchievenen Arten von Flächen II gehört, dabei hat 
feine ber beiden Flächen mit der perjpeft. Ebene einen Punkt gemein, 
ber nicht aud) der andern angehört, und Feine hat mit dem per: 
fpeft. Centrum (als Träger eines Strahlenbündels) eine Berührungs: 
ebene gemein, die nicht auch die andere hätte. Diejes lagt fid) nun 
aber mit der dabei nöthigen Beſchränkung aud) umkehren, und zwar: 
Schneiden fid) 2 Kegelflächen in 1 Kurve IT K (vergl. hiegu Nr. 128), 
fo laſſen fie fic) ſtets als entiprechende Gebilde Zer perfpett. räume 
lider Syfteme betrachten; denn betrachtet man fammtlide Punkte 
“von K als entfpredend gemeinjame Punkte, und ligt der Spige 
bes einen Kegeld die Spike des andern entjprechen, jo tritt der 
erwähnte Fall ftetS ein, und dabei läßt fic) nod) auf der Verbin: 
bungslinie der beiden Spigen das Centrum 3 der perjpeft. Begie- 
hung beliebig annehmen nad a). 

Haben 2 Regelflächen Rund R, 2 fic) fchneidende Gerade ap 
(eine Linie IL, Ordmung) oder eine Kurve II, Ordnung K gemein, 
fo laffen fie fic) immer als entfprechende Gebilde 2er perjpeft, räuml, 
Syfteme betradten; denn nad Nr. 146 Fann man die Follineäre 
Beziehung 2er räuml. Syſteme ftets durch die projeft. Beziehung Zer 
Regelflächen in der Art fixiven, dag man zu je 3 Strahlen beider 
Regelichaaren einer Regelfläche 3 entjprechende Strahlen beliebig an- 
nimmt, wählt man alfo für R u. R, je ſolche 3 Strahlen jeder Regel: 
ſchaar als entfprechend, die fic) im Iſten Fall in denfelben 3 Punkten 
von au.p, oder im 2ten Fall in benjelben 3 Punkten der K jchnei- 
den, fo haben die räuml. Snfteme ftets jänntliche Elemente des ebe- 
nen Gewebes ap oder K entjprechend gemein, und find alfo perjpett. 
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Schneiden fih 2 Regelſchaaren in 2 Paar Strahlen, oder in 
2 Kurven II, oder in 1 Paar Strahlen und 1 Kurve II, fo kann 
jelbjtverftandlid) jedes biefer Gebilde II. Ordnung als entfpredend 
gemeinſames Gebilbe beider betrachtet, und die perfpeft, Beziehung 
daher auf verfdjiedene Weije vollzogen werben. 

Haben 2 krumme Ylächen IT eine Kurve IT K gemein und 
fo, daß der immerhalb K liegende Theil des Trägers von K aud 
ju gleicher Zeit für beide Flächen II innerhalb liegt, jo laffen ſich 
beive als entſprechende Gebilde 2er räuml. Syſteme betrachten, 
denn betrachtet man alle Punkte von K als entfpredend gemeinfame 
Punkte beider Flächen II, zieht ferner durd) eine Gerade außerhalb 
K an beide Flächen II eine Tangentialebene und betrachtet die bei- 
den Berührungspuntte derfelben als entfpredende Punkte, fo ift, 
wie man fich leicht überzeugt, die projekt. Beziehung der räuml. 
Syſteme in einer Weife beftimmt, dak bie in 146. erwähnte Bee 
dingung durch die entfpredenden Elemente der beiden entjprechenden 
Sladen II wirklich erfüllt ift, und dabei find die räumlichen Syfteme 
auch wirklich perfpeft. 

150. Die 2te Art der Follineären Beziehung 2er räumlicher 
Syſteme, welche von Intereſſe ijt, ift die, daß beide Syfteme alle 
Elemente 2er ſich nicht fchmeidender Geraden mn entjprechend ge: 
mein haben; wir wollen der Kürze wegen eine foldje Lage er Eol: 
Imeärer räuml. Syfteme die gefdaart follinedve Lage nennen; für 
fie ergiebt ſich: 

a) Sn 2 gefdaart Follineiren räuml. Syſtemen hat jedes 
Paar entjprechender Punfte PP, die Eigenfchaft, dap ihre Verbin- 
dungslinie PP, beide Gerade mn ſchneidet. Denn zieht man durch 
einen beliebigen Punkt P eine Gerade, welche die m und n zugleich 
ſchneidet, (und folcher Linien giebt e8 für jeden Punkt gerade 1), 
jo entfpricht diefe offenbar ſich ſelbſt, weßwegen aud) der dem P 
entiprechende Punkt P, in ihr Liegen mug. 

b) Sn 2 gejchaart follinedren rauml. Syſtemen entipridt 
jeder Geraden, welche bloß die 1 der beiden Geraden m oder n 
ſchneidet eine von ihr verjchiedene Gerade, ‚welche ebenfalls bloß 
diefelbe Gerade m oder n und zwar in bemjelben Punkte jchneidet. 

e) Jn 2 gefdaart follinedven räumlichen Syftemen entjpricht 


jeder Geraden, welche eine der beiden Geraden mn ſchneidet eine 
18 * 
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Gerade p,, welche ebenfo feine derſelben ſchneidet, und dabei find 
pmp,n 4 Strahlen einer Reggl{daar, deren jänmtliche Leitſtrah— 
len entjprechend gemeinfame Gerade des Syſtems find. 

d) Sn 2 geihamt rauml. Syitemen ijt jeder Wurf, den 2 
entfpredjende Punkte PP, mit den beiden Sdnittpuntten der Gera- 
den PP, mit m und n (nad) a)) bilden, jedem andern durch 2 ent: 
fprechende Punkte Q und Q, ähnlich gebildeten Wurfe projekt. Denn 
nad) dem Gage in c) find PQ m P,Q, n 4 Strahlen einer Re: 
gelichaar, und da die beiden in unferem Gage erwähnten Würfe zu 
diefem Wurfe in der Regeljchaar perjpeft. find, jo gilt der Sag. 

151. Sm Gang unjrer Entwiclung ftehen wir mm an dem 
Punkte, die Frage aufzuwerfen, ob die verjchiedenen in 147. aufge: 
führten bejonderen Lagenverhältnifje er follinedrer räuml. Sy- 
fteme von der bejonderen Art der Beziehung felbjt abhängig feien, 
oder ob bei jeder Art der Beziehung die riuml. Syſteme ftets in 
eine jolche Lage gebracht werden finnen, daß einer ber bajelbjt 
erwähnten Fälle eintritt. Es follen von der hieher gehörigen Un- 
terfudung nur die widtigften Punkte hier in allgemeinfter möglichit 
felbftändiger Weife näher erörtert werden. 

Der unendlid) fernen Ebene von KR entfpricht im Allgemeinen 
eine gewöhnliche Ebene U, von R,; wir betrachten hier ausjchliep- 
lich diefen Fall, indem wir wegen des befondern alles, in dem die 
unendlich ferne Ebene ein entjprehend gemeinjames Element ijt, auf 
ben ähnlichen Fall in 86. verweifen. Der unendlich fernen Ebene von 
R, entipriht dann immer aud) eine gewöhnliche Ebene U von R. 
Allen Parallelftrahlenbündeln und Paralleljtrahlenbüjcheln und Pa— 
rallelebenenbüfcheln entipreden gewöhnliche Bündel und Büchel mit 
Ausnahme aller derer, deren Elemente den beiden Ebenen U und U, 
parallel find, benn den unendlich fernen Geraden von U und U, 
allein entfpredjen wieder unendlid) ferne Gerade. 

Hieraus folgt nun nad Nr. 86 unmittelbar: jede Ebene 
von R ift der entjprechenden Ebene von R, bloß projeft., die ein- 
zige Ausnahme bievon machen jämmtliche der U parallele Ebenen, 
welche ihren entjprechenden affin find. Iſt unter dem Paralfebe- 
nenbüfchel in R, deſſen Ebenen ihren entipredenden in R, affin 
find, eine einzige, die ihrer entjprechenden zugleich ähnlich ijt, fo 
findet dieſes für alle Statt, 
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Sind nämlich ABC und A, B,C, 2 entfpredjende Dreiecke in 
den fraglichen beiden ähnlichen Ebenen, fo find dieſe Dreiecke eben: 
falls ähnlich, zieht man nun in R von den 3 Eden ABC nad 
einem beliebigen Punkte S von U 3 Strahlen, jo entfpreden bie 
in 3 Strahlen in R, 3 parallele Gerade die durch A,B,C, geben, 
alle entjprechende Ebenenpaare der beiden als affin nadhgewiefenen 
Ebenenbüfchel, ſchneiden dieſes 3 Kant einerfeits und Prisma ander- 
ſeits in Ähnlichen Dreieden die wieder einander entiprechen, woraus 
der Satz folgt. 

Lehrſatz. Sind bie entfprechenden Ebenen ber beiden ent- 
ſprechenden Parallelebenenbüjchel wirklich ahnlid), fo giebt es ſtets 
2 Paar entjprechender Ebenen, die zugleich fongruent find. Da 
nämlich in 2 ähnlichen ebenen Geweben nicht nur jämmtliche ent- 
Iprehende Gerade ähnlich find, fondern aud) für alle Paare der- 
ſelbe das BVerhältnig entfprechender enbdlider Stüde gleich ift 
(j. Rr. 86), fo Handelt es fic) nur darum nadguweifen, dak es 
unter den Paaren ähnlicher Chenenpaare eines giebt, für welches 
dieſes Verhältniß —1 if. Denkt man fid aber in R ein 
Paar Gerade die fid) in U fchneiden, fo entjpricht ihnen ein Paar 
parallele Gerade in Ry; die Stvecfen, welche in ſämmtlichen entfpre- 
henden Ebenenpaaren awifden den beiden fraglichen Geraden ent 
halten find, geben burd) ihr Verhältniß, das fo eben erwähnte Ver: 
baltniß, in welchem alle entjprechenden Strecken in je einem jolchen 
Paare zu einander ftehen, ba aber bei ben erften beiden Paaren 
diefe Strecfen zu beiden Seiten von U von 0 bis oo zunehmen, 
während fie bei den Parallellinien konſtant biejelben bleiben, fo 
leuchtet die Nichtigkeit des Lebrjakes ein, und zugleich erfieht man, 
bag die beiden Ebenen fowohl in R (als aud) in Ry) von ber 
Ebene U (refp. Uy) gleich weit abftehen. 

Wie e8 unter der Vorausfebung des Testen Lehrfakes in R 
(oder Ry) 2 Ebenen giebt, die ihren entiprechenden Ebenen in R, 
(ober R) fongruent find, ebenjo giebt e8 nah Nr. 147 aud 2 
Strahlenbündel ite R (oder R,) die ihren entfpredjenden in R, 
(oder R) fongruent find. 

Es giebt, um fie zu ermitteln, in R immer gerade einen 
Strahl p, der ſenkrecht auf U fteht und einem Strahl p, in R, 
entipricht, der fenfredt auf U, fteht, denn dem Baralleljtrahlenbündel 
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in R, der ſenkrecht auf U jteht, entjpricht in R, ein gewöhnlicher 
Strahlenbiindel, deſſen Mittelpunft in U, liegt, und der einen ein- 
zigen Strahl p, enthält, der jenfredt auf U, jteht. Legt man nun 
R und R, fo in einander, dag ſowohl U und U,, als aud pu. p, 
in einander zu liegen kommt, und find A und B die beiden paral- 
lelen Ebenen in R, welde den entiprechenden beiben Ebenen A, 
und B, in R, fongruent find, jo entjpricht dem Strahlenbündel von 
R, deffen Strahlen aus dem Schnittpunft von pA nad) den ein- 
zelnen Punkten von A, gehen, der Strahlenbündel in R,, deffen 
Strahlen von dem Schnittpunft p A, nad) den einzelnen entſpre— 
chenden Punkten von A gehen, weil nach Rr. 21. Ruf. das gerade 
Gebilde p, und jomit auch der zu demjelben jenfrechte Parallelebe- 
nenbüfchel bei diefer Anordnung involut. liegt; dieje beiden Strah= 
fenbiindel find daher offenbar fongruent, da A und A, fongruent 
find, ebenfo aber verhält es fic) mit den beiden Strahlenbündeln, 
deren Gentra in pB und p, B, liegen, und zugleich leuchtet hier: 
aus ein, daß die beiden Centra ST (oder 8, T,) der fonqruenten 
Strahlenbündel in R (oder R,) gleich weit von U (oder U,) ab- 
ftehen und ferner, daß jedes diefer erwähnten Centra S oder T in 
R (oder R,) von U genau foweit abjtehe, als jebe der Ebenen A,B, 
in Ry (oder R) von U, und umgekehrt. 

Aus diejer Entwicklung ergiebt fid) nun ummittelbar, daR 
man 2 räuml, Syfteme im Allgemeinen nicht in perfpeft. Lage brin- 
gen Fann, dag aber, wenn es bei unfrer Anfangs gemachten Vor: 
ausjegung überhaupt geht, es nur auf 2 ganz beftimmte Arten gebt. 

Die weitere Unterfuchung, wie die entjprechenden fongruenten 
Ebenenpaare und Strahlenbiindelpaare bei ver perjpeft. Lage gegen 
einander liegen, überlafjen wir dem Lefer, indem wir auf die gang 
ähnliche Entwiclung der Ver. 86 vermeijen. 

152. Stellen wir uns nun die weitere Frage, welche gera- 
den Gebilde von R find ihren entjpr. geraden Gebilden fongruent. 

Behalten wir wieder die gegenfeitige Lage von R und R,, 
und die Bezeichnung der vorigen Nummer bei, und denfen wir uns 
in R einen zu U fentredten Cylinder, der U und fanuntlide zu U 
parallele Ebenen in Kreifen jchneidet, deren Mittelpuntte in p liegen, 
fo entfpricht nach Nr. 139. 3) diefem Cylinder in R, ein Kegel II, 
defien Spike im Schnittpunft von p und U (oder U,) liegt, und 
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ber alle zu U (und U,) parallelen Ebenen entweber in Lauter Kreis 
fen oder in lauter Ellipfen ſchneidet “), die jedoch ftets ihre Mittel- 
punkte ebenfalls in p haben. Sind dieje Figuren Kreife, fo tritt 
derjelbe Fall ein, den wir in Nr, 151 näher betrachtet haben, dah 
alle zu U (und U,) parallelen Ebenen ähnlich find, und alle fon- 
gruenten Geraden find in ben beiden fongruenten Ebenen A und B 
enthalten. Tritt aber diefer Fall nicht ein, fo ergiebt fich folgendes 
Refultat. So Tange in den Ellipfen, die durch den Schnitt ber 
erwähnten Kegelfläche mit den Parallelebenen entjteben, die große 
Are Feiner ift als der Halbmefjer der durch den Schnitt mit dem 
Enlinder entitehenden Kreife, und fowie die Eleinere Are berjelben 
Ellipſen größer ift, als derfelbe Halbmeffer, fo lange giebt es in 
biejen Ebenen fein gerades Gebilde, das feinem entjprechenden fon- 
gruent ware. In der Ebene, in welcher bie Ellipfe in den End» 
punkten ihrer großen Are ben Kreis von innen berührt, beftimmt 
ber Berührungsdurchmeſſer die Richtung eines Parallelftrahlen- 
büfhels in der fraglichen Ebene von R,, deffen fammtlide Strah— 
len ihren entjprechenden kongruent find, in dem alle, wo bie El 
fipfe in den Enbpuntten der Fleinen Are ben Kreis von außen be: 
rührt, beftimmt ber fragliche Durchmefjer wiederum die Richtung 
eines Parallelftrahlenbiifdels, deffen fammtlide Strahlen ihren ent: 
ſprechenden fongruent find, in allen Ebenen, die zwifchen biejen bei- 
ven liegen, beftimmen bie beiden Durchmeſſer deren 4 Enbpunfte 
Kreis und Ellipfe gemein haben, bie Richtungen 2er Paralleljtrah: 
fenbüfchel, deren fämmtliche Strahlen ihren entfpredenden Geraben 
fongruent find. Die Nichtigkeit diefer Behauptungen geht unmittel- 
bar daraus hervor, daß ber Mittelpunkt jedes Schnittfreifes dem 
Mittelpunkt einer Schnittellipfe und jeder Halbmeffer des erfteren 
einem Halbmeſſer der legteren entjprechen nah Nr. 100. 

Sebe Ebene, die durch eine ſolche Gerade geht, enthält ftets 
nod) eine zweite ſolche Gerade in fih, wie dies aus ber fymmetri- 


*) Es wird bier vorausgeſetzt, baf ber Kreis wirklid eine Kurve II 
darfiellt; obwohl wir num erft fpäter diefen Punft erörtern werben, fo glaubte 
1h bod nicht, deßwegen biefe Betrachtung hier übergehen zu jollen, ba ja 
der Lefer leicht biefe Liide ſich felbft ausfüllen fann; der Kreis entfieht nämlich 
burch 2 ibm perfpeft. fongruente Strablenbiljdel, 
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ſchen Lage der oben in Betrachtung gezogenen Kegel und Cylinder 
gegen U hervorgeht; beide Gerade in einer foldjen Ebene find pa- 
rallel und ftehen gleich weit von U ab. Da die Schnittpunfte, in 
welchen die Ellipfen den Kreis fdneiden, offenbar auf alle Durch: 
mejjer zwijchen den beiden Uren, d. h. auf alle überhaupt vertheilt 
find, fo fommen den fraglichen Parallelſtrahlenbüſcheln felbjt alle Rich: 
tungen zu, d. h. jede Ebene die zu U nicht parallel ift, enthält 1 oder 
refp. 2 folche Gerade, die ihren entjprechenden Eongruent find, und 
zieht man durch eine Gerade q von U alle möglichen Ebenen, fo 
liegen die Paare von Geraden, die ihren entjprechenden fongruent 
find in 2 Ebenen E und E, und bie Mittelpunfte der Strahlen: 
büjchel, die ihren entjprechenden fongruent find in 1 Kreis, dejjen 
Mittelpunkt in q Liegt, und bejjen Halbmeffer die fentredjte Ent: 
fernung derjenigen 2 parallelen Linien ijt, in weldem die 2 Ebe— 
nen, welche der Eu. E, entfpredjen, von denjenigen parallelen Ebe: 
nen geichnitten werben, die den einzelnen Ebenen des Ebenenbüjchels 
q entjpredjen, wie aus Nr, 86 alsbald hervorgeht, wenn man das 
dort über die Lage der perfpeft. Sentra Gejagte beachtet. 

Wir begnügen uns mit diefer Entwiclung derjenigen Grund: 
lagen, von denen aus die obige Frage in ihrem Detail näher be: 
handelt werden müßte, da die weitere Entwiclung ber einzelnen 
Fälle (mit Ausnahme des oben in Betracht gezogenen Falles ber 
perfpelt. Beziehung) bloß theoretifden Werth haben Könnte, und 
dabei weitläufige einzelne Unterjuchungen veranlajjen würbe, 

153. ud) die Frage, welche nad dem bisherigen Gange der 
Entwiclung nod in nähere Vetradtung gezogen werden follte, nam- 
(ich die nad) den Lagenverhältnifjen derjenigen Elemente, welche durch 
die Verbindung von je 2 entjprechenden Elementen 2er Eollineärer 
räuml. Syjteme entjtehen, hat rein theoretijches Intereſſe, und wir 
würben diefen Gegenjtand unberührt bei Seite laſſen, wenn damit 
nicht eine intereffante Eigenfchaft der Linien III. Ordnung eng in 
Verbindung ftinde, Um diejer letzterwähnten Nückficht wegen greis 
fen wir auch noch einmal weiter zurüd, und ftellen uns die Frage: 
wenn 2 follinedre ebene Gewebe in demfelben Träger enthalten find, 
was ijt über bie gegenfeitige Lage entjprechender Punkte im Allge— 
meinen zu fagen. 

Bei der perfpeft. Lage, von der wir hier natürlich abjehen, 
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liegt jebes Paar entjprechender Punkte mit dem einen perjpeft. Cen: 
trum je in 1 Geraden, fragen wir nun gang allgemein, welche 
Puntte des einen von 2 follinedren ebenen Geweben E und E, 
vesfelben Trägers haben die Eigenfchaft, da fie mit ihren entſpre— 
henden Punkten Gerade bejtimmen, die durd) einen fejten Punkt 
M diejes Trägers gehen. 

Es entjprede dem Punkte M von E der Punkt M, von E,, 
alsdann erzeugen die beiden entjprechenden Strahlenbiijdel Mu. M, 
im Allgemeinen eine Kurve II K, betrachtet man nun deren Puntte 
alg zu E, gehörig, jo entfpreden ihnen in E lauter Puntte der 
Strablen des Büſchels M (und betrachtet man fie als zu E gehörig, 
fo entjprechen ihnen lauter Punkte der Strahlen des Biifdels M,) 
und eS leuchtet aljo ein, daß alle Punkte der Kurve K, die ver: 
langte Eigenſchaft haben, und ferner, daß es außerhalb derjelben 
feinen Punkt giebt, dem diefelbe Eigenjchaft zufäme, 

Die fraglide Kurve fann in bejondern Fallen, von denen 
wir jedoch abjehen können, da es uns bloß um Einficht in die gee 
genfeitige Lage der entfpredenden Punkte zu thun ift, in das Sy- 
item 2er Geraden, oder in 1 Gerade übergehen, oder auch bloß auf 
den Punkt M felbit fic) bejchränfen, wenn M und M, eine entjpre- 
hend gemeinfame Gerade, ober M ein entipredend gemeinfamer 
Punkt beider Gewebe ijt. 

Da eine beliebige Gerade des gemeinjchaftlichen Trägers bei- 
der Gewebe von jeder Verbindungslinie 2er entfpredender Puntte 
geihnitten werben muß, fo braucht man nur eine foldje Gerade p 
des gemeinfamen Trägers, die weder fich jelbjt entjpricht, noch durch 
einen entfprechend gemeinfamen Punkt beiver Gewebe geht, zu wäh: 
len, und in Bezug auf alle ihre Punkte die fo eben in Bezug auf 
M angejtellte Unterfuchung zu wiederholen, um in Bezug auf beide 
Gewebe einen vollftändigen Ueberblicé ber gegenfeitigen Lage entſpre— 
hender Punkte zu haben. 

Für jeden Punkt M von p erhält man eine Kurve IL K, welde 
alle Punkte enthält, die mit ihren entjprechenden je eine dburh M 
gehende Gerade bilden. Alle diefe für die verjchiedenen Punkte von 
p fih ergebenden Kurven II gehen, 1) durch den Schnittpunft von 
p und der ihr entfprechenden Geraden p,, und 2) durch ſämmtliche 
entiprechend gemeinfame Punkte von E und E,, und jede jchneibet 
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die p und p, in 2 entfpredjenden Punkten. Außer ben in 1) und 
2) erwähnten allen den Kurven gemeinfamen Punkten, können feine 
2 einen weiteren Punkt gemein haben, denn würden fid 2 folche 
Kurven, die man für die beiden Punkte Q und R von p erbielte, 
in dem Punkte A fchneiden, fo müßte offenbar dem Punkte A als 
Element von E, fowohl ein Punkt des Strahles QA, als auch des 
Strahles RA entipreden, was unmöglich, wenn A nicht ein entfpre- 
chend gemeinfamer Punkt von EE,, oder nicht der Runft pp; iff. 

Haben die ebenen Gewebe die 8 Punkte ABC entſprechend 
gemein, fo gehen alle die fraglichen Kurven II burd die 4 Punfte 
ABC pp,, und fchneiden außerdem die p und p, in 2 entfpreden- 
ben Punkten; für eine neue Gerade q erhält man ein neues folches 
Syftem von Kurven II, die ebenfalls durd) ABC gehen; für jede 
Gerade wie p (oder q) erfüllen die Kurven die ganze Ebene EE,, 
fo daß durch jeden Sten Punt F derfelben gerade eine einzige 
Kurve II geht, der dann aud ein einziger beftimmter Punkt von p 
entfpricht, fucht man auf diefelbe Weife zu F die Kurve II, welche 
zu dem Kurvenfnfteme von q gehört, fo entjpricht diefer Kurve 
ebenso ein beftimmter Punkt von q, und diefe beibe liegen mit M 
in 1 Geraden. In wieferne dieſe Entwidlung aud gilt, wenn bie 
E und E, nicht gerade 3 Punkte entfprechend gemein haben, darauf 
werden wir zurüdfommen müffen, wenn die Theorie der imaginären 
Elemente entwicelt fein wird. Für jest ergiebt fic) uns für ben 
hier betrachteten Fall der 3 reellen entjprechend gemeinjamen Punfte 
ABC folgender wichtige Gag: Alle Kuren II, welde durch 4 
fefte Punkte gehen, jchneiden 2 Gerade pp,, die buch 1 D der 4 
feften Punfte ABCD geben in 2 projekt. geraden Gebilden, denn 
man fann in dem Trager A BC immer 2 follinedre ebene Gewebe 
annehmen, die die 3 Punkte ABC entiprechend gemein haben, und 
für welche p und p, entfpredende Gerade baritellen. 

Verfolgen wir nun in Bezug auf 2 Follineäre rauml. Syfteme 
Ru. R, denfelben Gang, indem wir zuerft unterfuchen, welche Puntte 
haben die Eigenſchaft, daß fie mit ihren entiprechenden Gerade be- 
ftimmen, die durch einen feften Punft M geben. 

Ganz wie bei der jo eben für ebene Gewebe durchgeführten 
Unterfudung erhält man aud hier, daß alle fraglichen Punkte als 
Elemente von R, betrachtet mit M in einer Kurve IH liegen, die 


aud durch den dem M entfprechenden Punft M, geht. Legt man 
alle Punfte einer Ebene M, die fein ſich jelbit entfprechendes Ele: 
ment von R und R, enthält, einer ähnlichen Betrachtung zu Grunde, 
fo erhält man einen vollftindigen Weberblic über die gegenſeitigen 
Lagenverhältniffe entjprechender Punkte, da jede folche Verbindungé- 
linie durch einen Punkt von E gehen muß. 

Sämmtliche Kurven ITT, welche man für die verſchiedenen Punkte 
ver Ebene E erhält, haben alle Punkte entfprechend gemein, welche 
ben beiden raͤuml. Syſtemen entjprechend gemein find, außerhalb ber 
E fünnen feine 2 nod) einen Punkt gemein haben, denn hätten 2 
Kurven IH, die man für die beiden Punfte Q und R in E erhält, 
ten Punt S gemein, jo müßte dem Punkte S als Element von R,, 
ſowohl ein Punkt des Strahles QS, als auch des Strahles RS 
entiprechen, was unmöglich. Dagegen fdneiden fih, wenn E, bie 
ter E entipredhende Ebene in R, ijt, in jedem Punkte der Schnitt- 
linie von EE, gerade boppelt fo viele folcher Linien III, als ein ge- 
rades Gebilde Punkte enthält, denn entfpridt dem Punkte T, der 
Schnittlinie als Element von R, (oder E,) der Punft T von R oder 
E, fo gehen offenbar alle Linien III, welche man für die einzelnen 
Punkte M von TT, erhält, durch den Punkt T,. Allein jede folche 
Linie geht außerdem noch durch einen zweiten Punkt der Schnitt: 
finie EE,, denn liegt der Punkt M außerhalb der Geraden e, welche 
m E der Schnittlinie EE, entipricht, fo giebt e8 nach Nr. 48 von M 
aus auger TT, noch 1 Strahl, welcher durch 2 entiprechende Punkte 
von EE, unde geht, und diefer Strahl fchneidet dann offenbar die 
EE, in dem fraglichen Punkte; liegt aber M d. h. T in der Geraden 
e, jo liegt auger T, offenbar immer auch der Schnittpunkt von EE, 
und e in der fraglichen Kurve III, und dabei ift aus dem geführten 
Beweis ſelbſt noch ohne weiteres lar, daß es hinfichtlich der beiden er: 
wähnten Schnittpunfte, die eine folche Kurve III mit EE, gemein hat, 
gar feine Beichränkung giebt, der Art, daß jedes beliebige Paar T, U 
immer gerade auch in einer jolchen Yinie liegen muß, oder mit andern 
Worten, daß eds unter dem Syſtem von Linien III, welche durch den feiten 
Puntt T, von EE, geben, immer gerade eine geben muß, die durch 
den ganz beliebig angenommenen 2ten Punkt U von EEK, geht. 
Hieraus ergiebt fid) nun der merkwürdige Sak: Alle Kurven III, 
welche durch 4 fefte Punkte A BCD gehen, und eine Gerade p, 
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welche mit keinen 2 jener 4 Punkte in 1 Ebene liegt, in 2 Punkten 
ſchneiden, beftimmen durch ihre Schnittpunfte, die fie außerdem nod 
mit einem beliebigen Paare von Ebenen EE,, die durd) p geben, 
gemein haben, 2 projekt. ebene Gewebe; denn man Fann immer 2 
räuml. Syſteme jo follinedy auf einander beziehen, daß fie die 
Punkte ABCD entipredend gemein haben, und der E bie E, ent: 
fpridt. (Die Bedingung, dag p nicht mit 2 der 4 gegebenen Punt: 
ten in 1 Ebene liegen dürfen, ift deßwegen nothwenbdig, weil ſonſt 
gegen die Vorausſetzung die Schnittlinie EE, oder p einen ent- 
fpredend gemeinfamen Punkt haben würden). 

Man Fann aud von biefem allgemeinen Gage fo zu jagen 
einen Theil abgejondert für jich betrachten und als Gag hinftellen: 
fo ijt aus dem obigen zu erkennen, daß alle Kurven III, melde 
die EE, in dem Schnittpunfte von EE, und e fchneiden, außerdem 
mit der Ebene E nod) 2 entjprechende Punkte (T,T) von EE, und 
e gemein haben, diejes führt nun zu dem Gage: 

Wählt man auf einer Linie IITK 5 beliebige Punfte ABCDE 
und zieht man buch einen derjelben 2 Gerade (ee;) nad 2 belie 
bigen neuen Punkten von K, fo fdneiden alle Kurven III, welde 
durch ABCDE geben, und die e jchneiden aud) die e,, und zwar 
find durch diefe Sdhnittpuntte e u. e, projekt. auf einander bezogen. 

Indem wir jowohl die reciprofen Gage ber legten Entwid: 
lung, al8 aud) die Unterfuchung, welche” Gerade mit ihren entfpre- 
denbden in 1 Ebene liegen, hier unerörtert bei Seite laffen, wenden 
wir uns nun zu ber wichtigen Unterfuchung der involut. Beziehung 
2er rauml. Gyfteme. 

154. Entſpricht in 2 follincdren rauml. Syftemen BR u. R, 
dem Punkt A der Punkt Ay, fo wird im Allgemeinen dem Punkt 
A, als einem Clemente von R ein von A verjchiedene® Clement A; 
von R, entfpreden. Entſprechen jedod in einem bejondern Fale 
wirklich die Punkte A und A, einander gegenjeitig oder abwech— 
jelnd, fo ift AA, eine entjprechend gemeinjame Gerade beider 
Syfteme und dabei involut. 

Tritt diefer Fall bei 3 Paaren entjpredhender Punkte AA, 
BB, CC,, die nicht alle in derjelben Ebene liegen, ein, fo tritt er 
bei jedem Paare ein, und man nennt den Inbegriff 2er derartig 
follinedrer räuml, Syſteme ein involut. räuml, Syſtem. 
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Liegen, um diefes zu beweifen, 2 Paare der erwähnten 33.8. 
AA, und BB, in 1 Ebene, fo tft diefe eine fic) felbjt entſprechende 
Ebene, und zwar bildet fie ein involut. ebenes Gewebe, dejjen Een: 
trum (Suvolutionscentrum) S und beffen Are (Snvolutionsare) p 
fein möge, die ſich felbjt entfprechende Gerade CC, muß fie mun 
nothwendig in 1 fic) jelbjt entjprechenden Punkte ſchneiden *), und 
es können daher 2 Fälle eintreten, entweder geht nämlich die CC, 
burd) das Centrum S, oder fie geht durch einen Punkt der Are p; 
findet bas erjte Statt, fo find SA SB SC 3 involut. Strahlen bes 
Strahlenbiindels S die nicht in 1 Ebene liegen, und find S, 8,8, 
ihre 3 von S verfdiedenen 2ten Orbnungselemente, jo ftellt offenbar 
jedes der 3 ebenen Gewebe 8S,S, SS,S, $5.8, ein involut. Syftem 
dar, deren 3 perjpeft. Uren §,S, 8,8, 8.8, find; das ebene Ge: 
webe 8, 5.8, hat daher alle feine Punkte entfprechend gemein, die 
tiuml, Syiteme find perfpeft. und je 2 durch das perfpeft. Centrum 
8 und die Ebene 8,8,8, harmonisch getvennte Punkte entſprechen 
einander abwechjelnd (nad) Mr. 149 c)) w. 3. b. w. 

Geht dagegen CC, durd einen Punkt der perfpeft. Are p, 
jo ftellt pC eine entfprechend gemeinfame Ebene dar, die perfpelt. 
ft, und ba CC, fic) abwedfelnd entjprechen, ebenfalls ein involut. 
Syftem darftellt, deffen Are p und defjen Centrum 8, fein möge. 
Da jede Ebene des Büfchels SS, ein involut. Gewebe mit der Are 
SS, ift, jo erhält man die Art der follinedren Beziehung, welche 
wir in 150. furgweg die gejchaart follinedre genannt haben, wobei 
SS, bas 2te entſprechend gemeinfame gerade Gebilde darftellt, und 
da jedes der 3 Paare entjprechender Punkte PP, QQ, RR, durch 
die beiden Geraden p und SS, harmonisch getrennt ijt, jo findet 
dieſes nad) 150. d) bei jedem Paar entjprechender Punkte Statt. 

Liegen endlich Feine 2 der entjprechenden 3 Punktenpaare in 
1 Ebene, fo bilden AA, (oder p) BB, (oder q) CC, (oder r) 3 
Strahlen einer Regelſchaar, welche, da par fich felbjt entjprechende 
Gerade darftellen, fic) ſelbſt entjpricht der Art, daß jeder Strahl 
ein entipredend gemeinfames Element darftellt. Dabei müfjen den 
3 Leitjtrablen abe, weldje durch ABC geben, die 3 Leitjtrahlen 


*) Woraus zugleich erfichtlich, dag bie Wahl aller 3 Paare entfprechen: 
der Puntte bei der Firirung der Beziehung durchaus nicht willtürlich ift. 
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a, bye; entfprechen, welche durd) A, B, Cy, gehen und umgelehrt, jo 
dag auch in diefem alle die Wahl der 3 Paare entfprechender Puntte 
burdaus nicht ganz willtürlich ift. Seber Ebenenbüjchel 3. B. p 
oder q oder r, der zu dieſer Leitſchaar aa,.bby.ce, perfpeft. ift, 
ift involut,, und daher entjpricht jedem Punkt im Raum, als 
einem Schnittpunkt Ser Ebenen von 3 folchen involut. Ebenen: 
büfcheln (par), der Punkt, in welchem fic) die 3 entjprechenden 
Ebenen derjelben Büſchel pqr jchneiden, doppelt oder abwedjelnd. 

In dem leiten hier behandelten Falle find wieder die 2 Un- 
terabtheilungen zu unterfdeiben, dap in der involut. Leitſchaar 
aa,.bb;. ce, 2 Ordnungselemente mn vorhanden find oder nicht. 

Sind 2 Dronumgsftrahlen m und n vorhanden, fo ift jeder 
Punt und jede Ebene derfelben ein entjprechend gemeinjames Ele 
ment von R und R,, hat aber die involut. Leitichaar aa,.bb, keine 
Ordnungsftrahlen, fo giebt es im dem beiden räuml. Syjtemen 
überhaupt feinen Punkt und Feine Ebene, die beiden entjprechend 
gemein wäre. Offenbar ijt der erfte ber bier erwähnten und ber 
2te der oben angeführten Fale identiſch. 

155. Bei der involut. Beziehung 2er räuml. Syiteme Ru, R, 
hat man daber hinfichtlic der Anordnung entjprechender Elemente 
folgende 3 Arten zu unterſcheiden. 

1) R und R, find perjpeft. 2) RR, find geſchaart kol⸗ 
lineär. 3) R und Ry haben gar fein Clement entſprechend gemein, 
Die beiden legten Arten, fo verfchieden fie auch auf den erjten An- 
blid zu fein jcheinen, bieten bod) einen wejentlichen Unterſchied nicht 
dar, wehwegen in ber That nur 2 Arten involut. Beziehung uns 
terjchieden werden, nämlid 1) die perjpeft. involut. Beziehung 
und 2) die gejdaart involut. Beziehung, welche legtere dabei 2 Drd- 
nungsſtrahlen haben kann oder nicht. 

Entſpricht in einem involut, räuml, Syitem ein Clementarge- 
bilde fic) felbjt, und find dabei feine Elemente involut. gepaart, jo 
jagen wir, dasjelbe fei ein im Syſtem enthaltenes involut. 
Elementargebilbe, 

In einem perjpeft. involut, räuml, Syſteme jchneidet jede Gee 
rade, die fic) nicht felbjt entjpricht, die ihr entjprechende, und zwar 
in einem Buntte der perjpeft. Ebene und beide Gerade liegen mit 
dem perjpelt. Centrum (Snvolutionscentrum) in 1 Ebene. 


Su einem gejchaart involut. Syfteme giebt e8 unendlid) viele 
Paare entfprechender Geraber, die fic) nicht fdineiden; ift nämlich 
A eine fic) micht jelbit entjprechende Ebene, jo jchneidet fie die ihr 
entiprechende Ebene A, in einer Geraden a, die fid) felbjt entfpridt, 
und ein im Syiem enthaltenes involut. geraded Gebilde darftellt; 
entipriht nun dem Punkte a von a der Punkt a,, fo entipricht 
jeder Geraden der Ebene A die durch a geht, eine Gerade der 
Ebene A, die durch a, geht, und jedes folde Paar Fann nicht in 1 
Ebene liegen. Yn einem perfpeft. involut. räuml. Syjteme giebt es 
2erlei Arten fich felbft entjprechender Gerader, nämlih 1) Strab: 
len des Involutionscentrums, welche fammtlid) Träger von im Syjtem 
enthaltenen involut. geraden Gebilden und Aren von Ebenenbüjcheln 
darjtellen, deren jämmtliche Elemente entjprechend gemein jind, und 
2) Gerade ber perfpeft, Ebene, welche jammtliche Wren von im 
Enitem enthaltenen involut. Ebenenbüfcheln und Träger von gera 
den Gebilden darjtellen, deren jänmtliche Punkte entjprechend ge- 
wein find, 

In einem gejdaart involut. räuml, Syftem bat man in die: 
jer Beziehung befonders zu beachten, wenn dasjelbe 2 Ordnungs⸗ 
itrablen m und n bat, infoferne alle Punkte und alle Ebenen die- 
jet beiden Geraden entfpredend gemeinfame Clemente darjtellen; 
fiebt man von dieſen beiden Geraden ab, fo ift in einem gefdaart 
involut. räuml, Syſtem jede fich felbft gugeordnete Gerade Träger 
eines im Syſtem enthaltenen involut, geraden Gebildes und eines 
im Syſtem enthaltenen involut, Ebenenbüjchels, 

Erflärung Da foldhe Gerade in der Folge eine wichtige 
Rolle fpielen, fo hat man für fie eine befondere Bezeichnung ein- 
geführt, und man nennt daher in einem gejchaart involut, räuml. 
Syſtem jede entjprechend gemeinjame Gerade, welche zugleich Trä- 
ger eines im Syſtem enthaltenen involut, geraden Gebildes und 
Are eines im Syitem enthaltenen involut. Ebenenbüjchels darjtellt, 
einen Leitftrahl des Syitems, 

156. Lehrfak. Yn jedem gejchaart involut. räuml. Syjteme 
giebt es unendlid) viele Regeljchaaren, deren jämmtliche Strahlen 
keitftrahlen des Syftems find, und deren Leitjchaaren im Syitem 
enthaltene involut. Regelſchaaren barjtellen. 

Es feien den Punkten abcd ber Geraben a die 4 Puntte 
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A bcd, von a, zugeordnet, wobei vorausgefegt wird, bag a und a, 
einander nicht fdneiden, algdann find aa, bb, cc, dd, 4 Strah— 
len einer Regelſchaar, deren ſämmtliche Strahlen offenbar Leit- 
ftrahlen des Syſtems find; da nun aber jeder Geraden, welde 
3 fic) ſelbſt entipredende Strahlen (aljo 3 Leitftrahlen des Sy— 
ſtems) jchneidet, eine Gerade entfpridjt, welche diefelben 3 Strahlen 
fchneidet, jo entjpricht die Leitichaar der eben erwähnten Regelichaar 
fic) felbft, und ba die beiden Strahlen aa, derfelben einander ab- 
wedjelnd entfpreden, fo ijt diejes bei jedem Paare der Fall, d. b. 
eben diefe Regelſchaar ift eine im Syſtem enthaltene involut. Re: 
gelichaar. 

157. Lehrſatz. In jedem gefchaart involut. räuml. Syftem 
giebt e8 ferner unendlich viele im Gyftem enthaltene involut. Ne: 
gelichaaren, deren Leitjchaaren nicht wie in dem eben bejprochenen 
Halle aus lauter Leitftrahlen des Syſtems beftehen, fondern eben: 
falls im Syſtem enthaltene involut, Regelſchaaren barftellen. 

Behalten wir die Bezeichnug der lebten Nummer bei, fo ijt 
nad Nr. 17 aud) abcd w cd, ab;, daher ftellen nad Nr. 43 
aud) die 4 Geraden ac, by ca, db, 4 Strahlen einer Megelfdaar 
bar. Den 4 Strahlen ac, bb, ca, db, entfprechen aber die 4 Strab- 
fen aye yd a Ob, bd. h. diefe Regelſchaar entfpricht fich felbft, 
und ift dabei involut.; da aber ferner jeder Geraden, welche die 
3 Strahlen ac, boy ca, fchneidet, eine Gerade entfpreden muß, 
welche die 3 Geraden aye byd cya ſchneidet, d. h. da jedem Leitjtrahl 
der erwähnten Regelfdaar wieder ein Leitſtrahl derfelben entfpreden 
muß, und die beiden Leitjtrahlen aa, einander abwechjelnd entipre- 
chen, fo ftellt auch dieſe Leitſchaar eine im Syſtem enthaltene invo- 
Iut. Regelfdaar dar. 

158. Hat ein gefdaart involut. räuml, Syfteme 2 Orbnungs- 
jtrahlen mn, fo fchneidet jeder Leitjtrahl bes Syſtems beide, und 
umgekehrt, jede Gerade, welche bie beiden Ordnungsftrahlen mn 
jchneidet, ift ein Leitjtvahl des Syftems, die Schnittpunfte mit mn 
ftellen dabet die beiden Ordnungspunkte bes in dem Leitjtrahl ent: 
haltenen involut. geraden Gebildes und die beiden Ebenen, welde 
m und n enthalten, die Ordnungselemente des durch den Lcitftrabl 
bejtimmten involut. Ebenenbüſchels dar, 

159. Lehrſatz. Hat ein gefdaart involut. räuml. Syſtem 
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fine Ordnungsſtrahlen, fo enthält jedes ebene Gewebe A und jeder 
Strablenbiindel M gerade einen Leitjtrahl des Syjtems. 

Denn entjpricht der Ebene A die Ebene Ay, fo ift die Schnitt- 
fmie AA, ein Leitjtrahl, und ebenfo ftellt MM, einen folchen dar, 
wenn M, der Punkt ijt, welcher der M entipridt. Daß aber in 
einer Ebene oder in einem Strahlenbündel keine 2 Leitjtrahlen des 
Syſtems enthalten fein finnen, ift deßwegen unmöglich, weil das 
turd) jie bejtimmte entjprechend gemeinfame ebene Gewebe als ein 
involut. eine fich felbjt entjprechende Gerade, d. §. einen Ordnungs- 
ftrahl des involut. Syſtems enthalten müßte. 

160. Nach dem Bisherigen laſſen ſich num aud) die einfad- 
ten Mittel angeben, die involut. Beziehung 2er räuml. Syft. zu 
firiren, denn fdyon in Nr. 154 hat fich herausgejtellt, daß die Be: 
dingung, welche erfüllt fein muß, wenn 2 follinedre räuml. Syſt. 
involut. fein follen, für die Fixirung der Beziehung felbjt zu viele 
Beſtimmungsſtücke in fic) enthält, da man nicht zu 6 Punkten die 
entiprehenden beliebig annehmen fann, 

Sollen 2 räuml. Syfteme perfpeft. involut. auf einander be- 
zogen werden, jo braucht man nur das perfpeft. Centrum und die Ebene 
der perfpeft. Beziehung beliebig anzunehmen und 2 Punkte einander 
entipredend nennen, welche durch beide harmonijd) getrennt find. 

Sollen 2 räuml. Syjteme gefdaart involut. auf einander bezo— 
gen werden, jo wähle man entweder 2 involut. Regelfdaaren aa,. 
bb,.ce; und ppy.qq,.rr,, von denen jede die Leitjchaar der an- 
dern ijt und betrachte fie als 2 im Syſtem enthaltene involut, Res 
gelihaaren, oder man wähle eine involut. Regelfdaar dd, . ee, . ff; 
als eine im Syſtem enthaltene, deren Leitjtrahlen Imn fänmtlich 
Yeitjtrablen des Syſtems darjtellen (nad) Nr. 156). 

Bezieht man nämlich im 1jten Falle die räuml. Syfteme fol- 
linedt fo aufeinander, bag den Strahlen a a, b pp ıq die Strahlen 
aa b; py p qi entſprechen, fo find die Syſteme wirklich involut. 
da jeder zu einer der beiden Regelfdaaren perfpeft. Ebenenbüjchel 
involut. ift (vergl, Nr. 154), und da die entjprechenden Geraden 
aa, bb, pp; etc. einander nicht fdjneiden, fo find fie auch gejchaart 
involut., wobei die beiden involut. Regelfdaaren im Syftem ents 
baltene involut. Regelſchaaren find. 

Läßt man aber im 2ten Falle den Geraden dd, elmn bie 

Biaff, neuere Geometric, 14 
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Geraden did e,Imn entfpredjen, fo ijt wieder jeder zur erften Re 
geljdaar perfpeft. Ebenenbüfchel involut., und alfo die Syſteme 
wirflid) und zwar geſchaart involut., wobei die Strahlen der Leit: 
{haar Imn Träger von im Syftem enthaltenen involut, geraden Ge: 
bilden und Ebenenbüjcheln, aljo Leitjtrahlen des Syitems darftellen. 

161. Man fann nun noch die Frage aufwerfen, wann ein 
gefdaart involut, Syſtem bei den jo chen bejchriebenen Fixirungs— 
methoden Ordnungsjtrahlen hat, und wann nicht. 

pir die 2te der angegebenen Methoden beantwortet fich dieje 
Trage alsbald, denn ba die Ebenenbüjchel deren Aren die Leitjtrahlen 
Imn des Syjtems find, beiden räuml. Syſtemen entjprechend gemeinjam 
find, fo müfjen dieje involut. Ebenenbüjchel Ordnungselemente haben, 
und damit diefes der Fall ijt, muß die im Syſtem enthaltene in- 
volut. Regelfdaar dd, .ee, Ordnungsjtrahlen haben. Hat umge 
fehrt biefe involut. Regelichaar dd, .ee, die Ordnungsftrahlen st, 
fo ift jeder Punkt und jede Ebene derfelben ein entfprechend ge 
meinjames Element beider räuml. Syſteme, d. h. fie felbft find die 
Ordnungsitrahlen des involut. räuml. Syjtems, 

Zuſatz. Es erhellet hieraus zugleih, dab im alle ein ge 
ſchaart involut. räuml, Syſtem Ordnungsitrahlen hat, jede im Snjtem 
enthaltene involut. Negeljchaar, deren Leitjtrahlen ſämmtlich Yeit: 
ftrahlen des Syſtems find, diefe Oronungsjtrahlen unter ihren Ele 
menten enthalten mug. Sedes Paar zugeorbneter Strahlen ijt aljo 
burd die Ordnungsftrahlen harmoniſch getrennt. 

Für die Ifte der beiden angewandten Methoden führt ber 
eben betretene Weg nicht zum Riel, da in diefem Falle Feiner der 
involut, Ebenenbüjchel ein entjprechend gemeinfames Grundgebilte 
darjtellt. Haben in diefem Falle die beiden im Syſtem enthaltenen 
involut. Regelſchaaren 2 Oronungsjtrahlen nämlich de und st, fe 
ftellen offenbar die 4 Ecken des durch fie gebildeten unebenen 4 Eds 
4 entſprechend gemeinfame Punftelemente dar, und da offenbar fei: 
ner dicfer 4 Strahlen ſelbſt ein Orbnungsitrahl des Syftems fein 
fann, fo bilden fie 2 Paare Gegenfanten eines Tetracders, von 
weldem bas Ste Paar die fraglichen Ordmungsftrahlen bildet. 

Hat die eine ber beiden Regelfdaaren 2 Orbnungsitrahlen 
de die andere nicht, fo fann fein Punkt ein entfpredend gemein: 
james Element fein, denn 1) enthält weder d nod e einen folden 
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Punkt, und 2) enthalten die involut. Ebenenbüſchel d und e Feine 
Ordnungselemente, wewegen auch fein außerhalb d und e liegender 
Punkt ſich felbjt zugeordnet fein fam. 

Haben endlich beide Negelfchaaren Feine Orbnungselemente, 
fo überzeugt man fid) auf nachfolgende Weife davon, daß in diefem 
Falle wie in dem zuerft betrachteten das involut. Syſtem wirklich 
Ordnungsitrahlen hat. 

Eine Ebene beftimmt mit den beiden fraglichen involut. Re— 
gelichaaren 2 involut. Kurve IT desjelben Trägers, deren involut. 
Beziehung jedod) im Allgemeinen verjchieden fein wird; wählt mar 
dagegen nach Nr. 75 b. in den beiben Regelſchaaren die beiden 
Würfe aa, bb, und pp; qq, fo, dah fie projekt. find und aa,. 
bby. pp, - 44, je ein Paar entjprechender Strahlen barjtellen, fo lie- 
gen nad) Nr. 71 die 4 Sdhnittpuntte ap a,pı bq byqy in einer 
Ebene, d. h. in einer Kurve IL, für welche die involut. Beziehung 
in Bezug auf beide Regelfdaaren diejelbe ijt, den 4 Punkten ap 
a Pp, bq by qy entfpreden die 4 Punkte a,pı ap big, bq d. h. 
dieſe Schnittfurve ift eine im Syftem enthaltene involut. Kurve I K 
und ihr Träger ein entfprechend gemeinfames Element beider Gewebe, 
was bloß dann möglich ift, wenn Ordnungsftrahlen vorhanden. 

Hiebei leuchtet num alsbald ein, daß die Gerade m, in wel- 
der die Schnittpunfte entfprechender Strahlen des involut. Strahlen- 
bifdels IL K, die wir die Involutionsaxe des involut. Elemen: 
targebildes K nennen werden Nr. 74. 4), den einen Orbnungsftrahl des 
involut, räuml. Syftems darftellt, und daß der Punkt, in dem fid 
die Berbindungslinien entfprechender Punkte der involut. Kurve TK . 
ihneiden, und den wir Fnvolutionscentrum nennen werden 
Rr. 74.3), in dem zweiten Orönungsjtrahl n fliegen müſſe. 

Legt man durch m eine neue Ebene, fo ift fie ftets Trager 
eines im Syſtem enthaltenen involut. ebenen Gewebes, deffen Are m 
it, und defien Centrum in n liegt, die beiden involut. Regelichaa- 
ten werden in einer und derfelben im Syitem enthaltenen involut. 
Kurve II geichnitten, deren Jnvolutionsare ebenfalls m ift, und 
deren Centrum ebenfalls in n liegt. 

Se ein Paar zugeorbneter Strahlen der beiden involut. Re 
gelichaaren, werben durch die beiven Orbnungsftrahlen harmoniſch 
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162. Die leste Entwidlung giebt uns abermals ein einfaches 
Mittel an die Hand, 2 räuml, Syfteme gefchaart involut. auf einander 
zu beziehen. Man nimmt nämlich eine Regelflache als entſprechend 
gemeinjames Elementargebilde beider räuml, Syſteme an, und wählt 
eine fie nicht jchneidende Gerade als einen Ordnungsjtrahl. Wie nun 
in 158. die befondere Art der involut. Beziehung der Negelichaaren die 
Ordnungsftrahlen hat finden lajjen, jo ijt hier umgekehrt durch die An- 
nahme des Ordnungsjtrahles die involut. Beziehung der beiden Megel- 
fchaaren und fomit die involut. Beziehung der räuml. Syſteme firirt, 
indem jede Ebene, welche durch den Ordnungsitrahl gelegt wird, die Re- 
gelfläche in einer Kurve II jchneidet, die der Art involut. fein muß, daß 
jener Qronungsftrahl ihre Snvolutiongare darjtellt, während ihr In— 
volutionscentrum einen Punkt des zweiten Ordnungsſtrahles beitimmt. 

Die hier näher betrachteten Eigenjchaften fommen den beiden 
Ordnungsitrahlen eines geſchaart involut. Syſtems gegenüber allen 
im Syſtem enthaltenen involut. Negeljchaaren, deren Leitjchaaren eben: 
falls folde im Syjtem enthaltene involut. Negelichaaren find, zu. 

Man hat häufig Gelegenheit, 2 zujammengehörige involut. 
Negelichaaren desjelben Trägers in nähere Betrachtung- zu ziehen, 
ohne dag man das gejchaart involut. Syſtem berüdjichtigt, das da: 
durch firirt werden fann, und da fpielen denn auch die Geraden, 
welche zu ihnen in dem Verhältnifje jtehen, wie es von den Ord— 
nungsitrahlen des dadurd) firirten involut. Syitems jo eben näber 
entwictelt wurde, eine bejonders wichtige Nolle; für diefen Fall hat 
man denn auch für dieje Geraden eine bejondere Bezeichnung einge: 
führt, indem man fie zufammengebörige Involutionsaxen 
der beiden zujammengehörigen involut. Regeljchaaren nennt. 

163. Zum Sdlufje feien nod) 2 Methoden erwähnt, die ge 
ſchaart involut. Beziehung er räuml. Syiteme zu firiren; MWäblt 
man eine unebene Kurve III K als entjpredhend gemeinfames Ge 
bilde des involut. Syjtems und giebt zu 2en Punkten ab von K 
die zugeordneten a,b, an, fo ijt das involut. Syitem vollfommen 
bejtimmt, denn bezieht man die beiden in dem involut. Syſtem ent: 
haltenen räuml. Syjteme follinedr jo auf einander, daß K ein ent: 
fprechend gemeinfames Gebilde ijt, und den 3 Punkten aba, von 
K die 3 Punkte a,b,a entjprechen, fo ift nach 146. die follinedre 
Beziehung volljtändig firirt, und da offenbar je 2 Puntte von K 
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einander abwechjelnd entipreden, fo ijt das räuml. Syftem noth- 
wendig ein involut. und zwar ein gejchaart involut. Hat dabei das 
involut. Kurvengebilde K Ordnungselemente, fo hat das involut. 
rauml, Syftem Ordnungsftrahlen, weldye der K in ihren Ordnungs- 
elementen fic) anſchmiegen. 

Wählt man endlid) 2 Strahlen mn als die Ordnungsſtrah— 
len eines involut. rauml. Syſtems, fo ift deffen Beziehung aud 
volljtändig firirt, denn jede Gerade die m und n jchneidet, ift ein 
Leitftrahl des Syſtems und je 2 Punfte eines Leitjtrahls, die durch 
m und n harmonisch getrennt find, find einander zugeordnet. 

Wir wenden uns nun noch zur näheren Betrachtung der reci- 
profen Beziehung 2er räuml. Syſteme, indem wir die frühere all 
gemeine Entwicklung von Nr. 81 als Grundlage benüßen, oder viel 
mehr an fie anknüpfen. 

164. Welches Geſetz befolgen diejenigen Punttelemente, welche 
in ihren entiprechenden Ebenen liegen. Liegt der Punkt a von R in 
der ihm entjprechenden Ebene A von Ry, fo muß nothwendig aud 
der Punkt a,, welcher der Ebene A als Element von R entfpridt, 
in diefer Ebene liegen, und es können folgende 2 Fälle eintreten, 
entweder a und a, fallen in 1 Punkt zujammen, d. b. die Elemente 
a und A entjpredyen einander in boppeltem Sinne, oder a und ay 
find 2 verjchiedene Punkte. Wir lafjen den erjten Fall einftweilen 
unberücjichtigt und wenden uns der näheren Betrachtung des 2ten zu. 

Dem in A enthaltenen Strahlenbüjchel a von R entjpricht 
der in A gelegene Strahlenbüjchel a, von R, der Art, dak allen 
Punkten eines Strahles von a alle Ebenen des entſprechenden 
Strahles von a, entiprechen; dem Schnittpunfte 2er entiprechender 
Strahlen aa,, als Element beider räuml. Syfteme betrachtet, ent— 
ſprechen daher 2 Ebenen der beiden Büſchel a, und a, d.h. 2 Ebe: 
nen, bie ebenfalls die Eigenſchaft bejiten, daß fie ihren entſprechen— 
den Punt in fid) enthalten, ohne daß er ihnen in doppeltem Sinne 
entjpräche. Da nun aber die beiden entjprechenden Strahlenbüfchel 
a und a, projekt. find, fo Liegen die Schnittpunfte entjprechender 
Strahlen entweder in einer Kurve II, oder fie bilden das Syſtem 
2er Geraden, woraus folgender Sat fich ergiebt. 

Enthält eine Ebene den ihr entfpredenden Punkt in fich, 
ohne daß er ihr in doppeltem Sinne entipräche, jo liegen in ber: 
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felben Ebene ftets entweder fimmtlide Punfte einer Kurve II K, 
oder fimmtlidje Punkte 2er Geraden a und p, denen biefelbe Eigen- 
haft gufommt, daß fie 1) ihren entjprechenden Punkt in fid ent- 
halten und 2) als Element von R einen andern Punkt als entjpre- 
chenden haben denn als Element von Ry. 

Legt man durch eine der beiden Geraden p oder a eine Ebene, 
fo folgt ganz auf diefelbe Weife wie in dem eben geführten Beweis, 
bag in ihr ftets nod) eine 2te Gerade liegen müfje, deren fammt- 
lide Punkte in ihren entfpredenden Ebenen liegen; legt man aber 
burd) 2 Punkte von K oder von a und p eine Ebene, welche die 
ihr entjprehenden Punkte nicht in ich enthält, jo erzeugt dieſelbe 
burd) den Schnitt mit dem ihr entipredenden Strahlenbünbel ein 
reciprofes ebenes Gewebe, für welches offenbar der 2te in Nr. 93 
betrachtete Gall eintritt, daß fimmtlide Punkte einer Kurve II in 
ben ihr entjprechenden Geraden liegen. Bedenkt man nun, daß alle 
Punkte diejes ebenen reciproten Gewebes, die in ihren entiprechen- 
ben Geraben liegen als Elemente des räuml. reciprofen Syftems 
in ihren entfprechenden Ebenen liegen, jo erhält man ben Sag: 

Haben 2 reciprofe rauml. Syfteme einen einzigen Punkt, der in 
feiner entjprechenden Ebene liegt, ohne ihr jedoch in doppeltem Sinne 
zu entfpreden, jo haben alle Punkte einer Fläche II F die Eigen- 
ſchaft, daß fie alle in den ihnen entipredjenden Ebenen liegen, dabei 
müfjen dieſe Punkte im Allgemeinen je 2 verfchiedenen durch fie 
gehenden Ebenen, und jede folde Ebene im Allgemeinen 2 verjchie- 
denen in ihr enthaltenen Punkten entfpreden, infoferne nad Nr. 93 
in einem ebenen reciprofen Gewebe im Allgemeinen gerade Zen Punk⸗ 
ten der Kurve IL, deren Punkte ſämmtlich in den ihnen entipre- 
chenden Geraden Liegen, die Eigenfhaft zukommt, daß fie derjelben 
Geraden in boppeltem Sinne entfpreden, und aljo aud) für unfer 
räuml. Syftem in einer Ebene ebenfalls nur 2en Punkten dieſe 
Eigenſchaft gufommen fann, 

Die reciprofe Entwidlung giebt ganz auf diefelbe Weife: Ha- 
ben 2 reciprofe räuml. Syiteme eine einzige Ebene, welche durch den 
ihr entfpredjenden Punkt geht, ohne daß fie demfelben in boppelter 
Weiſe entjpricht, fo haben alle Berührungsebenen einer 2ten Fläche 
II F, die Cigenfdaft, daß fie alle durd) die ihnen entſprechenden 
Punkte gehen, wobei im Allgemeinen diefe Ebenen als Elemente 
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der beiden räuml. Syfteme betrachtet je 2 verſchiedenen in ihnen ents 
baltenen Punkten entjpreden. Dabei ijt einleuchtend, daß diefe 
beiden Flächen II, F und F,, einander entfpredjen. 

Zuſatz. Dieje Fläche IL F fann in das Syftem er ebenen 
Gewebe übergehen, denn entjpricht die Gerade a fich felbjt, fo liegt 
in jeder Ebene des Ebenenbüſchels a je nod eine Gerade, welder 
die Eigenschaft zufommt, bag ihre fimmtliden Punkte in den ihnen 
entjprechenden Geraden liegen, und binfichtlich dicjes Syitems von 
Geraden können nun 2 Fälle eintreten, entweder fie liegen fämmt- 
lid in 1 Ebene, ober fie bilden eine Regelflade, wie fich diejes 
baraus ergiebt, daß in jeder Ebene die ihren gugeordneten Punkt 
nicht in ji enthält, nad) Nr. 93 entweder alle Punfte einer 
Kurve II, ober alle Punkte 2er, oder 1 Geraden fein müfjer, wenn 
wie bier überhaupt bei einem e8 der Fall ift *). Liegen die Gera- 
den alle in 1 Ebene E, jo entjpridjt biefer Ebene derjelbe in ihr 
aber außerhalb a liegende Punkt P in doppeltem Sinne, und P 
bildet den Mittelpunkt eines Strahlenbüjchels, deſſen ſämmtliche 
Strahlen fic) jelbjt zugeordnet find, legt man nun burd) einen fol 
den Strahl eine neue Ebene E,, fo liegt in ihr nod) eine 2te Ge- 
rade, deren faimmtlide Punkte in ihren zugeordneten *) Geraben lte- 
gen, diefe Gerade ſchneidet die a und bildet mit ihr eine 2te Ebene, 
deren ſämmtlichen Punkten eben dieje Eigenſchaft zukommt. 

Wir werden unten in 165. B auf dieſen Fall zurüd kommen, 

165. Bei ber legten Entwiclung gingen wir von der Vor: 
ausfegung aus, daß der Punkt a jeiner Ebene A nicht in boppel- 
tem Sinne entſpricht. Menden wir uns nun diefer Seite ber 
Betrachtung zu und ftellen uns ganz Allgemein die Frage, welche 


*) Daf die fraglihen Geraden nicht in einer Kegelfläche liegen können, 
ergiebt bie einfachite Betrachtung. 

**) Statt bes Wortes „entſprechende“ Elemente 2c. werben wir wohl 
auch das Wort „zugeordnet in Anwendung bringen und gwar werden wir bieje 
Bezeichnung befonders bei folden projelt. Gebilden anwenden, welde in dem— 
jelben Trager enthalten find, und baher gleichjam als ein zuſammengeſetztes 
Gebilde angufeben find, alfo bei involut. Grundgebilden und Glementargebilden, 
teciprofen Syftemen, Polarjyftemen und Nullſyſtemen. 
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Punktelemente eines reciprofen räuml. Syſtems fonnen ihren ent: 
predenden Ebenen in doppeltem Sinne entipreden. 

Denken wir uns jeden Punkt des Raumes gleichjam doppelt, 
betrachten wir ihn namlid), ſowohl als Element von R als aud 
alg Element von R,, jo bilden die entipredenden Ebenen von R, 
und R 2 zu einander follin. rauml. Syſteme und offenbar beftimmen 
fänmtliche Elemente, welche diefe beiden follin. räuml. Syſteme ent- 
fpredend gemein haben, jolche Elemente, welde ihren entiprechen: 
ben in boppeltem Sinne entfpreden, jo daß unjre jeßige Unter: 
fuchung auf die der Nr. 148 zurückgeführt ift. 

Es finnen daher die nachfolgenden Fälle eintreten: 

A. Die beiden follin. räuml. Syjteme haben alle Elemente ent: 
fpredhend gemein, und es entjpricht daher jedes Element des recipr. 
rauml, Syitems feinem Element in doppeltem Sinne, Die Syiteme wer: 
ben in biefem Falle involut. genannt, ein Gall, der als ber 
weitaus wichtigfte unten bejonders betradjtet werden muß. 

B. Die beiden follinedren räuml. Syſteme find perfpeft. Sn 
beiden recipr. räuml. Syſteme entjprechen in diefem alle allen Puntte 
und Gtrahlenelementen eines ebenen Gewebes alle Ebenen und 
Strahlenelemente eines Strahlenbündels in doppeltem Sinne. 

Es find hier die 2 Fälle zu unterjcheiden, daß das Centrum 
S ber perfpeft. Beziehung der follinedren räuml. Syjteme in dem ents 
fpredend gemeinfamen ebenen Gewebe E bderjelben liegt, oder daß 
biefes nicht der Fall ijt. Der 2te Fall ijt durch die Natur ber 
reciprofen Beziehung felbjt ausgefdloffen, denn da in diejem Falle 
jeder Ebenenbüjchel, deffen Are in E liegt, zu bem ifm in dop- 
peltem Sinne entfprechenden geraden Gebilde des Strahlenbüfchel S 
involut. ift, fo — — jede Ebene eines ſolchen Ebenenbüſchels 
alſo überhaupt jener Ebene demſelben Punkte in doppeltem Sinne, 
bd. h. e8 muß unter diefer Vorausfegung immer der Fall A eine 
treten. 

Was nun ben Iſten Fall betrifft, fo möge folgendes erläus 
ternd beigefügt werden: Sind ABN 3 Punkte der Geraden p und 
CDC,D,S 5 Puntte der Geraden q, welche die p nicht fdneidet, und 
bejtimmt man bie recipr. Beziehung der rauml. Syfteme dadurch, daß 
den Punkten ABCD und einem Punkt von SN ber weder in p 
nod) in q liegt, die Ebenen qgA qB pC, pD, und eine dburd SN 


gehende Ebene entjpricht, fo entiprechen offenbar alle Punkte von 
p und nod S benjelben durd fie gehenden Ebenen in doppeltem 
Sinn und außerdem liegt jeder Punkt der Ebene pS in einer durch 
ihn gehenden Ebene des Strahlenbündels S; es find aber hiebei 
nun folgende 2 Fälle zu unterjcheiden: e8 giebt außer S in q fei- 
nen 2ten Punkt, der derfelben duch ihn gehenden Ebene in dop- 
peltem Sinn entjpricht, oder e8 giebt einen folchen 2ten Punkt T 
fo beichaffen, daß bem Punkte T, als Elemente beider räuml. Syjteme, 
diefelbe Ebene pT entipridt. Ym 2ten Falle entfpredjen allen 
Punkten von p und nod) dem S und T diefelben durch fie geben- 
den Ebenen in doppeltem Sinn aber fonjt feinem Puntte, außerdem 
fommt allen Punkten der beiden Ebenen pS und pT die Cigen- 
zu, dag fie in den ihnen entipredenden Ebenen liegen (vergl. 
Nr. 164); im 1jten Fall haben die entfpredenden Elementenpaare 
die oben erwähnte Lage, daß alle Punkte der Ebene pS ben durd) 
fie gehenden Ebenen, und ebenfo alle Ebenen bes Strahlenbündels 
S den in ihnen enthaltenen Punkten in doppeltem Sinne entfpre- 
hen, was aus Vergleihung der Nr. 93 alsbald jich ergiebt, wenn 
man ein ebenes Gewebe E und feinen Schnitt mit dem enfpreden- 
den Strahlenbündel betrachtet, man erhält dadurch ein recipr. ebenes 
Gewebe in E, für welches der Fall 1 in Nr. 93 eintritt; bas dor- 
tige p ift hier die Schnittlinie von E und pS und das dortige P 
liegt hier in demjenigen Strahle von S, der der fo eben bezeichneten 
Schnittlinie in doppeltem Sinne entfpridt. 

C. Die beiden follineären räuml. Syfteme haben jämmtliche 
Punkte und Ebenen von’2 einander nicht jchneidenden Geraden gemein, 
d. h. in beiden recipr. rauml. Syftemen entiprechen fanuntliden Punften 
2er fic) nicht fchneidender gerader Gebilde deren Ebenen in bop- 
peltem Sinne, wobei zugleich erhellet, daß die Uren der Chenen- 
büjchel und die Träger der entjprechenden geraden Gebilde in die- 
felben 2 Geraden p und q zufjammenfallen müffen, wenn nicht 
wieder ber Fall A eintreten foll. Sn Bezug auf jeden diejer beiden 
Ebenenbüjchel p oder q hat man num zu unterjcheiden, ob er mit 
dem ihm entjprechenden geraden Gebilde q oder p perjpeft., oder 
ob er mit ihm involut. liegt, woraus für biefen Fall C fih 3 
Unterabtheilungen ergeben nämlich 1) beide Ebenenbüjchel find 
den ihnen entiprechenden geraden Gebilden perfpeft. In diefem 
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Valle ift jede Gerade, welche die beiden Strahlen p und q ſchneidet, 
fic) felbft gugeordnet, fo daß jedem Punkte einer jeden folchen Ge: 
raden, aljo überhaupt jedem Punkte des Raumes, eine durd) ihn 
gehende Ebene zugeordnet ijt. Diefes kann aber nur dann ber 
Fall fein, wenn jeder Punkt feiner Ebene in doppeltem Sinne ent- 
fpridt, da nad Nr. 164 in einer Ebene, welder 2 verfchiedene in 
ihr enthaltene Punkte entfpreden nur der Puntte™einer Kurve II 
oder 2er Geraden die Cigenfdhaft zufommt, daß ihre zugeorbneten 
Ebenen durch fie gehen. Diejer Ifte Fall gehört alfo unter A und 
wir werden ihn weiter unten unter der Bezeichnung eines Null 
foftems ausführlicher zu betradten haben. 

2) Beide Chenenbiifdel pq liegen mit ihren gugeorbne- 
ten geraden Gebilden qp involut., indem dem Ebenenbitfdel p 
(a Ba, B,) das gerade Gebilde q (a, f,a8) und dem Ebenenbüjchel 
q (aba, b..) die Gerade p (a, 6,ab..) zugeordnet ift, dann ift 
offenbar der Geraden ac bie Geraden aya, gugeordnet und gwar ift 
ver Ebenenbüfchel, defien Are die eine Gerade, ſtets involut. zu 
bem geraben Gebilde, deffen Träger die andere Gerade ift, da diefes 
mun mit jedem Paar gugeordneter Geraden, welde die p und q 
jchneiden, der Fall ift, fo ijt überhaupt jeder Punkt als Schnitt: 
punkt Ser Ebenen derfelben Ebene als Berbindungsebene Ser 
Punkte in doppeltem Sinne gugeordnet, d. h. auch diefer 2te Fall 
gehört unter A, und wir werden ifn weiter unten unter der Be- 
zeichnung eines gewöhnlichen Polarſyſtems näher zu betrachten 
haben. Sollen daher die recipr. räuml. Syſteme nicht alle ihre zugeord- 
neten Elemente in boppeltem Sinn entfprechend haben, fo bleibt 
bloß folgender letzter Fall übrig. 

3) Der eine der beiden Ebenenbüſchel ift zu feiner zugeord- 
neten Geraden perfpeft. der andere involut. 

D. Die kollineären räuml. Syjteme haben alle Punkte einer Geraden 
und alle Ebenen eines Ebenenbüfchels gemein, d. h. in dem recipr. 
räuml. Syſteme entiprechen allen Puntten eines geraden Gebildes q die 
Ebenen eines Ebenenbüſchels p in doppeltem Sinne; in diejem 
Falle fann der Ebenenbüfchel zu feinem zugeordneten geraden Ge- 
bilde perfpeft. oder aud) involut. Liegen. Bei jeder Ebene des 
Ebenenbüfchels p ftellt p die Gerade dar, die wir in Nr. 93 
ebenfalls mit p bezeichnet haben, und der Schnittpunkt derjelben mit 
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q übernimmt die Rolle des bortigen P; daraus erhellet zugleich, 
daß in der Are p noch 2 oder 1 oder O Punkte enthalten jein 
Eönnen, die ihren Ebenen in doppeltem Sinne entjprechen aber in 
ihnen liegen miijjen, außerhalb diejer beiden Geraden p und q fann 
es feinen Punkt mit der verlangten Eigenſchaft geben. 

E. Die ollineärenräuml. Syſteme haben 4 Punkte u. 4 Ebenen ent: 
jprechend gemein, d.h. indem recipr. räuml. Syſteme entfprechen 4Punkte 
ihren Ebenen in doppeltem Sinne, Sollen überhaupt bloß eine end- 
liche Anzahl von Punkten ihren Ebenen in doppeltem Sinne ent: 
ſprechen, jo leuchtet vor Allem das ein, daß unter ihnen höchitens 
1 Punkt fid) befinden Fann, der diefe Eigenfchaft beſitzt und dabei 
außerhalb der ihm entfpredjenden Ebene liegt, denn würbe den 
Punkten a und b die beiden nicht durd fie gehenden Ebenen A und B 
zugeordnet fein, jo läge das gerade Gebilde ab mit dem ihm zuge: 
ordneten Ebenenbüjhel AB involut. und e8 würde daher jeder 
Punkt von ab und jede Ebene von AB die fragliche Eigenſchaft 
mit ab und refp. AB theilen. 

Nehmen wir an, von den 4 Punkten abc db die ihren Ebe— 
nen ABCD in doppeltem Sinne zugeordnet find, gäbe e8 einen a, 
ber außerhalb feiner Ebene A läge, alsdann wäre der Strahlen: 
bindel a zu feinem ihm zugeorbneten ebenen Gewebe A nothwendig 
involut. und es wäre der Fall identifch mit dem in B betrachteten. 
Sollen daher 2 riuml. recipr. Syfteme bloß 4 Punkte enthalten, 
die ihren Ebenen in doppeltem Sinne zugeordnet find, fo müſſen 
die 4 Punkte in ihren 4 entiprechenden Ebenen liegen. 

Betrachtet man nun ferner irgend 8 jener 4 Punkte 3. B. 
abc und ihre entipredenden Ebenen ABC, fo fann man hinficht- 
lid) ihrer gegenfeitigen Lage folgende 3 Fälle unterfcheiden: 

1) Die 3Ebenen ABC fchneiden fid in einem Puntte außer: 
halb der Ebene abc, in diefem Falle würden wir ben fo eben von 
unfrer Betrachtung ausgejchloffenen Fall erhalten, der identifd) B wäre, 

2) Die 3 Ebenen ABC jchneiden fic) in einem Punkte 8 
der Ebene abc, der jedod) mit feinem diefer 3 Punkte zufammen- 
fallt, in diejem Falle wäre jeder Strahl des in abc gelegenen 
Strahlenbüfchels S fich felbft gugeordnet, d. h. jedem Punkte dies 
jer Ebene entjpräche eine burd) ihn gehende Ebene, ein Fall, der 
identijd) C 1) ift. 
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3) Die 3 Ebenen ABC jchneiden fic) in einem ber 3 Punfte 
abc ein fall der da 1) u. 2) nothwendig ausgejchloffen werden 
mußte, allein übrig bleibt, und zu folgendem Refultat führt: da je 
3 der 4 Ebenen ABCD in einem der 4 Punfte abed ſich ſchnei— 
den müjlen, fo ijt nothwendig, daß diefe 4 Ebenen feine anderen 
fein Fonnen, als die 4 Seiten des Tetraeder8 abcd und es fragt 
fih nun noch, in welcher Ordnung die 4 Seiten des Tetraeders 
den 4 Gefen bejjelben entiprechen können, wenn die bisher aufge 
ftellten Bedingungen erfüllt fein follen, und die Firirung feinen 
Widerfprud) in jich enthalten fol. Es leuchtet aber ohne Weiteres 
ein, daß hiebei nur einer der folgenden 3 alle überhaupt möglich 
ijt: ben 4 Ebenen abe abd cba cob entſprechen. 

1. die 4 Punkte a b c d 
2. a b a d c 
3. c d a b 

Es ift hieraus zu erfehen, da wenn Zrecipr. räuml. Syfteme bloß 
4 Punfte enthalten follen, die ihren Ebenen in doppeltem Sinne 
gugeordnet find, alsdann diefe 4 Punkte entweder zu 2 und 2 auf 
2 ſich jelbjt gugeordneten Geraden liegen müſſen, oder dak fie zu 2 
und 2 auf 2 einander gegenfeitig zugeordneten Geraden liegen müſ— 
fen, wobei nod) in beiden Fallen jede der 4 zugeordneten Ebenen 
duch 3 der 4 Punkte gehen mug. 

Es ijt umgekehrt einleudtend, daß wenn den 4 Ebenen abc 
abd cha chb die 4 Punkte abcd in irgend einer der unter 1. 2. 3. 
angeführten Ordnung entfpreden, dann ftets von felbit folgt, 
daß diefe Elemente einander in doppeltem Sinne zu: 
geordnet find, fo daß um die reciprofe Beziehung zu firiren, allemal 
zu einem Sten Punkte, der mit feinen 3 der gegebenen in einer 
Ebene liegt, eine 5te Ebene, die mit feinen 3 der gegebenen in 
1 Punkte fic) fchneidet, beliebig angenommen werden fann; von 
der Wahl diefer beiden zugeordneten Elemente hängt e8 dann ab, 
ob das Syjtem ein Nullſyſtem oder ein gewöhnliches Polarſyſtem 
darjtelle, oder ob bloß der hier in unjrer Nummer betrachtete Fall 
eintrete. 

F. Haben die follinedven Syiteme 3 Punkte und 3 Ebenen ent: 
jprechend gemein, jo find in dem recipr. räuml. Syſteme 3 Punkte ihren 
Ebenen in doppeltem Sinne zugeordnet, und es müfjen in diefem 
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Falle aus denfelben in E angegebenen Griinden 2 der 3 Punkte 
in der einen von 2 einander zugeordneten Geraden der 3te in der 
andern liegen, fo daß die beiden den erften 2 Punkten zugeordneten 
Ebenen 2 die 3te Ebene 3 der fraglihen Punkte in jich enthält. 

G. Haben die follinedren räunl.Syjteme blog 2 Punkte und 2 Ebe- 
nen entjprechend gemein, jo entjprechen in dem recipr. räuml. Syiteme 
2 Punfte ihren Ebenen in doppeltem Sinne. Auch hier müjjen 
aus den oben angegebenen Gründen dieſe beiden zugeorbneten Ele— 
mentenpaare die gegenfeitige Lage haben, daß der eine Punft a 
außerhalb der ihm zugeordneten Ebene A, der andere b in der ihm 
zugeordneten Ebene B und in A zugleich liegen mug. 

H. Haben endlich die follinedren vauml.Syjteme 1 Punkt und 1 Ebene 
entjprechend gemein, jo entjpricht in dem recipr. räuml. Syfteme 1 Punkt 
a jeine Ebene A in doppeltem Sinne; in diejem Falle muß der 
Punft a in A liegen, weil fonjt nad Nr. 93 in A nothwendig 
ein 2ter Punkt P wäre, der feiner Ebene ap in doppeltem Sinne 
entjpräche, wenn dem Punft P und der Geraden p die Bedeutung 
der Ver. 93 zulommt. 

166. Ueber die Firirung der recipr. Beziehung 2er räuml. Syſteme 
R und R, läßt fic) dasjelbe jagen, was Nr. 146 über die Firirung 
der Follinedven Beziehung gejagt wurde, indem jede Art der Fixirung 
der follinedren Beziehung zu einer Fixirung der recipr. Beziehung 
führt, unter einfadher Anwendung des Geſetzes der Reprocifitat 
(Mr. 81) für die Elemente des einen räuml. Syſtems. Demnach 
find 2 räuml. Syſteme reciprof auf einander bezogen, wenn 

1) 5 Punften des einen, von denen feine 4 in 1 Ebene lie 
gen 5 Ebenen des andern zugeordnet find, von denen Feine 4 durch 
1 Punt geben. 

2) Wenn 4 Punkte, die nit in 1 Ebene liegen, und einer 
Ebene, die durch feinen jener 4 Punkte geht, 4 Ebenen, die fid 
nicht in 1 Punkte ſchneiden, und 1 Punt, der in feiner der 4 Ebe- 
nen liegt, zugeordnet find. 

3) Wenn 2 Ebenen GH reciprof auf 2 Strahlenbündel G,H, 
bezogen werden, wobei jedod) das gerade Gebilde GH als Element 
von G in derjelben Weije jeinem zugeorbneten Ebenenbüfchel G,H, 
projekt. jein muß wie ald Element von H. 

4) Wenn zu einer Üegelflähe R und zu je 3 Strahlen 
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abe und pqr ihrer beiden Regelfdaaren bie zugeordnete Regel- 
fläche Ry und die 3 zugeordneten Strahlen a,b,c, und py qy ry ge 
geben find, wobei felbjtverftindlid) dem Punktelement ap von R 
die Ebene a,p, von R, entfpridt und umgefehrt. 

5) Wenn zu einer Kurve III und 3 ihrer Punkte der ent: 
fpredjende Chenenbiifdel III und 3 feiner Ebenen gegebenen find. 

167. Wir wenden uns nun zu dem Falle, in welchem bei 
2 räuml. Syftemen alle Punfte ihren Ebenen in doppeltem Sinne 
entipredyen. 

Obwohl in der vorigen Nummer auf diefen Fall als auf eine 
befondere Art der reciprofen Beziehung fdon hingedeutet war, fo 
fol doch hier nod) beſonders nachgewiejen werden, daß eine ber: 
artige reciprofe Beziehung auch wirflid) möglich ijt. 

Bezieht man? rauml. Syfteme R und R, veciprof fo auf einander, 
da den 4 Eden eines Tetraeders die 4 Gegenfeiten entiprechen, 
jo tritt ftetS der erwähnte Fall ein, daß jeder Punkt feiner Ebene 
in doppeltem Sinne entfpricht, da jeder der 6 Ebenenbüjchel deren 
Aren die 6 Kanten des Tetraeders darftellen, feinem zugeorbneten 
geraden Gebilde, der Gegenfante, involut. ift, und ed muß, um 
die. Firirung der reciprofen Beziehung vollftandig zu machen, nod 
zu einem Sten Punkte, der mit feinen 3 der 4 Eckpunkte des Te 
traeders in 1 Ebene liegt, die entjprechende Ebene gegeben werben, 
welche durch feines der 4 Ecken desjelben Tetraeders geht. 

Bezieht man dagegen R und R, reciprof fo auf einander, 
bag den 4 Punkten p(a) p(b) q(a,) q(b,) die 4 Ebenen g(a) q(b) 
p(4) p(b,) und ferner dem außerhalb der Geraden p und q ge: 
legenen Sten Punkte d eine Ebene entjpricht deren beide Schnitt: 
punkte c und c, mit p und q in einer Geraden mit d liegen, jo 
tritt der Ite Fall von 165. C. ein, dah jedem Punkte feine Ebene 
in doppeltem Sinne gugeordnet ijt, daß dabei, aber jeder Punt 
in feiner entjprechenden Ebene felbft Liegt. Denn da außer dem 
Punkte ab von p und a,b, von q offenbar auch nod) die Puntte 
c und c, derjelben Geraden in ben ihnen entfpredenden Ebenen 
liegen, fo ift biejes mit jedem Puntte von p und q als Elemente 
von R der Fall, daher ijt jede Gerade, weldje die beiden Geraden 
p und q jchneidet, fic) felbjt gugeordnet, weil offenbar der Schnitt⸗ 
linie der beiden Ebenen p(e,) und q(e) die Gerade ee, zugeorbnet 
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ift; daraus folgt aber nothwendig, daß jeder Punkt bes Raumes 
in der ihm zugeordneten Ebene liegen miiffe. Es fehlt daher an 
der Volljtandigteit unjres Beweifes nur nod) der Nachweis dafür, 
dab aud) jedem Punkte eine duch ihm gehende Ebene in doppel 
tem Sinne entfprede. Sit aber aa, eine fic) jelbjt zugeorbnete 
Gerade, und entjprechen einer durch jie gehenden Ebene M als Ele 
ment von R der Punkt m,, und als Element von R, der von m, 
verjchiedene Punkt m der Geraden aa,, jo würde nad) Nr. 164 in 
der Ebene M nur den Punften 2er Geraden die Cigenfdyaft zus 
fommen finnen, daß ihre zugeordneten Ebenen durd) fie gehen, 
was gegen das bewiejene Refultat ftreitet, daß bei unjrer Voraus: 
fegung alle Punkte des Syſtems in ihren zugeordneten Ebenen 
liegen. Wie ſchon angeführt, nennen wir 2 reciprofe räuml. Sy: 
jteme der 1ften Art ein gewöhnliches räuml. Polarfyftem; dagegen 
2 reciprofe rauml, Syiteme der 2ten Art ein Nullſyſtem. 

Betrachten wir nun dieſe beiden Arten involut. reciprofer 
rauml. Syiteme näher. 

168. Sun einem gewöhnlichen Polarfyjtem nennen wir einen 
Punkt den Pol der ihm zugeordneten Ebene, und lettere die Polar: 
ebene, oder furs die Polare des erfteren. Liegt der Punkt b in der 
Polare A des Punktes a, jo liegt immer auch umgelehrt der Puntt 
a in der Polare B des Punktes b; wir nennen 2 folde Puntte, 
von denen jeder in der Polare bes andern liegt, und ebenfo 2 foldje 
Ebenen, von denen. jede durch den Pol der andern geht, fonjugirte 
Punkte und Ebenen, der Schnittlinie A B er Ebenen ift die Ver— 
bindungslinie ab der Pole diefer Ebenen zugeordnet, der Art, daß 
der Pol jeder. Ebene der einen Geraden in ber anderen, und bie 
Polare jedes Punktes der einen durch die andern geht; wir nennen 
2 joldhe Gerade fonjugirte Gerade (94). Ein Punft heißt dem: 
nach fic) felbft fonjugirt, wenn er in feiner eigenen Polare liegt, 
und eine Gerabe heißt fic) felbjt fonjugirt, wenn dem in ihr ent- 
haltenen geraden Gebilde der Ebenenbüfchel zugeorbnet ijt, defjen 
Are fie jelbit ijt. 

169. Liegt in einem gewöhnlichen räuml. Polarfyftem ein 
Punkt a außerhalb feiner Polare A, jo liegt der Strahlenbündef 
a mit dem ihm zugeorbneten ebenen Gewebe involut., und das 
ebene Gewebe A, (oder der Strahlenbündel a) liegt mit dem Schnitte 
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des Strahlenbündels a (oder dem Scheine des ebenen Gemebes) 
involut. Ebenſo ift jedes gerade Gebilde, dejjen Träger die fon- 
jugirte Gerade nicht jchneidet, involut. zu dem Schnitte des entſpre— 
chenden Ebenenbüjchels, und unter derfelben Vorausfegung jeder 
Ebenenbüfchel zu dem Scheine des entjprechenden geraden Gebildes ; 
der Art entitehende involut. Grundgebilde I oder II nennen wir 
durch das räuml. Polarfyftem bejtimmt. 

Liegt dagegen a in jeiner Polare A, jo entipricht jedem 
Strahl des in A gelegenen Strahlenbüfchels a ein Strahl desjel- 
ben Büjchels, und die jämmtlichen Paare derartig fonjugirter Strab- 
lenpaare bilden einen involut. Strahlenbüjchel, und man hat daher 
hier noch zu unterjcheiden, ob derjelbe Ordnungsjtrahlen hat oder 
nicht *). 

Hat der Büfchel feine Ordnungsjtrahlen, jo liegt auger a 
fein Punkt von A in feiner Polare, dagegen enthält jede weitere 
Ebene, welde duch a geht, jämmtliche Punkte einer Kurve II, die 
in ihren Polaren liegen, denn da jede ſolche Ebene Träger eines 
duch das Polarjyjtem bejtimmten ebenen Polarſyſtems ijt, und in 
ihm der eine Punkt a in feiner Polare AB liegt, fo Liegen nad 
Mr. 95 nothwendig alle Punkte einer Kurve II in ihren Polaren. 

Hat dagegen der Büſchel a 2 Orbnungsjtrahlen mn, jo lie 
gen alle ihre Punkte in ihren Polaren, jede weitere Ebene B, 
welche durch a aber weder durch m nod) durch n geht, enthält eine 
Kurve II, deren fammtliden Punkten diejelbe Eigenſchaft zukommt, 
und zwar aus demjelben Grunde, wie fo eben in dem gleichen alle 
angeführt wurde; jede Ebene endlich die duch m oder n geht, ent: 
halt noch eine 2te Gerade, deren Punften diefelbe Eigenjchaft zu: 
fommt, denn aud) in ihr ijt ein involut. Strahlenbüjchel b, der 
nothwendig Ordnungsftrahlen haben mug, da m oder n den einen 
davon jchon darjtellt. 

Hieraus geht nun deutlich hervor: Liegt in einem gewöhns 
lichen Polarfyftem ein Punkt a in feiner Polare A, fo findet diefes 


*) Man fünnte verfucht fein, noch die 3te Möglichkeit zu ftatuiren, dap 
jeder Strahl bes Büſchels fich felbft fonjugirt wäre, allein eine einfache Be- 
tradtung läßt erfennen, bag man es in biefem Kalle mit einem Nullſyſtem zu 
thun babe, defjen nähere Betrachtung fpater folgen wird. 
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mit allen Punkten einer Fläche IT Statt, welche entweder eine 
turhaus Frumme Fläche II, oder eine Regelflache ijt, je nachdem a 
der einzige Punkt von A ijt, dem diefe Eigenfchaft zukommt oder 
nicht. Man nennt die Flache IL, welcher in Bezug auf ein Polar: 
fojtem dieje Eigenfchaft gufommt, die Ordnungsflade des Polar: 
{yjtems. 

Zuſatz. Bei 2 reciprofen räuml. Syjtemen haben wir gefehen, 
daß im Allgemeinen fammtlide Punkte einer Fläche II F in ihren 
zugeordneten Ebenen liegen, und daß diejer Flade II F eine von 
ihr verjchiedene Fläche II F, zugeordnet ijt, vorausgejeßt, dag F 
feine Regelfläche darjtellt, wobei F und F, höchſtens 2 Punkte ges 
mein haben finnen, in denen fie fic) aber jtetS berühren; fallen 
F und F, in 1 Fläche IL zujammen, fo geht die reciprofe Bezie— 
hung immer in die eines gewöhnlichen Polarjyjtems über. 

170. Hat ein gewöhnliches räuml. Polarjyjtem eine Negelfläche 
zur Drdnungsfläche, jo ijt jeder Geraden, welde die Ordnungsflace 
in 2 Punkten ap bq jchneidet, eine Gerade Eonjugirt, weldye die 
Regelfläche ebenfalls in 2 Punkten, namlid) aq bp jchneidet. Denn 
die Polare des Punktes ap ijt ja die Ebene ap, und die Polare 
von bq die Ebene bq, dieje beiven Ebenen enthalten aber offenbar 
die beiden erwähnten Punkte aq bp, die ebenfalls in der Negel- 
füche liegen, in ihrer Schnittlinie, 

Die beiden fonjugirten Geraden bilden 1 Paar Gegenfanten 
eines Tetraeders, dejjen übrige 4 Kanten in 4 Strahlen der Regel 
fladje liegen, 

Aus dem fo eben bewiefenen Gage folgt aber mit Noth- 
wendigfeit, dag wenn ein gewöhnliches räuml. Polarjyjtem eine Re— 
gelfläche zur Ordnungsflade hat, dann allemal umgekehrt jeder 
Geraden, welche mit der Ordnungsfläche feinen Punkt gemein hat, 
wieder eine joldhe Gerade entjpricht, denn dak jeder Geraden, welche 
mit ihr nur einen Punft ap gemein hat, ein Strahl desfelben 
Etrahlenbüjchels ap fonjugirt ijt, der von ihm durd) a und p hare 
monijd) getrennt ijt, wurde ſchon oben Nr. 169 erwiejen. 

Jn einem gewöhnlichen räuml. Polarjyjteme, das eine Regel 
fläche als Ordnungsfläche Vejigt, haben daher von 2 fonjugirten 
Geraden entweder beide ein Paar fic) jelbjt fonjugirte Punkte 
oder feine, 


Pfaff, neuere Geometric. 15 
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171. Hat ein gewöhnliches räuml. Polarfyftem eine durchaus 
frumme Fläche II zur Ordnungsflade, fo ijt jeder Geraden, welche 
diefelbe in 2 Punkten ab fchneidet, ein Gerade fonjugirt, welche 
mit derjelben feinen Punkt gemein hat. 

Denn ba die beiden Polaren A und B von ab außer ihrem 
Pole keinen Punkt mit der Ordnungsflacde gemein haben (Nr. 139) 
jo gilt diefes felbjtverftindlid) auch von ihrer Schnittlinie A B. 

Um zu unterfuchen, ob unter eben diefer Vorausſetzung aud 
umgekehrt jeder Geraden, weldye mit der Orbnungsfläche feinen 
Punkt gemein habe, eine Gerade gugeordnet fet, welche mit ihr 2 
Punkte gemein hat, jchlagen wir den umgekehrten Weg ein, und 
unterjuden, was für Schlüffe auf das innere Gefüge eines räuml, 
Polarfyjtems daraus folgen, daß 2 Fonjugirte Gerade p und p, 
beide feinen fic) felbjt fonjugirten Punkt in fic) enthalten. Sind 
aa. bb, 2 Paare fonjugirter Punkte von p, fo läßt fic) nad 
Nr.75b) zu jedem Paar fonjugirter Punkte mm, von p; gerade 2 
Paare anderer fonjugirter Punkte nn, oder pp, finden, von der 
Beichaftenheit, dag der Wurf ab a,b; dem Wurfe mn my ny pro- 
jeft. it. Die 4 Strahlen am bn ay my b,n,, die wir entfpredend 
burd) aba; by bezeichnen wollen, Bilden daher 4 Strahlen einer 
Negelfchaar, da pp, fich nicht fchneiden Fönnen, infoferne jonft ihr 
Schnittpunkt fich ſelbſt fonjugirt wäre, und da offenbar die Gera: 
ben a und a,, ebenjo mie die Geraden b und b, je ein Paar fon- 
jugirter Gerader barftellen, fo ijt die durch fie beftimmte Negel- 
{daar eine im Syſtem enthaltene *) involut. Negelichaar aa; . bb,. 
Aber da aud) jeder Geraden, welche 1 Paar fonjugirte Gerade 
ſchneidet, eine folche Gerade fonjugirt ijt, welche diefelben beiden 
fonjugirten Geraden jchneidet, fo ift offenbar jeder Geraden, welche 
fowohl aund a, als and) b und b, fchneidet, d. h. jedem Leitjtrahl 
q der involut. Regeljdaar aa,.bb, eine Gerade, der diejelbe Eigen: 
ſchaft gufommt, d.h. wieder ein Leitjtrahl q, diefer Regelſchaar fone 
jugirt, fo daß aljo auch die Leitichaar von aa,.bb, eine im Syſtem 
enthaltene involut. Regelſchaar darjtellt. 

Die involut. Regelihaar aa, . bb... kann feine Ordnungs- 
ftrahlen haben, weil p und p, nad der Vorausfegung keine fid 


*) Megen ber Bedeutung dieſes Anshruds vergl. Mr. 169, 


— 227 — 


felbft fonjugirte Punkte enthalten, und e8 fragt fic) daher, ob bie 
im Syſtem enthaltene involut. Regelſchaar ppı.qgı... 2 Orb: 
nungsitrahlen hat oder nicht. Hat nun dieje Regeljchaar 2 Ord- 
nungsjtrablen m und n, fo find dieje aud) im Polarjyfteme 2 ſich 
felbjt fonjugirte Gerade. Dasjelbe hat aljo eine Ordnungsflide, 
und bieje ijt nothwendig eine MRegelflache von ber m und n ein 
Paar Strahlen darjtellen. Hat dagegen aud) die involut. Regel 
[haar pp,. qqy.-. feine Drdnungsitrahlen, fo giebt e8 überhaupt 
feinen Punkt, welcher fic) jelbjt fonjugirt ware, d. h. in feiner 
Polare lage. Denn wäre A ein folder Punkt, fo Eönnte man 
immer die Gerade a, d. h. die am durd) diejen Punkt A geben 
lafien, da e& ja nad) dem Gabe Nr. 75b für die Sdlupfolge des 
obigen Beweifes durchaus ohne Einfluß ijt, wie die zugeordneten 
Elemente aa, in p, und ebenjo die zugeordneten Elemente muy 
in py, d.h. a und m gewählt werden. Da aber alsdann die der A 
zugeordnete Ebene durd) A jelbjt gehen muß, fo müßte der durch 
A gehende Strahl der Regelſchaar pp,.qqy fic) felbjt gugeord- 
net ſein. 

172. Wir faffen die Refultate der lebten 2 Nummern hier 
nod) einmal in folgenden Gagen zufammen. 

Ein gewdhnlides räuml. Polarfyftem Hat entweder feinen 
Punkt, der in feiner Polare liegt, oder alle Punkte einer Regelflade, 
oder alle Punkte einer durchaus frummen Fläche II. 

Ym ljten diefer 3 Fälle enthält jelbjtverjtändlich Feine von 2 
fonjugitten Geraden einen fid) felbjt Fonjugirten Punkt. 

Am 2ten Falle enthält von 2 einander fonjugirten Geraden 
entweder feine oder alle beide ein Paar fich jelbjt fonjugirter Punfte. 

Am Sten Falle enthält von 2 fonjugirten Geraden ftets eine 
2 fich jelbjt fonjugirte Punkte und die andere feinen. 

Qn dem Sten der hier angeführten Fälle giebt e8 in bem 
räuml, Polarjyftem Feine im Syjtem enthaltene involut. Regelſchaar; 
giebt es aber in einem gewöhnlichen räuml. Polarfyjtem fonju- 
girte Gerade, von denen Feine einen jich jelbjt fonjugirten Punkt 
enthält, (d. h. in den beiden erften der obigen 3 Fälle), fo enthält 
das Polarfyjtem unendli viele in dem Syſtem enthaltene involut, 
Regelfhaaren. In diefem Falle ijt nothwendig die Leitjchaar jeder 
. folden im Syftem felbjt enthaltenen involut, Regelſchaar ebenfalls 
15 * 
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eine im Syſtem enthaltene involut. Regelſchaar. Enthält dabei das 
räuml. Polarſyſtem eine Negelfläche als Ordnungsfläde, fo muß 
von 2 im Syſtem enthaltenen involut. Negelichaaren, von denen 
jede die Leitjchaar der andern ijt, wenigitend 1 2 Ordnungsftrah- 
Ten haben, 

Umgekehrt bejtimmen in jedem räuml. Polarjyftem, deſſen 
Ordnungsfläche eine Negelfläche ijt, je 2 fonjugirte Gerade f und f; 
mit einem Gtrable m der Regelfläche, der mit f und f, feinen 
Punkt gemein hat, eine im Syjtem enthaltene involut, Negelichaar 
R, die mit der Ordnungsfliche nod) einen 2ten Strahl n gemein 
hat, wobei m und n die Ordnungsjtrablen dieſer involut, Regel- 
{haar R, bdarftellen, fo daß fmf,n einen ordentlichen harmoni- 
fhen Wurf bilden. Die Leitfchaar diefer involut. Megelfdaar hat 
babei mit der Ordnungsflade ebenfalls 2 Strahlen gemein oder 
nicht, je nachdem f und aljo auch f, die Ordnungsflade ſchneiden 
oder nicht. 

Zuſatz. Bleiben unter Beibehaltung der bier zulett einge: 
führten Bezeichnungsweife fu. f, feit, und läßt man den Strayl m 
der Ordnungsfläche jich ändern, jo ändert fic) auch n; denft man 
ſich nun durch f eine Ebene gelegt, jo jchneidet jie die Ordnungsflade 
R in einer Kurve II und die f, in einem Punkte S, und dabei 
müjjen die Schnittpunfte von je einem zufammengehörigen Paar 
Strahlen m und n jtet8 mit S in 1 Geraden liegen, weil jafmf,n 
ftets 4 Strahlen einer Regelſchaar bilden. Hieraus ift nun zu er— 
fennen, ba je ein Paar Strahlen m und n der Ordnungsflade R, 
die mit 2 fonjugirten Geraden f und f, in 1 Regeljdhaar liegen, 
ein Paar gugeordnete Strahlen ler von 2 der Art involut. Regel- 
ſchaaren in R darjtellen, dag f und f, in Bezug auf fie gujammen- 
gehörige Anvolutionsaren darjtellen. Diefe Betrachtung lehrt ein- 
fach zu einer Geraden die fonjugirte Gerade, und fomit zu jedem 
Punkt die zugehörige Polare finden. 

Zufaß 2. Haben die beiden im Syſtem enthaltenen involut, 
Regelſchaaren derjelben Negelfläche Orönungsjtrahlen, jo bilden 
biefe al8 4 Strahlen der Ordnungsfläche nad) Mtr. 171 2 Paar Ges 
genfanten eines Zetraeders. Wan fann aber nun umgefehrt von 
diejen 2 Paar Gegenfanten eines belichigen Xetvaeders alS den 2 
Paar Ordnungsjtrahlen 2er folder im Syſtem enthaltener involut, 
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Regelſchaaren ausgehen und erhält auf dieſe Weiſe folgenden 
ganz allgemein für ein Tetraeder geltenden Satz: Schneidet 
man 2 Gegenfanten pq eines Tetraeder durch 2 Gerade ed in 
folden Punkten cd und ¢,d,, die je durch die beiden Eckpunkte AC 
und BD jener Kanten harmonisch getrennt find, fo liegen dieſe Ge— 
raden mit jedem der beiden übrigen Paare von Gegenfanten in einer 
Regelichaar und zwar find fie durd) fie harmonijd getrennt. Es 
geht diejes auch direkt bei Betrachtung der Figur 49 daraus hervor, 
bag Ac Cd wm De, Bd, und aud) Ac Cd wm By Dd, infoferne 
jeder ein harmonifcher Wurf, 

173. Sn Mr. 167 haben wir gefehen, daß ein gewöhnliches 
räuml. Polarſyſtem firirt ijt, wenn auger einem der unendlich vie 
fen in ihm enthaltenen abjoluten Polartetracder nod) zu einem Punfte, 
ber in feiner Seite desjelben liegt, eine Ebene, die durdy feinen Eck— 
puntt desſelben geht, als entjpredende Polare gegeben ijt. Bei 
diefer Art der Firirung läßt fic) ftets Höchit einfach die Frage wegen 
des Vorhandenjeins und der Art einer Ordnungsflähe beantworten. 

Bedenft man nämlih, 1) dag je 3 Edpunfte des Polarte- 
traeders ein Polardreieck eines durch das rauml. Polarjyftem hejtimme 
ten abjoluten ebenen Polarſyſtems daritellen, und dag daher, wenn 
diefes leßtere eine Ordnungsfurve hat, fie und ſomit die Ordnungs- 
flühe des räuml. Polarſyſtems 2 jeiner Seiten jchneiden müfje; und 
hält man 2) damit zufammen, daß falls eine durchaus krumme Tläche IL 
Oronungsflade fein joll, von 2 fonjugirten Geraden (alfo von 2 
Gegenfanten des Bolartetraeders) je 1 2 fic) jelbit fonjugirte Puntte 
haben muß, 3) daß aber, wenn eine Regelfläche Ordnungsfläche 
iit, von 2 Gegenfanten entweder feine oder beide ein Paar fid 
felbjt fonjugirte Punkte haben müſſen; jo ergiebt fich hieraus mit 
Nothwendigkeit Folgendes Refultat: Hat ein gewöhnliches räuml, 
Polarjyftem gar keine Ordnungsfläche, fo enthält Keine feiner Kane 
ten einen ſich felbjt fonjugirten Punkt; bat dasjelbe eine durchaus 
frumme Fläche IL zur Ordnungsflade, fo enthalten 3 Kanten, 
welche in 1 Ede des Polartetracders zufammen ftogen, je 1 Paar 
fid) felbjt fonjugirter Punkte, die 3 andern in den Gegenfeiten ges 
legenen nicht, jenes Eck Liegt ganz innerhalb der Ordnungsfläche, 
dieje Gegenjeiten ganz außerhalb derjelben; ift endlich eine Regel 
fläche Ordnungsfläche, jo enthalten 2 Gegenfanten feinen fich felbft 
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fonjugirten Punkt, bie 4 andern Kanten je ein Paar folder Puntte. 
Unterjuden wir nun, wodurd) fich diefe 3 verfchiedenen Falle bei 
ber eben angeführten Art der Yirirung des räuml. Polarjyjtems 
charakteriſiren. 

Zu dieſem Zwecke ſoll folgende Betrachtung hier vorausge— 
ſchickt werden: Bedenkt man, daß durch 2 Punkte einer Geraden 
auf ihr 2 Strecken beſtimmt werden, fo iſt leicht zu erkennen, dag 
3 Gerade, weldje fic) in 3 eigentlichen Punkten einer Ebene jchnei= 
ben, die fammtliden Punkte diefer Ebene in 4 Dreiede theilen, 
bon denen bas eine (Dreieck Iſter Art) |. Fig. 50 3 endliche Stre— 
den zu Seiten hat, während jedes der 3 anderen (Dreiede der 2ten 
Art) je 1 endlihe und 2 unendlide Strecten zu Seiten haben *). 
Hierauf gejtügt gelangt man auf ganz Ähnliche Weife zu dem Re 
fultat, daß 4 Ebenen, die fid) in 4 eigentlichen Punkten jchneiden 
fänmtliche Punkte des Raumes in 5 Tetraeder theilen; eines da- 
von (ein Letraeder Liter Art) ift von 4 Dreieden After Art be 
grenzt, während bie 4 übrigen (Tetraeder 2ter Art) von je 1 Dreied 
ljter und von 3 Dreieden Ver Art begrenzt find, wobei diefe Dreis 
ecfsjeiten die Tetraeder-Kanten genannt werben oder barjtellen, jo 
bat aud) diefe entweder von ben endlichen ober von den unenb- 
Lichen Streden ihrer Geraden gebildet werden *). 

Ein Punkt des Raumes liegt innerhalb eines Letraeders, wenn 
bie Ebenen, welche man von ihm nad) den 6 Kanten des Tetrae 
bers zieht, je die Gegenfante des fraglichen Tetraeders wirklich 
fchneidet. St m ein Punkt des Raumes, und M feine Polare, fo 
hat die Kante cd des Polartetraeders abed 2 Orbdnungselemente, 
wenn die Ebene abm und die Ebene M die Gerade cb entweder 
beide auf ihrer endlichen oder beide auf ihrer unendlichen Strede 
Schneiden, oder mit andern Worten, wenn die Ebene M bie in der 
Geraden cd gelegene Kante des Letraeders, in welchem m liegt, 
fchneidet oder nicht. 

Hinjichtlid) ber Lage der Ebene M gegenüber bem von ben 


*) Xe nachdem man 1 ober 2 ober 3 Eden eines Dreiedis, ober 1 ober 
2 ober 8 Geen eines Tetracders ind Unendliche fallen (Aft, erhält man aufer- 
bem nod) 4 Arten von Mreieden und 5 Arten von Tetraebern, deren nähere 
Betrachtung dem Lefer iberlafjen bleiben möge. 
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5 durch abch beftimmten Tetraedern, in welchem m liegt, giebt es 
aber, wie man fic) durch Betrachtung des Schnitte8 von M mit den 
4 Begränzungsdreiedien alsbald überzeugt, nur folgende 3 Mögliche 
feiten, 1) die Ebene M jchneidet Feine jeiner 6 Kanten, 2) fie ſchneidet 
3 feiner 6 Ranten die in 1 feiner 4 Eden zujammenlaufen, 3) fie 
jchneibet 4 feiner 6 Kanten, welde 2 Paar Gegenfanten daritellen. 

Diefe 3 Möglichkeiten entjprechen aber vollfommen ben 3 fo 
eben angeführten 3 Fällen, dat das Polarfyftem 1) feine Orb- 
nungsflähe, 2) eine Erumme Fläche II, 3) eine Regelflade als 
Ordnungsfläche beſitzt. 

174. Man kann die Fixirung eines gewöhnlichen räuml. 
Polarſyſtems natürlich auch noch auf andere Weiſe vornehmen. 
Von praktiſcher Wichtigkeit in dieſer Beziehung ſind folgende 2 
Methoden: 

Man giebt die Ordnungsfläche des Polarſyſtems: man findet 
in dieſem Falle leicht die Polare zu einem gegebenen Punkte, wenn 
man bedenkt, daß jede Ebene die man durch ihn legt, und die der 
Drdnungsfläche ſich nicht anſchmiegt, ein durch das Polarſyſtem be— 
ſtimmtes ebenes Polarſyſtem enthält, von dem man, wenn die Ebene 
die Ordnungsfläche ſchneidet, die Ordnungskurve hat. 

Man giebt 2 zujammengehörige involut. Regelſchaaren als 
im Syſtem enthaltene, wobei jedoch als felbjtverjtindlid) ange- 
ſehen werden kann, dag eine derartige Fixirung bloß zu derar— 
tigen räuml. Polarſyſtemen führen kann, die entweder feine Ord— 
nungsfläche oder cine Regelfläche als ſolche enthalten nad) Mr. 172, 
Iſt nämlich aay. bb, die eine und pp; .qqy die andere der beiden 
involut. zufammengehörigen Regeljdaaren, und bezieht man die 
räuml. Cyjteme reciprof jo auf einander, daß jede der beiden gue 
jammengehörigen Negeljhaaren ſich felbjt zugeordnet ift, jedoch fo, 
daß den Strahlen aa,b, jowie den Strahlen ppıq des erjten räuml, 
Syjtems die Strahlen a,ab, jowie py pq, des 2ten räuml. Syſt. 
zugeordnet jind, fo ift die reciprofe Beziehung nad) Nr. 166 nicht 
nur volljtändig fixirt, fondern eS entjpricht offenbar aud) jeder Punkt 
feiner Ebene in boppeltem Sinne, d. h. die reciprofen Syjteme bil 
den ein Polarſyſtem. 

Nod jei hier angeführt, daß man ein Polarfyitem auch da- 
durdy firiven kann, daß man eine unebene Kurve III als ein fich 
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felbft gugeordnetes Elementargebilde und zu 2 feiner Punkte 2 der 
ihr fic) anfchmiegenden Ebenen als Polaren beliebig annchmen 
fann, man braucht zu diefem Swede nad) Nr. 166 nur den 3 Punk: 
ten aa,b von K die 3 ihr in a,ab, fich anjchmiegenden Ebenen zus 
geordnet fein zu laſſen, wodurd) die reciprofe Beziehung nicht nur 
volljtändig firirt ijt (nach Nr. 166) fondern auch jedem Punkte von 
K diejelbe Ebene in doppeltem Sinne zugeordnet ijt, was nur in 
einem Polarſyſtem möglich *). 

175. Man nennt den Pol der unendlich fernen Ebene den 
Mittelpunkt; jede Gerade, die durch diefen Mittelpunkt geht, einen 
Durdmefjer oder Diameter, und jede Ebene, die durch denjelben 
geht, eine Diametralebene des räuml. Polarjyftems. Der Mittel» 
punkt fann im Unendlichen jelbjt liegen, alsdann hat das Polar: 
initem ftets eine Ordnungsfläche und alle Durchmeſſer find parallel, 
Liegt der Mittelpunkt nicht auf feiner unendlich fernen Polare jelbit, 
fo entjpricht jedem unendlich fernen Punkte eine durch den Mittel- 
punkt gehende Ebene, die Diametralebene heift; dabei nennt man 
einen Durchmejjer einer Diametralebene fonjugirt, wenn er durch 
ihren Pol geht. An jeder Diametralebene ijt ein durch das räuml, 
Polarſyſtem beftimmtes ebenes Polarjyftem gelegen, defjen Mittel 
punft und Durchmeſſer mit denen des räuml. Polarſyſtems zuſam— 
menfallen; wir nennen 2 in einem folchen ebenen Polarfyftem ein: 
ander fonjugirte Durchmefjer aud) im räuml. Polarjyftem fonjugirt; 
pon 3 einanter gegenjeitig fonjugirten Durchmeſſern ijt jeder zu der 
Diametralebene fonjugirt, die durch die beiden andern bejtimmt ijt. 
Seder Durchmefjer und die ihm fonjugirte Diametralebene bilden 
ein Paar gugeordneter Elemente eines Polarſyſtems im Strahlen: 
bündel, 

176. Lehrſatz. Die Qurdmeffer eines räuml. Prlarſyſtems 
mit eigentlichem Mittelpunkt jtehen entweder alle auf ihren fonju- 
girten Diametralebenen jenfrecht, oder es giebt blog 3 Tonjugirte 
Durchmeſſer abe, denen dieje Eigenſchaft zukommt. 


*) fiir ein ebenes Rolarfuftem hätte in Nr. 98 ein ähnlicher Cap 
hervorgehoben werben fünmen lautend: ein ebenes Polarfyftem tft firirt, wenn 
zu einer Kurve II und 2 ihrer Punkte diefelbe Kurve II und 2 ihrer Tangenten 
als entjprechende Elemente gegeben werden. 
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ft nämlich in dem polaren Strahlenbünbel M bem Strable a 
die zu ihm fenfredte Polarebene A gugeordnet, fo giebt es nad 
Nr. 40 und 100 in A immer noch ein Paar ſenkrechter Strahlen 
b und e, denen diefe Eigenjchaft zukommt. 

Sind dagegen m und n 2 Strahlen des Biindels M, die auf 
ihren fonjugirten Diametralebenen ſenkrecht find, ohne daß fie felbjt 
auf einander fenfredt jtehen, fo müſſen ſämmtliche Strahlen des 
Strahlenbüſchels mn dieſe Eigenſchaft zufommen, denn in dem tne 
volut. Strahlenbüjchel Eonjugirter Durchmefjer in mn fann nad) 
100. nur 1 Paar gugeordneter Strahlen auf einander fenfredt 
jteben, wenn diejes nicht bei allen ſolchen Paaren Statt findet, 
Crijtirt nun außer den oben erwähnten 3 auf einander fentredjten 
fonjugirten Durchmejjer abe nod) 1 m, fo müjjen nad) dem oben 
Bewiejenen alle Strahlen der Büjchel ma, mb, me und in Folge 
deſſen alle Strahlen einer beliebigen Diametralebene, zu ihren fon- 
jugirten Diametralebenen jenfrecht fein. 

Es bleibt, um unfern Beweis zu vervollftindigen, nun nur 
nod) übrig, nachzuweiien, daß e8 überhaupt 1 Strahl a von ber 
verlangten Beichaffenheit giebt. 

Bezeichnen wir zu diejem Rwe den Strahlenbündel aller 
Durchmejjer durd) M den Strahlen refp. Ebenen-Bündel aller der 
fonjugirten Diametralebenen durd) M,, fo müſſen M und M, vereint 
einen polaren Strahlenbündel bilden. Denken wir uns ferner 
zu jedem Strahl von M bie zu ihm fenfredjte Ebene, jo erhalten 
wir noch einen 3ten Strahlen- rejp. Ebenen-BündelM,, der jeiner- 
jeit8 mit M vereint ebenfalls einen polaren Bündel bildet, indem 
M, nicht blog projeft., jondern fongruent M ijt, und außerdem 
jedes Pacr entjprechender Elemente einander in doppeltem Sinne 
entipriht. Demnad find M, und M. projeft.; da nun aber jedem 
entiprehend gemeinjamen Ebenenelement von M, und M, als Ele 
ment von M, die verlangte Eigenjchaft zufommt, daß es auf dem 
zugeordneten Strahle von M jenfrecht jteht, und 2 projekt. Strah— 
lenbündel besjelben Trägers wenigitens 1 Ebene entiprechend ges 
mein haben müjjen, fo ijt aud) diejer letzte Theil unjres Beweijes 
erledigt, 

177. Dieje leiten Begriffe haben befonders dann ein In— 
terefje, wenn das Polarjyftem eine Ordnungsflade hat, und es 
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ſollen nun bier die wichtigſten Eigenſchaften ber Flächen II, foferne 
fie als Oronungsfliden räuml. Polarjyfteme erfdeinen, in Kürze 
bejprochen werben. 

Spriht man vom Mittelpunft, Ourdmeffer, Diametralebene, 
fonjugirten Durchmeſſern 2c. einer krummen Fläche IL, fo verftebt 
man darunter Mittelpunkt, Durchmeſſer rc. desjenigen räuml, Pos 
larſyſtems, von bem jene Fläche die Ordnungsfläche darjtellt. Die 
3 fentvedten fonjugirten Durchmefjer einer frummen Flade I 
nennt man deren Wren ). Schneidet ein Durchmefjer eine Fläche 
II, fo halbirt der Mittelpunft, als Pol der unendlich fernen Ebene, 
die endliche Strede zwiſchen den Schnittpunkten. 

Schneidet man eine Fläche II durch Strahlen, die alle zu ein- 
ander parallel find, fo liegen die Halbirungspuntte aller in den— 
felben enthaltenen endlichen Streden in einer Diametralebene , der 
Polare des auf jenen Strahlen gelegenen unendlich fernen Punktes, 
Bon einem abjoluten Polartetracder ABCD fchneiden 3 in 1 Ed 
A zufammen ftofende Kanten AB AC AD die Ordnungsflade, 
während die 3 andern Kanten mit ihr feinen Punft gemein hat, 
für den Fall, dak die Ordnnungsfläche eine durchaus frumme Fläche 
IL ift nad) Mr. 173; dagegen jchneiden 2 Paare von Gegenfanten 
die Oronungsflide, während das Ste Paar mit ihr feinen Punkt 
gemein hat für den Fall, dak die Ordnungsfläche eine Megelfläche 
ift. Sm lften Falle fann die Ebene BCD mit der Fläche II feinen 
Punt gemein haben, denn ba BCD ein abjolutes Polardreied des 
durch das räuml. Polarfyftem beftimmten ebenen Polarjyftems in 
BCD ijt, fo migten nad Nr. 99 2 Seiten bes Dreieds BCD 
bie Ordnungsfurde und fomit die Ordnungsfläche des räuml. Po— 
larſyſtems jchneiden, während jeder Strahl des Sirablenbiindels A 
mit der Ordmingsflade 2° Punkte gemein haben muß, da man ihn 
ftets als eine der 3 Kanten eines abjoluten Polardreifants betradye 
ten kann, von dem 3 Kanten in der Ebene BCD und alfo 1 Ee 
in A liegt. Sm 2ten Falle dagegen jchneidet jede Seite des Tetrae- 
bers ABCD die Drdnunasfläche in einer Kurve II und von jedem 
Puntte des Tetraeders, alfo überhaupt von jedem Punkte aus laffen 


*) Sind fümmtlihe fonjugirte Durchmefjer auf einander fenfredt, fo 
fiellt, wie wir fpäter jeben werben, die Ordnungofläche eine Kugel bar. 
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fi ſowohl foldhe Gerade ziehen, weldje bie Ordnungsfläche fchnei- 
ben, als aud) foldje, die mit ihr feinen Punkt gemein haben. 

Eine durhaus frumme Fläche IL theilt daher bas Syſtem 
aller Punkte des Raums in 2 Theile, von denen der eine innere 
halb der Fläche I, dev andere augerhalb liegt, die Grenze biejer 
beiden Ubiheilungen bilden bie Punkte der Fläche felbjt, ebenfo 
werden jämmtliche Ebenen des Raumes durd) eine folde Fläche in 
2 Theile gejchieden, von denen ber eine die Fläche jchneidet, wäh: 
rend ber andere ganz außerhalb berjelben liegt, die Grenze bilden 
die Ebenen, welde die Fläche IL berühren, Bon feinem Puntte 
innerhalb einer foldjen Fläche II läßt fic) eine Berührungsebene an 
biejelbe legen, durch jeden Punk außerhalb gehen alle Ebenen einer 
Kegelfläche II durch ihre Pole, in denen fie die Fläche IL berüh- 
ren, durch die Punkte der Fläche felbjt geht je bloß 1 folche bee 
rührende Ebene, Bei einer Regelflähe fällt jeder Unterfchied hin— 
fihtlih der Punkte und Ebenen weg, wenn man diejenigen Punkte 
und Ebenen auger Acht läßt, welde der Fläche jelbit angehören, 
oder fic) ihr anjchmiegen. 

Zieht man durd einen Punkt eine die Ordnungsfläche fdnei- 
dende Gerade, fo ift der Punkt von feiner Polare durch die beiden 
Schnittpunkte harmonisch getrennt. 

Hat die Ordnungsfläche mit der unendlid) fernen Ebene kei— 
nen Punkt gemein (Cllipfoid), fo jchneiden alle Durchmefjer diejelbe. 
Hat fie mit derjelben eine Kurve II gemein (Ifächriges und Zfächrie 
ges Hyperboloid), jo jchneiden von je 3 gegenjeitig Fonjugirten Durch: 
mefjern 2 die Fläche, 1 dagegen nicht. Betrachtet man nämlich das 
in der unendlich fernen Ebene liegende durd das räuml. Polarſy— 
ftem beſtiumte ebene Polarſyſtem, jo bejtimmen je 3 der Art fone 
jugirte Durchmeſſer in demjelben ein abjolutes Polardreieck, deffen 
1 Ge innerhalb der Schnittkurve liegen muß, woraus die Nichtige 
Feit obiger Behauptung unmittelbar folgt; 2 der 3 Diametralebenen, 
welche durch jene 3 fonjugirten Durchmeſſer bejtimmt werben, ſchnei— 
den die frumme Fläche je in einer Hyperbel die Ste in einer Ellipfe. 

Schneidet ein Durchmefjer eine frumme lade II, jo nennt 
man wohl auch die endlide Strecfe zwiſchen den Schnittpunften 
im engern Sinne de8 Wortes Durdymejjer, wobei man fid 
wohl aud) der Ausdrüde reeller und ideeller Durchmeſſer 
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bedient, je nachdem derſelbe die Blache ſchneidet ober nicht, auf 
gleiche Weife fpridt man von reellen und ideellen Wren einer krum— 
men Fläche II. Liegt der Mittelpuntt auf feiner Polare felbft, fo 
ijt natürlich von fonjugirten Durchmefjern nicht mehr die Rede, da 
fie alle unter fich parallel find, dod) giebt es in diefem Kalle immer 
gerade 1 Durchmefjer, der zu der feinem unendlid fernen Puntte 
zugeordneten Polare fenfrecht ijt, wir nennen diefen Durchmeifer 
ebenfalls Are der frummen Fläche. Seden Echnittpunft einer Are 
mit ihrer frummen Fläche, fie mag nun 1 oder 3 Aren haben, 
nennt man Scheitel diejer Fläche. 

178. Wir wenden uns zu dem 2ten Falle, in dem jeder 
Punft feiner Ebene in doppeltem Sinne entipricht, nämlich zu dem, 
bei welchem jeder Punkt zugleich in feiner Polare liegt, einen Fall, 
in dem man jagt, die beiden der Art reciprofen Syſteme bilden ein 
Nulliyitem. (Nr. 165 C), und man nennt jeden Punkt den Nullpunkt 
der ihm entjprechenden oder zugeordneten Ebene, und umgekehrt 
jede Ebene die Nullebene des ihr zugeordneten Punktes. 

Daß eine derartige Beziehung er reciprofer räuml. Shit. 
wirflid) möglich ift, wurde oben in Nr. 165 ſchon dargethan, und 
wir halten uns dabei hier nicht weiter auf, da etwas weiter une 
ten diejer Gegenftand von felbjt fic) noch einmal der Betrachtung 
aufdrangen wird, 

Entfpricdht dem Punkte a in einem Nullfyftem die Ebene A, 
jo ijt jeder Strahl a des Strahlenbüfchels aA fic) felbjt tonjusirt, 
dagegen ijt jede Gerade b, welche in A Liegt, obne durch a zu gehen 
einer Geraden b, fonjugirt, welche durch a geht aber nidt in A 
liegt und umgekehrt, dabei ijt fowohl ber Ebenenbüfchel b als der 
Ebenenbüfchel b, feinem entfpredenden geraden Gebilde in by ober 
in b perfpeft., wie diejes bet den beiden zugeordneten Geraden p 
und p, in Nr. 165C der Fall war. 

179. Entſpricht dem Punkt a die Ebene A und dem Punfte 
b die Ebene B, fo ijt die Gerade ab ftets der Geraden AB fonju- 
girt, liegt dabei b in A, jo füllt ab mit AB zufammen, wo nicht, 
jo jchneiden diefe beiden einander nicht und ftellen ein Paar Gerabe 
dar, benen diejelbe Eigenſchaft wie den fo eben erwähnten beiden 
fonjugirten Geraden b und b,, oder ben beiden Geraden p und py 
in Nr. 165 C zufommt. 


— 
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Zuſatz. Es giebt daher in jedem Nullſyſtem unendlich viele 
ſich felbjt fonjugirte Gerade, und eben fo unendlich viele Gerade, 
welden eine mit ihnen nicht in 1 Ebene liegende Gerade fonjugirt ijt; 
obwohl die Anzahl diejer Geraden für die weitere Entwiclung feine 
weitere Bedeutung hat, jo möge dod hier angeführt werden, daß 
die Anzahl der erjteren Geraden genau gleich der Anzahl der im 
Raume vorhandenen Punftelemente oder Ebenenelemente, aljo nad 
unjrer Bezeihnung von Nr. 5 genau WB +u?+u+1, während 
die der 2ten Art in Folge defjen gerade ut + u? beträgt. Durd) 
jeden Punkt des Raumes gehen nämli gerade u+ 1 folde jid 
jelbjt fonjugirte Gerade, da aber aud) in jeder Geraden u +1 
Punkte liegen, fo darf man, um das richtige Nejultat zu erhalten, 
durch jeden Punkt offenbar bloß 1 rechnen jtatt u +1. 

Seder Geraden a, welde bloß eine p von 2 einander fone 
jugirten Geraden p und p, jchneidet, ift eine Gerade a, fonjugirt, 
welde bloß die andere p, derjelben jchneidet. Denn dem Schnitte 
punkte pa ijt die Ebene A des Ebenenbüjchel® py zugeordnet, welche 
durch denjelben Punkt pa geht, daher fommt der Geraden a in Bes 
zug auf dieje Ebenen und ihren Pol pa die oben erwähnte Eigen- 
Ihaft zu, dag fie zwar durd) den Pol pa geht, aber nicht in der 
Polare A felbjt liegt, wepwegen ihr eine nicht durd) pa gehende 
aber in A liegende Gerade entjpricht, die daher die Gerade p, aber 
nicht die p ſchneidet. 

180. Lehrſatz. Sind pp, und qq, 2 Paare fonjugirter 
Gerabder, ohne daß q mit p oder mit p, (und aljo aud) mit qy) 
einen Punkt gemein hat, fo jtellen dieje 4 Geraden jtets 4 Strahlen 
einer Regelfdaar dar. 

Es leuchtet nämlich ohne Weiteres ein, 1) daß jede Gerabea, 
welche 2 einander fonjugirte Gerade jchneidet, fich jelbjt fonjugirt 
ijt, und 2) daß jede fic) ſelbſt fonjugirte Gerade, welde 1 von 2 
einander fonjugirten Geraden jchneidet, auc) die andere jchneiden 
müjje. Hieraus folgt aber nun unmittelbar, daß jede Gerade, welche 
3 der obigen 4 Geraden fchneidet, auch die Ate ſchneidet. 

Die Negelihaar pp, .qgı entipricht offenbar jich jelbjt der 
Art, dag dem Puntte pa die Ebene p,a und bem Puntte p, a 
die Ebene pa zugeordnet ift, fo daß diefe Regelſchaar ein im Mull 
ſyſtem enthaltene involut. Regelſchaar darjicllt, während von 
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ihrer Leitſchaar, wozu a gehört, jeder Strahl fic) felbft konju— 
girt ijt. 

Es dürfte hier am Plate fein, kurz zufammenzuftellen, was 
bie letzteren Entwiclungen über die in den verjdiedenen projekt, 
räuml, Syſtemen enthaltenen involut. Regeljdaaren haben erjehen 
lajien : 

1) Sn einem gejchaart involut. räuml. Syſteme hat man 
2erlei Arten im Syfteme enthaltener involut. Regelidaaren zu uns 
tericheiden, nämlich folde, deren Leitjdaaren wieder im Syſtem 
enthaltene involut. Regelſchaaren bilden, und foldhe, deren Leitſtrah— 
len alle fich felbit zugeordnet, d. h. foldhe, deren Leititrahlen fimmt: 
(ich zugleich Peitftrahlen des Syſtems darjtelfen. 

Jedes Paar zugeordneter Gerader bejtimmt durd) die Verbin- 
dungslinien zugeordneter Punkte, oder durch die Schnittlinien gue 
geordneter Ebenen gerade eine Negelfläche der zulett angegebenen 
Art. Diefer Sat läßt fic) mit andern Worten fo ausdriiden: alle 
Leititrahlen eines gejchaart involut. Syſtems, welche diefelbe fich 
nicht felbjt gugeordnete Gerade jchneiden, Liegen in einer Regelſchaar 
oder aud) alle Leitjtrahlen, die in den Ebenen eines Ebenenbüjchels 
I liegen, deſſen Are eine fic) nicht felbjt zugeordnete Gerade ift, 
liegen in einer Regeljchaar. 

2) Was das gewöhnliche Polarjyftem betrifft, fo muß man 
wiederum unterjcheiden, ob dasjelbe eine durchaus frumme Fläche 
II zur Ordnungsfladhe bat oder nicht, im letztern Falle giebt e8 
ftets unendlich viele im Syſtem enthaltene involut. Regelfdaaren, 
und zwar ijt ftets die Leitjchaar ebenfalls eine im Syſtem enthal- 
tene involut. Regelſchaar. 

3) Im Nullfyjtem giebt es ſtets unendlich viele im Syſtem 
enthaltene involut. Negeljchaaren, und zwar ijt jeder Leitjtrahl der- 
felben fic) felbjt fonjugirt. 

181. Diejes führt uns zu der Betrachtung ber verfdhiedenen 
Arten, ein Nullſyſtem zu firiven. 

Su Mr. 165 C haben wir gefehen, daß ein reciprofes Syſtem 
ftets in ein Nullfyjtem übergeht, wenn 2 Ebenenbüjchel, deren Wren 
fonjugirte Gerade aa, darjtellen, ihren zugeordneten geraden Gebil- 
ben a,a perjpeft. find, allen dadurch ift die Beziehung noch nicht 
fixirt, man muß nämlich nod) außerdem zu einem Punft a die zw 
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geordnete durch ihn gehende Ebene A geben, wobei aber nothwenbig 
dieje Ebene die a und a, in 2 Punkten jchneiden muß, die mit a in 
1 Geraden liegen. 

Eine 2te einfache Art der Firirung ijt die, daß man eine im 
Syſtem enthaltene involut. Megelfdaar aa,. bb, giebt, deren 
Leitſtrahlen pqr alle fich jelbjt fonjugirt find, denn nad) Nr. 166 
ift die reciprofe Beziehung vollfommen firirt, wenn man den Ge 
taden aba,pqr die Geraden a,b, apqr entjprechen läßt der Art, 
dag dem Punkte ap die Ebene a,p und umgekehrt entſpricht, und 
daß außerdem noch bei diejer Art der Firirung das Syjtem ein 
Rullfyftem darjtellt, ergiebt fic) fowohl aus der Entwidlung von 
165. al8 aud) daraus, daß den beiden Fonjugirten Geraden aa, 
bier diejelbe Eigenſchaft zukommt wie den fonjugirten Geraden aa, 
bei der leisten Art ber Fixirung. 

Eine 3te nicht weniger interefjante Art der Firirung befteht 
darin, da man eine unebene Linie LIT K als ein fich felbjt fon- 
jugirtes Gebilde annimmt der Art, dag jedem Punkt derfelben die 
ihr in dieſem Punkte fid) anfchmiegende Ebene entipridht. Denn 
die reciprofe Beziehung ijt vollfommen firirt, wenn man einer 
Linie III und 3 ihrer Punfte eine beliebige 2te Linie III und 3 
ihrer Anjchmiegungsebenen entipreden läßt; läßt man daher die 
beiden Linien III in eine K zufammen fallen, und wählt die 3 Cbe- 
nen jo, daß fie in den ihnen entiprechenden Punkten ABC der 
Linie III ſich anſchmiegen, fo ift diefes, weil mit Sen nothwendig 
mit jedem Paar folder gugeordneter Elemente der Fall, und es ift 
daher nur nod) darzuthun, daß das reciprofe Syſtem in diejem 
walle Fein gewöhnliches reciprofes Syjtem oder Polarfyftem dar— 
jtellen fann. Da aber nad) Nr. 126 der Schnittpunft S der 3 in 
ABC ſich der Kurve III anjchmiegenden Ebenen in der Ebene ABC 
jelbjt liegt, jo find die Strahlen SA SB SC, und fomit alle Strah- 
len des Strahlenbüfchels S ſich felbft fonjugirt, und da außerdem 
nod alle Punkte der K fich felbjt fonjugirt find, fo folgt, dag das 
Syſtem weder ein gewöhnliches reciprofes Syitem nad Nr. 165 
nod) ein gewöhnliches Polarfyjtem nad) Nr. 169 fein fann und 
aljo ein Nullſyſtem fein muß. 

Es verdient befonders hervorgehoben zu werden, wie nad) 
biejer legten Cutwictlung die räuml, Kegeljchnitte dem Nullſyſtem 
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gegenüber eine Ähnliche Rolle fpielen, wie die ebenen Kegeljchnitte 
bem ebenen Polarfyftem gegenüber, indem jie gleidjam als Ord— 
nungsfurven eines Nullſyſtems auftreten, nur ijt der wejentliche 
Unterfchied nicht zu überjehen, daß ein Nullſyſtem unendlich viele 
folde Ordnungsfurven III hat. 


§. 9. Geometrie des Ymagindren. 


182. Bei allen involut. Gebilden hatten wir immer zu 
unterjcheiden, ob Ordnungselemente vorhanden waren oder nicht. 
Es ijt jevoh von dem höchſten Intereſſe, für den Fall, daß Feine 
Ordnungselemente vorhanden find, folche dennody anzunehmen, aber 
zu jagen, fie jeien imaginar; biedurd wird eine neue Art von Punkte 
Strahlen und Ebenen-&lementen in die Geometrie eingeführt, und die 
nachfolgenden Entwiclungen werden darthun, wie fruchtbar die Ein— 
führung diejer imaginären Clemente für fie geworden ijt. Wie 
ftellt man nun foldye imaginäre Elemente dar? die reellen Ord- 
nungselemente eines involut. Gebildes können als gegeben betrachtet 
werden, wenn die involut. Beziehung durch 2 Paar entjprechende 
Elementenpaare aa, .bb, gegeben ijt, ebenfo betrachten wir nun aud 
die imaginären Ordnungselemente als gegeben, wenn die involuf, 
Beziehung, für welche fie Ordnungselemente darjtellen, gegeben ift, 
wir bezeihnen daher ein imaginäres Element durd 
aba, b,, was fo viel bedeuten jo, als daß diejes imaginäre Ele 
ment ein OrdnungSelement der Involution aa, . bb, daritellt; aba,b; 
muß bier nothwendig ein ordentlicher Wurf fein. Es drängt fi 
aber hier die wichtige Frage auf, wie man die beiden imaginären 
Ordnungselemente der Snvolution aa, .bb, von einander unter 
icheiden finne. Das Beifpiel von involut, Gebilden aa, . bb, mit 
reellen Ordnungselementen M und N möge auf die Fixirung dieſes 
wichtigen Unterjchiedes Hinleiten: Es ijt offenbar für jedes Paar 
gugeordneter Elemente der Sinn aMa, gerade entgegengejeßt dem 
Sinne aNa,, und fo ſoll denn aud bei den imaginären 
Ordnungselementen der Sinn eS fein, wodurd die 
beiden Ordnungselemente unterfdhieden werden, tne 
bem wir durch aba,b, das eine, und durd ab,a,b dad 
andere der beiden Ordnungselemente bezeichnen, Wir 
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nenen 2 derartig zuſammengehörige imaginäre Ele— 
mente. 

Anmerkung. Obige Analogie macht durchaus feinen Ans 
ipruch auf Beweisfraft, fie fol nur die Verjchiedenheit der Ans 
ſchauung näher bringen; der Beweis für die Nichtigkeit der Sache 
jelbjt mug und fann einzig aus den nachfolgenden Entwiclungen 
jelbjt hervorgehen, und ijt jedenfalls eine derartige Annahme erlaubt, 
jo lange fie nicht in ihrer Entwidlung zu Widerſprüchen führt. 
Uebrigens iſt zu beachten, daß gerade dieſer Unterfdied der beiden 
imaginären Ordnungselemente durch den Sinn des fie darjtellenden 
ordentlichen Wurfes einer der fruchtbarjten Gedanken war, mit dem 
die Wiſſenſchaft der neueren Geometrie in neuerer Zeit bereichert 
wurde. 

183. Welde Arten von imagin. Elementen ergeben fic) nun 
aus den möglichen involut. Gebilden, wie wir fie bisher kennen gelernt ? 

Ein involut. gerades Gebilde bejtimmt 2 fonjungirte imagin. 
Puntte derjelben reellen Geraden. 

Ein involut, Strahlenbüfchel bejtimmt 2 fonjungirte imagin, 
Strahlen, die burd) das reelle Centrum dieſes Strahlenbüjchels 
gehen, und in derjelben Ebene mit ihr liegen, 

Ein involut, Ebenenbüjchel bejtimmt 2 fonjungirte imagin, 
Ebenen, die durd) die reelle Are des Ebenenbüjchels gehen, 

Eine involut. Kurve IL bejtimmt feine neue Art von imagin. 
Elementen, denn man fann eine ſolche Kurve immer als ein fid 
jelbjt entiprechendes Gebilde eines involut. ebenen Gewebes betradhe 
ten, und feine Ordnungselemente müjjen daher nothwendig in der 
Are der perſpekt. Beziehung des involut, Syjtems, alſo in einer 
reellen Geraden liegen; hierüber näheres unten, 

Eine involut, Regelſchaar bejtimmt 2 fonjungirte imagin. Ge- 
rade, welche fich nicht jchneiden, und daher von den oben angeführ: 
ten imagin. Geraden im Strahlenbüjchel wejentlich verjdieden find. 
Wir nennen fie fonjungirte imagin. Gerade II. Da man eine ine 
volut. Regelſchaar jtet3 als in einem involut. räuml. Syſt. enthal- 
ten betrachten fann, und die Ordnungsjtrahlen derjelben immer zus 
gleich die Ordnungsitrahlen des involut. räuml. Syſtems darjtellen, 
wenn man jeden Leitjtrahl der Regelfdaar fic) felbjt entjprechen 


läßt, fo ftellen immer die imagin. Orbnungselemente einer involut, 
Pfaff, nenere Geometric. 16 
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Regelſchaar zugleih die imagin. Drbnungselemente eines involut. 
räuml. Syſtems dar, d. h. das lettere führt durch feine imagin. 
Ordnungselemente zu feinen neuen imagin. Elementen. 

Eine involut. Kurve III führt ebenfalls zu feinem neuen 
imagin. Element, infoferne, wie unten alsbald näher gezeigt wird, 
je 2 ihrer imagin. Punkte in einer reellen Geraden liegen. Man 
erhält daher nur 4erlei imagin. Elemente. 

Imaginare Fonjungivte Punfte einer reellen Geraden. 


— = Strahlen eines reellen Punktes und 
einer reellen Ebene (imagin. Gerade I.) 

a " Ebenen einer reellen Geraden. 

— — Strahlen die feinen reellen Punkt und 


feine reelle Ebene gemein haben (ima- 
gin. Gerade IT.) 

184. Es joll nun unterjucht werden, inwieferne diefen neuen 
Glementen, Bunften wie Linien, die allgemeinjten und mwejentlichen 
Eigenjhaften der entſprechenden reellen Elemente, Punkte wie Li: 
nien, wirklich zufommen. 

Ehe aber die hier einjdligigen Fragen beantwortet werden 
finnen, muß folgender wichtige Punkt näher in Betracht gezogen 
werden ; 

Ein imagin. Element ijt als gegeben zu betrachten, wenn ein 
ordentlicher Wurf aba, b, eines einfachen Elementargebildes gege- 
ben ijt, wobei alsdann vorausgefegt wird, daß die in diejem Wurfe 
getrennten Elemente aa, und bb, gugeordnete Elemente einer In— 
volution darjtellen, deren ein Drdnungselement, duch den Sinn 
des Wurfes aba, b, näher bejtimmt oder charakterifirt, eben das 
fraglihe imagin. Element ijt. Diejen Wurf aba, b;, nennt man 
eine Darftellung des dadurd) bejtimmten imagin. Glementes. Es 
leuchtet nun aber unmittelbar ein, dag es von demjelben imagin. 
Elemente jtet3 unendlich viele Darjtellungen gebe, in joferne je 2 
Paare gugeordneter Elemente der fraglihen Qnvolution zu einer 
ſolchen Darftellung führen. Es muß daher in dev Folge bei allen 
Unterjuchungen über imagin. Elemente ſtets nachgewiejen werden, 
ba} die erhaltenen Rejultate durdaus unabhängig jind von der 
Wahl der Darjtellung der in Betracht gezogenen imagin. Elemente. 

In Bezug auf diefe verjchiedenen Darjtellungen imagin. Ele 
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mente jollen für die folgenden Entwicklungen einige befondere Be- 
zeichungen, als für die Kürze der Darjtellung vortheilhaft, bier 
eingeführt werden: Man jagt die Darjtellung aba, b, eines ima= 
ginären Elementes gebe von dem reellen Elemente a aus, 
wenn a in dem das Clement barjtellenden ordentlichen Wurfe die 
erite Stelle einnimmt. 

Nad) Nr.75.b giebt eS zu jedem zugeordneten Clementenpaar 
aa, eines involut. Elementargebildes ohne Ordnungselemente jtets 
gerade ein anderes Paar cc,, jo dap der Wurf aca, ce, einem ges 
gebenen ordentlichen Wurfe projekt. und der Ginn aca, einem ges 
gebenen Sinne mnp besjelben Clementargebildes identifd) ijt. Da 
num jedes tmagin. Element durd einen ordentlihen Wurf darge 
ftellt wird, jo giebt e8 zu jeder Darjtellung eines imagin. Clemen= 
tes, jtetS eine einzige Darjtellung eines anderen imagin. Clementes, 
die 1) von einem beliebigen reellen Clement feines Trägers aus- 
gebt, und 2) der Darjtellung des erjteren projeft. ift. Man nennt 
jolhe 2 Darjtellungen 2er verfchiedener imagin. Elemente projett. 
Darjtellungen derjelben. Ein jedes imagin. Element hat eine 
einzige von einem bejtimmten reellen Element ausgehende harmo— 
niihe Darjtellung, eine Bezeihnung, deren Bedeutung wohl 
obne nähere Erklärung verjtandlid) ijt. 

185. Wenden wir uns nun zu dem wichtigen Punfte ber 
Unterfuhung, ob aud) nach diefer Erweiterung des Begriffes Punkt, 
Gerade, Ebene die Jundamentaljäge, weldye für diefe Elemente in 
ihrer gegenjeitigen Verbindung bejtehen, nod) Giltigteit befigen, 
Qn diejer Beziehung ijt vor Allem die Frage zu erledigen, warn 
liegt ganz allgemein ein Punkt in einer Geraden oder in einer 
Ebene, und wann eine Gerade in einer Ebene, aud) wenn unter 
den fraglichen Elementen imaginäre enthalten jind, 

Hat ein involut. Elementargebilde 2 reelle Ordnungselemente 
und gehen 2 Paare feiner zugeordneten Clemente durch 2 Paar zus 
geordnete Elemente eines anderen involut. Elementargebildes, fo 
geben immer aud) die Ordnungselemente des erjteren durch die 
Ordnungselemente des Zten. Uebertragen wir diejes auf imvolut, 
Siementargebilde ohne Ordnungselemente jo führt e8 uns unmit- 
telbar zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage. 

Sit injonderbeit S (aba,b,) eine Darftellung einer imagin, 
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Geraden I, fo jehmeidet jede Gerade p die in derjelben Ebene wie 
der Büſchel S (ab) liegt jene imagin. Gerade in einem Punkt, der 
reell ijt und mit S zujammenfällt, wenn p durd S geht, und der 
imagin. ift, wenn p den Wurf S(aba,b,) des Büſchels S in dem 
Wurfe p (aba,b,) jchneidet; dabei nennen wir die Darjtellung 
aba,b; des imagin. Punktes perjpektiviih zur Darftellung aba,b, 
der imagin. Geraden, iſt cdc,d, eine andere Darftellung des 
imagin. Punktes, fo jagt man, er liegt in der imagin. Geraden 
aba,b,, da oder injoferne es eine Darftellung der letteren giebt, 
bie zu der Darjtellung cdc,d, perjpekt. ijt. Dasjelbe gilt nun 
auch von Punkt und Ebene und Gerade I und Ebene. Gin ima: 
gin. Punkt oder eine imagin. Gerade I liegt in einer imagin. 
Ebene, wenn es eine Darjtellung der leßteren giebt, die zu der 
Darjtellung des Punktes oder der Geraden perfpeft. ift. Sede 
reelle Gerade jchneidet daher eine imagin. Ebene, mit deren Are 
fie feinen Punkt gemein hat, in einem imagin. Punkt, und jede 
reelle Ebene jchneidet eine imagin. Ebene deren Are *) nicht in 
jener liegt, in einer imagin. Geraden I. Außerdem hat noch jede 
imagin. Gerade I ihr Centrum und jede imagin. Ebene ihre Are 
als einziges reelles Element. 

Hat ein involut, Syſt. 2 Ordnungsſtrahlen, fo ift jede Gee 
rade, die beide zugleich jchneidet fich felbjt zugeordnet und umge: 
fehrt jede fich felbjt zugeordnete Gerade jchneidet die beiden Orb: 
nungsitrahle und zwar ftellen die beiden Schnittpunfte die Ord— 
nungselementen des in der Geraden enthaltenen involut. geraden 
Gebildes dar. Diejes auf die imagin. Ordnungsjtrahlen eines ge: 
{haart involut. räuml, Syſtems angewendet führt zu dem Nefultate, 
daß jede fic felbjt zugeordnete Gerade d.h. jeder Leitjtrahl des 
Syjtems (Nr. 155), die beiden fonjungirten imagin. Geraden II 
in 2 imagin, Punkten jchneide, welde als imagin. Ordnungsele- 
mente des in dem fraglichen Leitjtrahl a enthaltenen involut. gera- 
den Gebildes erfdeinen. Betrachtet man endlich einen Leitſtrahl a 
des Syftems als Are eines reellen Ebenenbüſchels und zieht durch 

2 Paar zugeordnete Strahlen pp; qq,, welche diefen Leitſtrahl 








*) Wir fpreden Hier ber Kürze wegen von Are einer imagin. Ebene 
und verfieben bierunter die Are des fie beftimmenden involut. Ebenenbüſchels. 
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ſchneiden und daher eine Darſtellung pq p,q, ber imagin. Gee 
raden bilden, die 4 Ebenen ap aq ap, aqu, fo ſtellen dieſe eine 
imagin. Ebene dar, welche durch die imagin. Gerade pq p,q, gebt, 
in ſo ferne jeder Leitſtrahl des Syſtems dieſen ordentlichen Wurf 
a (pqpiq:) in einem imagin, Punkt ſchneidet, der in der imagin. 
Geraden liegt. 

Seder Leitftrahl eines gefchaart involut. Syſtems mit imagin. 
Ordnungsjtrahlen mn ijt daher Träger er fonjungirter Punkte 
wie 2er Eonjungirter imagin, Ebenen der beiden tonjungirten Gera- 
den II m und n, und außer diefen reellen Geraden giebt es weis 
ter feine, welcher diejelbe Eigenſchaft zufommt. 

186. Es jollen nun für den Fall, daß imagin. Elemente 
mit in Betracht fommen folgende Funbamentalfäge über die ein- 
jachjten Elemente erwiefen werden: 

1) 2 Puntte bejtimmen ftets eine Gerabe. 

a) Iſt ein Punft S reell und einer imaginär aba,b,, jo 
ijt zu unterjcheiden, ob der reelle Punkt in dem reellen Träger des 
imaginären liegt oder nicht, im erjteren Falle ftellt der reelle Tra- 
ger des imagin. Punktes felbft die fragliche Gerade dar, im 2ten 
wall jtellt dev Wurf S (aba,b,) eine imagin. Gerade dar, welche 
nad) dem Obigen beide Punkte enthält. 

b) Sind beide Punkte aba,b, aßa,f, imaginir, jo laffe 
man ihre Darftellungen von dem Schnittpunfte Mt der reellen Trä- 
ger ab und «A ausgehen und außerdem diejelben projekt. fein, 
dieje Darjtellungen jeien Mama, und Mapa, , alsdann fdnei- 
ven fic) ae my, aya, in einem Punkte S und S (Mam,a,) ift 
die Darjtellung einer imagin. Geraden, die beide Punkte in fid) ent- 
halt, und offenbar fann es feine 2te Gerade geben, welcher diejelbe 
Eigenschaft zufommt. Sind die beiden imagin. Punkte fonjungirt, 
jo ijt ihr reeller Träger die fragliche Gerade, 

2) 2 Gerade berfelben Ebene bejtimmen einen Puntt. 

a) Eine Gerade ift reell die andere imaginär; in diefem Falle 
ift offenbar der Schnitt der reellen Geraden mit jeder Darjtellung 
der imaginären eine Darjtellung eines und besjelben Punktes der 
reell ift, wenn der reelle Träger (Centrum) der imagin, Geraden 
in der reellen Geraden liegt, fonjt aber imaginär, 

b) Beide Gerade find imaginär M (aba,b,) und M, (aßa,f,) 
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lat man in dieſem Falle ihre Darſtellungen von ihrem gemein: 
famen Strahl MM, ausgehen und projekt. fein, fo jchneiden ſich 
die perfpeft. Würfe ber Büſchel M und M, in einem Wurfe einer 
Geraden, welcher eine Darjtellung eines imagin. Punftes bildet 
ber in beiden Geraden liegt. Einen weiteren jolden Punkt giebt 
es offenbar nicht, wenn auch nod) unendlich viele andere Daritel: 
lungen desjelben. Sind die beiden Geraden fonjungirt, fo ijt thr 
reeller Träger (Centrum) der fragliche Punkt. 

3) 1 Punft und 1 Gerade bejtimmen eine Ebene. 

a) Der Punft S ift reell und die Gerade ift eine imagin. 
Gerade I P(aba,b,) liegt dabei der Punkt in dem reellen Trager 
ber imagin. Geraden, fo ftellt berjelbe die fragliche Ebene dar. 
Liegt S außerhalb der Ebene P (ab), fo ijt die Gerade SP Are 
eines @henenbiijdels von dem der Wurf SP (aba,b;) eine 
zur imagin. Geraden perfpeft. Darjtellung der gejuchten imagin. 
Ebene ift. 

b) Der Punkt ift imagin. aba,b, die Gerade p reell; find in 
diefem Falle die Geraden ab und p in 1 Ebene, fo ftellt dieje die 
gejuchten dar, wo nicht fo ijt p (aba,b,) eine zur Darjtellung 
aba,5, perjpeft. Darftellung der gejuchten Ebene, 

c) Punft und Gerade I*) find imagin., in diejem Fale 
können wieder ihre beiden reellen Träger in 1 Ebene zujammen: 
fallen, welche alsdann die gejuchte Ebene darftellt, ijt diefes aber 
nicht der Fall, fo lajfe man die Darjtellung des Punktes von dem 
Schnittpunft der reellen Träger ausgehen und die Darjtellung der 
Geraden von dem Strahle der nach demjelben Schnittpunkt geht, 
außerdem aber noch dieje Daritellungen projekt. fein; dieje beiden 
Darftellungen erzeugen alsdann offenbar einen ordentlichen Wurf 
eines reellen Ebenenbüjchels, welder die Darjtellung einer imagin. 
Ebene-bildet, die zu den Darjtellungen des Punftes und der Ge 
raden perfpeft. ijt. Für den Fall, dag der Schnittpunkt der beiden 
reellen Träger in den Mittelpunkt des imagin. Strahlenbüjchels 
fällt, defjen einen Ordnungsftrahl die gegebene imagin. Gerade dar: 
ftellt, paßt die jo gegebene Löjung nicht, in diefem alle jtellt aber 


*) Den Fall, da bie Gerabe eine Gerabe IT barftellt, betrachten wit 
unten, 
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aud) der reelle Träger des imagin. Punktes die Are eines reellen 
Ebenenbüfchels dar, von welchem je ein ordentlicher Wurf, welder 
einer Darftellung der imagin. Geraden perfpeft. ift, die gefuchte 
imagin. Ebene darjtellt. 

4) Durd) 2 Ebenen iſt eine Gerade beftimmt, 

a) Iſt eine Ebene reell, fo ftellt ihr Schnitt mit jeder Dat: 
ftellung der andern imagin. Ebene’ eine Darjtellung der gefuchten 
Geraden dar, 

b) Sind beide imaginär, fo fragt es fich, ob ihre reelle Trä- 
ger (Aren) ich fdineiden oder nicht. Am Iſten alle laſſe man 
ihre Darftellung von ihrer gemeinjamen Ebene ausgehen und pro: 
jeft. fein, alsdann erzeugen die perfpeft. projekt. Würfe ihrer Dat: 
ftellungen einen ordentlichen Wurf eines Strablenbüjchels, der eine 
Darftellung der gefuchten Geraden bildet. Schneiden fich die bei- 
den Aren nicht, fo laſſe man die Darjtellungen projekt. fein, als: 
dann jchneiden fic) die entiprechenden Ebenen ber beiden Daritel- 
lungen, in ben 4 Strahlen einer Regelichaar, die einen orbentlichen 
Wurf bilden, und von der die beiden Wren Leitftrahlen barjtellen. 
Diejer ordentliche Wurf in der Regelichaar ift daher die Darftellurig 
einer imagin. Geraden II, welche nach der legten Entwiclung in 
beiden Ebenen liegt. 

5) Ein Punkt und eine imaginäre Gerade II erzetigen etre 
Ebene. 

a) St der Purtft reelf, fo geht durch ihr ein Leitftrahl des 
involut. Syitems, von dent die gegebene Gerade ein Orbriungsitrahl 
ift, und das eben durch dieſen und feinen ihm fonjungitter 2ten 
Ordnungsjtrahl vollfommen firirt ijt (nad Nr. 160), Dieſer Leit: 
ftrahl ftellt aber die Are einer tmagin. Ebene dar, die durch bie 
imagin. IT gebt nach der obigen Entwicklung diefer Nummer, und 
die auch den reellen Punkt in ſich enthält. 

b) Sit der Punkt imagin., fo fragt e8 fic, ob er im einem 
Leititrahl des involut. räuml. Syit. liegt, oder nicht, im erjten Tall 
ift diejenige imagin. Ebene, deren reelle Are jener Leitftrahl tft, 
und die duch die imagm. Gerade IL geht, die gejuchte Ebene, tft 
aber die Gerade p, im welcher der imagin. Punkt liegt, Fein Leit- 
ftrahl des Syſtems, fo zielt man von irgend einem im ihr gelege- 
ten Puntte P den Leitſtrahl q des involut. Syſtems und nehme 
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nun vom Schnittpunfte P ausgehend in p eine Daritellung des 
imagin. Punftes Pap,a,, und in q von P ausgehend eine zu 
ber vorigen projekt. Daritelung des in q gelegenen Punktes der 
imagin. Geraden II Pba, by, fo fchneiden jih ab p,q, a,b, in 1 
Punkte S, und wählt man nun den durch S gehenden Leitſtrahl 
bes involut. Syſtems zur Are einer durch die imaginäre Gerade II 
gehenden Ebene, jo geht diefe auch durd) den imaginären Puntt 
(infoferne der fie darjtellende Wurf die Ebene pq in den 4 Straß: 
len S(Pap,a,) jchneibet. Diefer Fall enthält in Verbindung mit 
3) die Löſung des Falles: 3 Punkte bejtimmen eine Ebene. 

6) Eine imagin. Gerade II und eine Ebene, die nicht durch 
fie gebt, bejtimmen einen Punkt. 

a) ‘it die Ebene reell, fo liegt in ihr ein Leitſtrahl des durd 
die imagin. Gerade und ihre fonjungirte als Oronungsitrablen be- 
ftimmten involut. räuml. Syitems, und diejer enthält den fraglichen 
imagin. Punkt. 

b) Sit die Ebene imagin., fo erhält man gang auf dem zu 
5b) reciprofen Wege folgende Lojung: ijt die Are p der imagin. 
Ebene ein Leitjtrahl des involut. Syitems, fo ijt der in ibr ent: 
haltene Punkt der imagin. Geraden II der gejuchte Punkt. Iſt die 
fes nicht der Fall, jo wähle man in irgend einer durdy p gehenden 
Ebene den Leitjtrahl q des Syitems, lafje von der gemeinjchaftlichen 
Ebene pq ausgehend, fowohl die gegebene Ebene, als audy die durch 
q und die imagin, Gerade II gehende Ebene durch projekt. Würfe 
dargeftellt fein, fo erzeugen dieſe als perfpett. projeft. eine Ebene, 
deren Leitftrahl des involut. Syjtems den gejuchten Punkt enthält. 

7) Eine imagin. Gerade II f, und eine andere Gerade die 
einen Punkt gemein haben, bejtimmen eine Ebene. it die Gerade 
reell, fo muß fie ein Leitjtrahl des durch f beitimmten involut. 
räuml. Gyftems fein, und eben diefer Leitjtrahl jtellt dann den 
Träger (Are) der gefuchten imagin. Ebene dar; ijt die Gerade imagin. 
fo ift jede ihrer Darftellungen S (aba, b,) perfpeft. zu einer Dar- 
ftellung aba, b, des in ihrem reellen Trager enthaltenen imagin. 
Punktes von f; der Leitjtrahl des involut, Svftems der durch S 
geht, und der demnach nicht in der Ebene S(ab) liegen fann, jtellt 
alsdann den reellen Träger (Are) der gefuchten imagin. Ebene dar. 

8) 2 imagin. Gerade II f und g die 1 Punkt gemein haben, 
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beſtimmen eine Ebene. Liegt nämlich der ihnen gemeinſame Punkt 
in der Geraden a, jo muß dieſe ein gemeinſamer Leitſtrahl der bei— 
den involut, räuml. Syſteme fein, welche einerfeits durch f und feine 
fonjungirte Gerade, andererſeits durch g und feine fonjungirte Ge- 
rade ald DOrdnungsjtrahlen bejtimmt find, und es giebt daher für 
jedes diefer involut. räuml. Syfteme unendlich viele im Syſtem ent- 
baltene involut. Negelichaar die a zum Leitjtrahl haben, berühren 
ih nun 2 diefer involut. Negeljchaaren in a, fo ijt a die reelle 
Are der imagin. Ebene, welche durch f und g zugleich geht, berüh- 
ren die beiden Negeljchaaren fic) jedod) nicht in a, fo haben die 
involut. rauml. Syſt. und die beiden involut. im Syſtem enthalte: 
nen Regeljdaaren noch einen 2ten Peitjtrahl b gemein, welcher als- 
dann die Are der gejuchten imagin. Ebene darjtellt, Nad) Nr. 132 
fonnten nämlich die beiden Negelflächen, welche den Strahl age: 
meinjam haben, außerdem aud) nod) eine Linie III, oder 3 Gerade 
Yinien (von denen 2 in 1 zujammen fallen können), oder 1 Gerade 
Yinie und eine Kurve II gemein haben, dag aber bier nur der 
gall eintreten fann, daß beide Negelflächen nod) 3 Gerade gemein 
haben, von denen 2, welche die a (und b) fdjneiden in eine zuſam— 
men fallen oder imagin. werden können, ergiebt ſich aus folgender 
Betrachtung: um eine im Syftem enthaltene involut. Negeljchaar, 
deren imagin. Ordnungsjtrablen die beiden Eonjungirten Geraden 
f und f, oderg und g, darjtellen, und die die a als Leitjtrahl enthält, 
zu erhalten, braucht man nur zu 2 beliebigen Geraden pq, welche die 
Gerade a aber nicht Jich jchneiden, die entjprechenden py qy (für das 
Syſtem ff,) und pogo (für das Syftem gg,) dazu zu nehmen, 
vie involut. Negeljhaar pp, . qq, im erften Syſtem, und die ins 
volut. Regelichaar ppo.qqes im 2ten Syſtem jtellen ein Paar der 
erwabnten involut. Negeljchaaren dar (oder mit andern Worten pq 
Pid: it eine Darjtellung von f und pq peqe eine Darjtellung 
von q). Dieſe NRegeljchaaren haben aber ofjenbar die 3 Geraden 
apq gemein, und müfjen daher, wenn fie fic) nicht in a berühren 
noch in einem Strahle b jchneiden. 

9) 2 imagin. Gerade II f und g, die in 1 Ebene liegen, be- 
jtimmten einen Punkt. Der Beweis hiefür wird auf diefelbe Weije 
geführt, wie der in 8); ſollen nämlidy f und g in 1 Ebene liegen, 
fo müſſen die beiden involut. räuml. Eyjteme, welche durd ff, und 
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gg, oder umgekehrt, durch welche ff, und ge, beſtimmt find, ent: 
weder einen Leitſtrahl b, in dem fie fich berühren, oder 2 Leitjtrahlen 
b und a gemein haben; im erjten Fall liegt der gejuchte Punt in 
b, im 2ten alle in a, der Beweis ijt derjelbe wie in 8) nur fo zu 
jagen in umgefehrter Ordnung, indem dort a hier b durch die Vor: 
ausjeßung gegeben ift. 

Es ijt aus diejer Entwidlung erfichtlih, dak Hinfichtlich der 
Fundamentaleigenſchaften bei ihrer gegenfeitigen Verbindung bie 
imagin. Elemente von den reellen fich nicht unterjcheiden. 

187. Mad) dem der Art eine ganz neue Art von Elementen 
in die geometrifche Betrachtung aufgenommen ift, müſſen Modifika— 
tionen und Grweiterungen der früheren Begriffe eintreten, wenn 
unjre Entwidlung auch auf diefe neuen Elemente ausgedehnt wer: 
den ſoll. 

Betrachten wir nun entjprechend der Entwidlung der Nr. 5 
was über die Anzahl der Elemente, weldye bie einzelnen Grundge- 
bilde enthalten, zu jagen ift. 

a) Elemente eines reellen Glementargebildes I. Wir bezeidy: 
nen wieder die Anzahl der reellen Punfte einer Geraden mit u+l 
bem entjprechend erhält man die Anzahl der in einem reellen Ele 
mentargebilde enthaltenen imagin. Clemente durch folgende Be: 
trachtung: 

Jeder ordentliche Wurf in dem Elementargebilde beſtimmt zwar 
ein imagin. Element, allein wollte man alle ſolche ordentlichen Würfe 
als Darſtellungen imagin. Elemente gelten laſſen, ſo würde man 
für jedes einzelne derſelben unendlichmal unendlich viele Darftel- 
lungen mit aufgenommen haben, es iſt daher dafür zu ſorgen, daß 
jedes ſolche imagin. Element auch nur einmal erhalten werde, die— 
ſes erreicht man aber dadurch, daß man 1) alle Darſtellungen von 
einem feſten Punkte a ausgehen läßt, und 2) daß man jede Dar— 
ſtellung einem beſtimmt gegebenen ordentlichen Wurfe AB A, B, 
projeft. fein läßt. Der Wurf ab a,b, ſtellt alſo alle in dem reel— 
fen Elementargebilde enthaltenen imagin. Elemente dar, wenn a feft 
und aba, b, w AB A, B, ijt, woraus folgt, daß a, und b 2 ganz 
beliebige von a verjchiedene Elemente darjtellen fünnen, damit ein 
folches imagin. Element erhalten wird. Die Anzahl diefer ver- 
ſchiedenen Möglichkeiten ift aber offenbar u.(u— 1), d. b. gleich 
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der Anzahl ber möglichen Verbindungen je 2er verfdiedener reeller 
Elemente auger a. Die Anzahl aller Elemente eines reellen Ele- 
mentargebildes I ijt alfo u* +1. 

b) Anzahl der Elemente einer imagin. Geraden I. Eine 
jolhe Gerade hat einen reellen Punkt, und wird außerdem von 
jeder reellen Geraden, die in ihrem reellen Trager liegt, aber nicht 
durch ihren reellen Punft geht, in einem imagin. Punkte gejchnit- 
ten, folder Gerader giebt e8 aber nach Nr. 5 gerade u?, daher 
enthält eine folche imagin. Gerade I im Ganzen u? +1 Punfte. 

c) Anzahl der Elemente eines imagin. Ebenenbüjchels, deſſen 
Are eine imagin. Gerade I ijt. 

Seder folche Ebenenbüjchel enthält eine reelle Ebene, namlid 
den Träger der imagin. Are, außerdem aber bejtimmt jede reelle Ge: 
rade, welche die imagin. Are und ihre reelle Ebene in ihrem reellen 
Centrum fchneidet, die reelle Are einer imagin. Ebene, welche durd 
die gegebene imagin. Gerade I geht, d. h. dem fraglichen Ebenen: 
büjchel als Element angehört. Solder Gerader giebt e8 aber nad 
Nr. 5 genau u?, daher ift die gefuchte Anzahl aller Elemente des 
Ebenenbüjchels wiederum u? + 1. 

d) Anzahl der Elemente eines imagin. Strahlenbüfchels, def: 
ſen Mittelpunft A reell, dejjen Ebene aber imaginär ijt. Die reelle 
Are p der imagin. Ebene ijt ein reeller Strahl desfelben, außerdem 
fdyneidet jede reelle Ebene des Strahlenbündels A, die nicht zu= 
gleih duch p geht die Ebene in einem imagin. Strahl des frag: 
lichen Büjchels, folder Ebenen giebt es aber nach Nr. 5 gerade u?, 
daher ift die Anzahl aller Strahlen gleih wW+1. 

e) Anzahl der Elemente einer imagin. Geraden II. Offenbar 
hat eine imagin. Gerade II jo viele imagin. Punkte, als das ine 
volut. räuml. Syjtem, deffen einen Ordnungsitrahl fie bildet, Leit 
ftrahlen enthält (vgl. Nr. 155 und 185); um aber deren Anzahl 
zu finden, wähle man eine beliebige reelle Ebene, jo ijt in ibr ge 
rade ein Leitjtrabl f des Syſtems enthalten, während durch jeden 
außerhalb diejer Geraden gelegenen Punkt diefer Ebene auch gerade 
ein Leitjtrahl des Syſtems geht (nad) Nr. 159) folder Punfte 
außerhalb des fraglichen Leitjtrahls f giebt e8 aber nah Nr. 5 
genau u?, jo daß alfo ein imagin. Gerade II genau u?41 Punfte 
enthält. Da ferner jeder Leitjtrahl des Syſtems auch die Are einer 
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imagin. Ebene darjtellt, die durch die fragliche imagin. Gerade II 
geht, jo ijt auch ganz ebenfo 

f) die Anzahl der Ebenen eines imagin, Ebenenbüſchels, dei: 
‚ jen Are eine imagin. Gerade IT ijt, gerade gleich u® + 1. 

g) Anzahl der Elemente eines Strahlenbüfchels, deſſen Mit: 
telpuntt und Ebene imaginär ijt. Es find hier 2 Fälle zu unter: 
jcheiden, nämlich entweder liegt der reelle Träger des imagin, Mit: 
telpunttes in dem reellen Träger (Are) p der imagin. Ebene, in 
der der Strahlenbüjchel liegt oder nicht. Tritt der erjte Fall ein, 
jo enthält der Strahlenbiijdel einen reellen Strahl, nämlid, den 
reellen Träger des Gentrums p jelbjt, alle übrigen Strahlen dagegen 
find imagin. Gerade Il, und zwar findet man deren Anzahl am 
einfachjten, wenn man von dem gegebenen Centrum nad allen Punt: 
ten einer Geraden in der Ebene Strahlen zieht, zu diefem Zwecke 
jchneiden wir die imagin. Ebene durch eine reelle Ebene, jo bejtimmt 
diefe mit derjelben eine imagin. Gerade I, welche nach 1) gerade u? 
imagin. Punkte enthält, fo dag als Anzahl der Strahlenelemente 
für diejen 1ſten Kal fic) ergeben u?41. Liegt dagegen das imagin. 
Centrum aba,b, nicht in der veellen Are p der imagin. Ebene, jo 
enthält der Strahlenbüfchel bloß imagin. Gerade, und zwar I. oder 
I. Ordnung, je nachdem ber fragliche Strahl die reelle Are p in 
einem reellen, oder in einem imagin, Punkte jchneidet, und da jeder 
Punkt der Are p in Verbindung mit aba,b, einen Strahl des 
fraglichen Büjchels Liefert, jo erhält man wieder u2+ 1 Strahlen 
(namlid) u+1 imagin. Gerade I, und w—u imagin. Gerade II). 

h) Anzahl der Clemente eines reellen Grundgebildes II 
(ebenes Gewebe und Strahlenbündel), Nah Nr. 5 enthält ein 
veelles ebenes Gewebe u? +u+1 reelle Punkte; außerdem enthält 
es in jeder reellen Geraden nod) u? — u imagin. Punkte, da ed 
aber folder reeller Geraden nah Nr. 5 aud) W+u+1l enthält, 
fo ift die Summe aller feiner Punttelemente u? + u+ 1 + (a? +u+1) 
(u2—u) d. h. uf +ue+ 1. 

Gang auf demfelben refp. auf dem reciprofen Wege erhält 
man, dag auch die Anzahl aller Strahlenelemente eines ebenen Ge: 
webes u! +u°+1 ijt. 

Dasfelbe Nejultat hinfichtlih der Anzahl der Elemente gilt 
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nun jelbitverftändlich aud) für den Strahlenbündel hinfichtlich feiner 
Strahlen und Ebenenelemente, 

i) Anzahl der Elemente eines imagin. ebenen Gewebes. Qn 
der reellen Are p ber imagin. Ebene find enthalten u®+ 1 Puntte, 
wählen wir nun einen in ber Ebene enthaltenen Strahlenbüfcel, 
defjen Centrum ein reeller Punkt A der Are p ijt, indem wir bie 
imagin. Ebene durch alle Ebenen des Ebenenbündels A, weldye 
nicht zugleich durch p gehen, ſchneiden und zählen alle imagin. 
Punkie aller Strahlen diefes Büjchels zufammen, fo erhalten wir 
die gejuchte Anzahl in derjelben Weije wie wir in Nr. 5 die Zahl 
der reellen Punftelemente eines ebenen Gewebes uns verjchafiten, 
Der fraglidhe imagin. Strahlenbüfchel A hat aber nad) d) u? imagin. 
Strahlen, und jeder diefer Strahlen u? imagin. Punkte, fo dap 
als Anzahl aller Punktelemente einer imagin. Ebene ſich ergiebt 
u! ; w+], 

Sudt man die Anzahl der Strahlen einer imagin. Ebene, jo 
thut man am beiten, für jeden Punkt der reellen Are p diejer imagin, 
Ebene die imagin. Strahlen zu juchen, die durch ihn gehen, alle 
diefe zufammen gezählt, geben mit der einzigen veellen Geraden p die 
richtige Anzahl, Durch jeden der u? + 1 Punkte von p gehen aber 
u? imagin. Gerade, und man erhält daher als Ausdruck für die Ge- 
jammtzahl der Strahlenelemente ut +- u? + 1. 

Betrachtet man den Schein eines chenen Gewebes aus einem 
imagin, Bunft außerhalb diefer Ebene, fo erhält man ohne Weiteres, 
dap. aud) ein Strahlenbündel mit imagin, Mittelpunft genau u! + 
u’+1 Strahlen, und ebenjo viele Ebenenelemente enthält. 

k) Anzahl der Elemente eines räuml. Syftems. Nad Nr. 5 
hat ein räuml, Syftem u?+u?+u+1 reelle Punkte, in jeder jei- 
ner W+wW+2u?+u+1 (nah Wr. 5) reeller Geraden, enthält 
es ferner a —u imagin. Punkte, daher ift die Anzahl der Punft- 
elemente überhaupt u®+ut+u?+1. Durd die reciprofe Betrad): 
tung erhält man ohne Weiteres als Anzahl der Ebenenelemente im 
Raume ebenfalls WW Hui +u?+1. Um endlich die Strahlenele- 
mente des Raumes zu finden, bedient man fich am einfadjten einer 
Hilfsebene A, welche nothwendig von jeder Geraden des Raumes 
gejchnitten werden muß. Durch jeden Punkt von A (er mag reell 
oder imaginär fein) gehen nad c) u +u?+1 Strahlen und die 
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Ebene A felbjt hat WW Fu? +1 Punkte, multiplicirt man nun diefe 
beiden Ausdrücke, fo hat man offenbar jeden der ut + u*+ 1 Strah- 
fen in der Ebene A als Element aller der Strablenbiinbdel, deren 
Centra in ihm liegen, aljo u? +1 mal gezäblt, während er bloß 
1 mal gezählt werden darf, man erhält daher als wahren Ausdrud 
für die Zahl der Strahlenelemente (ut + u® +1). (u4+u? + 1)— 
u?,.(u!+w?+1)d. h. wW+ud+2ut+u? +1. 

Faſſen wir nun das Mejultat diefer Entwiclung zufammen, 
indem wir unter Elementen nun nicht mehr unterjcheiven, ob reell 
oder imaginär, jo erhält man folgendes: 

1) Sämmtlihe Elementargebilde I haben gleich viel Elemente 
und zwar ijt ihre Anzahl gleid) W+1. 

2) Jedes ebene Gewebe hat genau fo viel Punkte als Strah— 
len, und jeder Strablenbiindel hat genau fo viel Strahlen als 
Ebenen, und zwar ijt dieje Anzahl für alle Grundgebilde II genau 
gleih uf+u?+ 1. 

3) Das rauml. Syſtem hat genau fo viele Punfte als Ebe— 
nen, und ijt dieje Zahl gleih ut+u2+1, und dasjelbe hat Strab- 
len n§ + uf +2ut + uv? + 1, 

188. Nachdem jo aud) nad Erweiterung des Begriffes Ele: 
ment dennoch dasjelbe Nejultat, hinfichtlih der Anzahl der Ele 
mente der verjchiedenen Grundgebilde als giltig fic) herauegeftellt 
* bat, welches wir in Wr. 5 für die Elemente derjelben aufgefuns 
den, und das uns die Möglichkeit gewährte, die Grundgebilde über: 
haupt projekt. auf einander zu beziehen, jo benuben wir dieſes Rez 
fultat auch jet nad Einführung der imagin. Elemente, um die 
projekt. Bezichung der Grundgebilde mit Einſchluß dieſer imagin. 
Elemente möglicyjt allgemein zu vollziehen. Wir geben auch bier 
wieder von der Betradytung der Grundgebilde J aus, und legen der 
nachfolgenden Betrachtung das gerade Gebilde zu Grunde, da die 
entiprechenden Gage und Beweije für Strahlenbüfchel und Ebenen= 
büjchel au denen für das gerade Gebilde reciprof verwandt find. 

Wir nannten bisher den Wurf eines. Grundgebildes I har: 
monisch, wenn fein Werth =— Jiſt; in Mr. 39. O haben wir ge 
jehen, day dieje Definition volljtändig erjeßt werden fann durd 
folgende: ein Wurf ijt harmonijd, wenn er projekt. ijt einem Wurfe, 
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den man erhält, wenn man 2 getvennte Elemente des erjten mit 
einander vertaujcht. 

Wir nannten bisher 2 Würfe projekt, wenn fie gleiche Werthe 
haben; aus der Entwicdlung der Nr. geht hervor, daß die projekt. 
Beziehung der Grundgebilde I fic) ftets auf die perjpeft. Beziehung 
berjelben zurückführen lafje. 

Da nun für den Fall, dak imagin. Clemente mit in Be 
tradjt gezogen werden jollen, von Zahlenwerthen ber Würfe Feine 
Rede mehr jein fann, jo müſſen demgemäß die jo eben befprochenen 
Definitionen entjprechend abgeändert werden. Wir nenneit das 
ber ganz allgemein den Wurf abcd harmontjdh, wenn 
er projekt, ift bem Wurfe adch oder chab, und wir nen 
nen ferner 2 Würfe projeft., wenn fie einer Reihe von 
Wirfen angehören, von denen jeder zu feinem nad fol- 
genden perjpeft. ift. 

189. G8 joll zuerjt gezeigt werden, daß für die Art der 
projelt. Beziehung 2er gerader Gebilde (oder der Grundgebilde T) 
wie wir fie in $. 2. fennen gelernt und feither in Anwendung 
gebracht haben, und die wir die reell projekt. nennen werden, alle 
die Yundamentaljäge wie fie eben dajelbjt entwickelt wurden, aud 
nod) gelten, wenn unter ihren Elementen die imagin. berüdjichtigt 
werben jollen. 

a) 2 Würfe (und alfo überhaupt 2 Grundgebilde) find projeft., 
wenn fie einem und demjelben Zten Wurfe projekt. find. 

Sit namlid) fowohl ABCD, als aud A,B,C,D, zu MNPQ 
projeft., jo muß nad) 146. ABCD ber erjte und MNPQ der lebte 
in einer Meihe von Würfen fein oder fein können, von denen jeder 
zu jeinem nadyfolgenden perjpeft. ijt, und ebenfo muß MNPQ ber 
erjte, A,B,C, D, der legte in einer Reihe von Würfen fein oder 
jein fonnen, von denen jeder zu feinem nächſten perſpekt. ijt, alfo 
find aud) ABCD und A,B,C,D, in einer Reihe von Würfen ent: 
halten, von denen jeder zu feinem nachfolgenden perjpett. ijt. 

b) Es entjpricht jedem imagin. Punkte der einen Geraden 
ein einziger bejtimmter imagin. Punkt des andern. 

Da nämlich jedem ordentlichen Wurf aba,b, in der einen 
ein ordentlider Wurf ABA,B, in ber andern entſpricht, fo ent- 
jpricht auch dem imagin, Punkte aba,b, der imagin. Punt ABA,B, 
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und es fragt fic) daher nur nod) ob, wenn cdc,d, eine Darftellung 
desjelben imagin. Punktes wie aba,b,, dann aud der entipredende 
Wurf CDC,D, in der Zen Geraden aud eine Darftellung des: 
jelben imagin. Punftes wie ABA,B, ijt. Da aber nach der Bor: 
ausjetzung ABA,B,CDC,D, z aba, b, cde, d, 

und A,B, ABC,D,CD zz a,b, abe, d,¢d 
und da ferner aba,b,cdc,d, ze aybabe,d,cd fein mug, wenn aba, by 
und che,d, 2 Darjtellungen desjelben imagin. Punftes fein jollen, 
jo mug aud) ABA,;B,CDC,D, 2 A,B,ABC,D,CD fein, woraus 
die Michtigfeit der obigen Behauptung fid) ergiebt, 

Rufag 1. Das Weſentliche diejer lekten Beweisführung 
läßt fich kurz fo in Worte fajjen: ift p(abeda,b,c,d, ..) ra P(ABCD 
A,B,C,D,...) und find die Elemente aa, .bb,.cc,.dd,.. involut. ge- 
paart, fo ijt diejes auch mit den Elementen AA,.BB,.CC,.DD.... 
der Fall. 

Zufaß 2. Aus diefem Beweije geht zugleich hervor, daß 
in 2 reell projeft. geraden Gebilden p und p, jeder Daritel- 
lung eines imagin. Punktes eine ihr projekt. Darftellung des 
entipredjenden imagin. Punktes der andern entfpreche; es gilt 
nun aber aud) umgekehrt folgendes: entjpricht dem imagin. Punfte 
aba,b, von p der imagin. Punft ABA,B, von p,, ift dabei aba,b, 
re ABA,B, und entipricht dem reellen Punfte a von p der reelle 
Punkt A von p,, fo find immer auch ba, b, und BA,B, entfpre- 
chende Punfte, denn würden den Puntten ba, b, die von BA,B, 
verjchiedenen Punkte NM,N, entjprechen, jo wäre ANM,N, eben: 
falls eine zu aba,b, projekt. Daritelluug des entjprechenden imagin. 
Punttes, und es würde daher von 1 reellen Punkte aus 2 zu 
einem bejtimmten ordentlichen Wurfe projekt. Darftellungen eines 
imagin. Punttes geben, was nad) 75.b. und 180. unmöglich ift. 

ec) ‚Jedes Paar aa, reeller gugeordneter Elemente eines invo- 
(ut, geraden Gebildes ijt durdy die Ordnungselemente MN harmo- 
nijd) getrennt, aud) nn dieje imaginär find. 

Es fet Fig. 49 aba,b, die von a ausgehende harmonische Dar: 
ftellung von M, fo ijt ab,a,b die von a ausgehende harmonifde Dar- 
jtellung von N. Es feien ferner in einer 2ten durd a gehenden 
reellen Geraden aß, f, und af, a, 8 2 harmonische Darjtellungen 
2er anderer Eonjungirter imagin, Punkte M,N,, jo jcheiden jich 
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nach Nr. 39. e. die 3 Geraden bg 4a by By in 1 Puntte P, und 
ebenſo die 3 Geraden bf, a,a, 6,8 in 1 Punkte Q, d. h. nad 
Rr. 185 die 2 Geraden MM, und NN, einerfeit8, und die 2 Ges - 
raden MN, und NM, anbderfeits, jtellen je ein Paar fonjungirter 
magin. Gerader dar. Projieirt man nun den Wurf aM, a, Ny 
einmal von P und bas andere Mal von Q auf die Gerade ab,, fo 
erhält man nad) 146. das lite Dial 

aMa,N mw aM,a,N,, und das 2te Mal 

aNa,M mw aM,a,N,, woraus folgt nad a) 

aMa,N waNa,M was nad 146. identiſch ift damit, 
bag aa, durd) MN harmonisch getrennt find. 

d) Entſpricht in 2 reell projekt. geraden Gebilden p und p, 
den imagin. Punkte M der imagin. Punkt M,, jo entjpridyt immer 
nothwendig aud) dem dem M Fonjungirten imagin, Punfte N der 
bem M, fonjungirte imagin. Punkt N,, denn ift aba,b, eine Dar: 
ftellung von M, fo ijt ab,a,b eine Darjtellung von N, entjprechen 
nun den Punkten aba,b, von p die Punkte ABA,B, in py, fo 
entipricht offenbar dem Punkte aba,b, der Punft ABA,B, und 
dem Punkt ab, a,b der Punkt AB,A,B mw. 3. b. w. 

e) Sind 2 Gerade perfpeft. projekt. hinjidtlid) ihrer reellen 
Punftelemente, fo ijt das Centrum der perjpeft. Beziehung aud) in 
jeder Geraden enthalten, welche 2 entjprechende imagin. Punkte der- 
jelben verbindet. Denn ftellt man die entjprechenden Punkte duch 
projeft, Darjtellungen aba,b, und aßa,ß,, welde vom Schnitt: 
punfte beider Geraden ausgehen, dar, fo find nad) b) Zuſatz 2. 
bB a, bf, je entiprechende reelle Punkte beider Geraden, und 
ihre Berbindungslinien gehen daher durd) das Centrum der perjpelt. 
Beziehung w. 4. b. w. 

f) 2 Schnittpunfte RQ von 2 Paar Gegenfeitn AD BC 
und AB CD eines volljtändigen 4Ecks ABCD werden durd) die 2 
nod) übrigen Gegenjeiten AC und BD harmoniſch getrennt. Die 
dig. 50 foll, da jie bloß reelle Punkte in Berüdjichtigung zieht, 
nur dazu dienen, einen bequemen Anhaltspunkt für die Anjchauung 
zu bieten, offenbar geht aber die Nichtigkeit des Beweijes unter der 
Vorausſetzung, daß beliebige der 4 Eckpunkte imagin. find, daraus 
hervor, daß alles, worauf ſich diejer Beweis ftügt, auf denjenigen 
Sundamentaljägen über einfache Elemente beruht, welche als für reelle 
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wie imagin. Elemente gleichmaͤßig giltig in Nr. 186 nad)gewiejen 
wurden. 

Denn projicrt man ben Wurf CPAM einmal von B und 
bas andere Mal von D auf die Gerade RQ, welche weder durd) 
B nod durch D gehen fann, während nothwendig auch die Gerade 
MC und MR 2 verjchiedene Gerade darftellen, fo erhält man CPAM 
ss RNQM, und das andere Mal CPAM wm QNRM, woraus 
RNQM r QNRM w. 4. b. w. 

g) Es ift ftets abcd r bade m chab w deba. Von den 4 Würfen 
abed abi cid; DSd.d, und deba ft ſ. Fig. 51 der 2te eine Projektion 
des erjten aus S, der Bte eine Projektion des 2ten aus b, der 4te 
tine Projektion des Sten aus c,, daher der erjte auch mit bem 4ten 
projet. w. z. b. w.; auf diefelbe Weife werden auch die Übrigen Be: 
hauptungen bes Gages bewiefen, nur muß man die erfte Gerade, 
auf welche aus S die Projeftion Statt findet, durch einen andern 
Punkt als a legen. Wud) für dieje Figur gilt das in A ‘wegen 
der reellen und imagin, Punkte Bemertte. 

h) Aus g) folgt nun unmittelbar ‘der wichtige Gab, daß 
wenn in 2 einfachen Elementargebilven deSfelben Trägers .2 Ele: 
mente, fie mögen beide reell oder fie mögen beide imaginär fein, 
einander abwechjelnd entjprechen, fo gilt dieſes von je 2 entfpre- 
chenden Elementen, d. h. die beiden Elementargebilde bilden zufam- 
‚men ein involut. Gebilde. 

i) Sind MN bie reellen oder imagin. Ordnungselemente 
eines involut. Grundgebildes I, fo find fie durch jedes Paar reeller 
oder imagin, gugeordneter Clemente harmonifd) ‚getrennt. Denn 
find A und A, ein folded Baar, und ift G basjenige Element, wel: 
ches den Wurf AMA,G zu einem harmonifden macht, fo muß, da 
M fic ſelbſt entipricht, und AMA,G = A,MAG ijt, nothwendig 
aud G fich ſelbſt entfprechen, d. h. mit N zufammen fallen. 

Entjpricht einem imagin. Element P das ihm fonjungirte Q, 
fo bat das involut. Elementargebilde nothwendig 2 reelle Ordnungs- 
elemente. Denn da die beiden projekt. Clementargebilde, welche das 
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sprechend gemein, ift nun MaGa, eine barmonijde Darftellung von 
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fonjungirten Elementes Q, da aber M ein entfprehend gemeinjames 
Element beider darftellt, fo miijjen nach b) Zuſatz 2 den Elementen 
aGa, die Elemente a, Ga entfpreden, d. h. G mit N zufammen 
fallen, woraus folgt, daß M und N buch P und Q und aa, har 
monijd getrennt find. 

Sind 2 zugeordnete Punkte eines involut. einfachen Elemen- 
targebildes PQ einander nicht fonjungirt, jo fann dasjelbe reelle 
Ordnungselemente haben oder nicht, je nachdem der Sinn, wodurd 
P bejtimmt wird, dem Sinne, wodurd) Q bejtimmt wird, gleich ober 
entgegengejegt ijt. 

k) 2 projekt. einfache Clementargebilde desjelben Trägers 
haben ftets entweder ein Element oder 2 Elemente entjprechend ge- 
_ mein, die entweder reell oder fonjungirt imaginär find. Denn nad 
e) und d) gelten nun die Schlüjje von Nr. 25 bis Mr. 31 ganz 
allgemein, nur gilt die Annahme, daß das dafelbjt erwähnte involut. 
gerade Gebilde Feine Ordnungselemente enthalte, jegt nicht ınehr, 
da ja nach ben jegigen Feſtſetzungen jedes involut. gerade Gebilde 
Orbnungselemente hat, die entweder reell oder fonjungirt imagin. find. 

1) Die reel projekt. Beziehung eines Grundgebildes I ijt 
vollfommen firirt, wenn zu 3 Elementen de8 einen die 3 entfpre- 
chenden Elemente des andern gegeben find, wenn aud) imagin. Ele 
mente unter denfelben enthalten find, wobei jebody immer das im 
Auge behalten werden muß, dag wenn ein imagin. Element aba,b, 
des einen einem imagin. Element «fa, A, des andern entjpricht, 
dann nad d) allemal von jelbjt aud) das dem erjten fonjungirte 
imagin. Element ab, a,b dem dem andern fonjungirten Element 
@B,a,8 entipricht; jo dag alfo jedes imagin. Element ftets die Be- 
deutung von 2 Elementen bejitt. 

Es entjpreche dem reellen Elemente a das reelle Element a 
und 2 fonjungirten imagin. Elementen PQ des erjten 2 fonjun- 
girte imagin. Elemente P,Q, des 2ten. Wählt man nun eine von 
a ausgehende Darjtellung aba, b, von P (oder Q), und ebenjo die 
berfelben projeft. und von @ ausgehende Darftellung «da, f, von 
P, (oder Q,), fo müfjen nad) Nr. 189, b) Zuf. 2 nothwendig die 
reellen Elemente ba, b, den reellen Elementen Pa, f, entſprechen, 
wodurch die projekt, Beziehung aljo volljtändig fixirt ijt. 

m) Sind unter den Elementen, welche die reell involut. Ber 
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ziehung eines Grundgebildes I firiren, imaginäre, jo hat man nad 
der oben hervorgehobenen Befdrinfung, d. h. nad) d) 2 Falle zu 
unterfcheiden. Sind nämlich unter den Elementen 1 Baar reelle aa,, 
jo fann das 2te Paar PQ nur ein Paar Eonjungirter tmagin. Ele- 
mente fein, denn wären PQ nicht fonjungirt, fo würden ihre fon- 
jungirten als 2 ebenfalls zugeordnete Elemente, das 3te Paar zu: 
geordneter Elemente der Anvolution darftellen, d. b. es waren in 
diefem alle für die Firirung zu viele entfprechende Elementenpaare 
gegeben. Sind dagegen gar feine reellen zugeordneten Elemente ge: 
geben, fo können und müſſen 2 Paar imagin, zugeordnete Elemente 
gegeben fein, unter denen entweder feines oder die beide konjungirte 
imagin. Elemente darjtellen. St im erjten alle aba, b, eine von 
a ausgehende harmonische Darftellung von Q, fo entſpricht da aa, 
ein Paar entſprechende reelle Punkte und die Darjtellungen zu: 
gleich projekt. find, nad) b) Ruf. 2 dem 6 das Element b und dem 
b, das Element b,, d. h. b und b, find die reellen Ordnungsele— 
mente des involut. Elementargebildes. Iſt im 2ten Fall die involut. 
Beziehung firirt durch die entjprechenden Elementenpaare PP, .QQ,, 
fo lehrt folgender Hilfsfay, diefen zufammengefegteren Fall auf den 
fo eben behandelten einfacheren, in dem reelle gugeordnete Puntte 
gegeben find, zurückführen. 

Lehrjag. Sind in einem und bemjelben reellen Träger 2 
reell involut. Elementargebilde gegeben, nämlid aa, . bb, ... umd 
AA, .BB,... von denen wenigftens das eine feine Ordnungsele 
mente hat, jo giebt eS immer gerade 1 Paar reeller Punkte, melde 
jowohl in dem einen als aud) in dem andern involut. Gebilde ein: 
ander zugeordnet find, 

Nad 75. genügt es, diefen Sak für irgend ein Elementar: 
gebilde bewiefen zu haben, und wir wählen auch bier der größeren 
Anfchaulichkeit wegen eine Kurve II K als den Träger der beiden 
involut. Elementargebilde. Die Verbindungslinien zugeordneter Puntte 
desjenigen involut. Kurvengebilves I, das feine reellen Ordnungs— 
elemente enthält, fchneiden fid) in einem Punkte S (Involutions⸗ 
centrum) ber innerhalb der Kurve liegt, ift nun S, das Snvolutions: 
centrum für das 2te involut. Rurvengebilde, fo jchneidet SS, die 
Kurve K’ftets in 2 reellen Punkten MN, welde für beide involut. 
Kurvengebilde zugeordnete Punkte darſtellen. 
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Sind nun, um in unfrer Unterfuchugg fortzufahren, PP, 
und dann nothwendig aud) QQ, ein Paar fonjungirter imagin. 
Punkte, jo giebt es nach dem foeben bewiefenen Gage ftets ein Paar 
reeller Elemente, welche ſowohl in dem involut. Elementargebilde, 
wodurd die imagin. Elemente PP, als auch in dem involut. Ele 
mentargebilde, wodurd die imagin. Elemente QQ, beftimmt werben, 
einander zugeordnet find, d. h. welche nad c) fowohl durch die Ele- 
mente PP, als auch durch die Elemente QQ, harmonisch getrennt 
find, und welche daher die Ordnungselemente des involut, Elemen- 
targebilbes baritellen. 

Sind dagegen die Elemente PP, und alfo aud QQ, nicht 
fonjungirt, fo muß nothwendig, wenn für die Firtrung ber involut. 
Beziehung nicht zu viele entjprechende Elemente gegeben fein follen, 
das eine ber beiden zugeordneten Paare von Elementen, alfo QQ, 
dem erjten Paare fonjungirt fein, db. h. P und Q ebenjo wie P, 
und Q, müfjen je ein Paar fonjungirter Elemente darftellen. Sind 
mm M und N ebenfo wie bei ber lebten Betrachtung bie beiden 
einzigen reellen Punkte, welche ſowohl durch P und Q, als aud 
burd) P, und Q, harmonisch getrennt find, fo it MPNQ und 
MP,NQ, je ein harmonifcher Winf, daher MPNQ w NP,MQ,, 
baber MN. PP, . QQ, eine Snvolution; wobdurd diefer Fall auf 
ben eriten zurückgeführt ift. | 

190. Nachdem fo die Fundamentalfage über die reell projekt. 
Beziehung der Grundgebilde I als giltig erwiefen find auch für den 
Fall, daß die imagin. Elemente derſelben mit in Betracht gezogen 
werben, gelten nun aud) und zwar nicht nur für diefe Grundge- 
bilde I, fonbern auch für die Grundgebilde IT und III, und für 
die Elementargebilde IT und III alle die Gabe, weldhe fih auf 
diefe Fundamentalſätze ftügen, und e8 follen nun in Kürze die 
hauptjächlichiten hieher gehörigen Gage zufammengeftellt werben, 
wobei immer vorausgefegt wird, daß bie projeft. Beziehung die bis: 
her betrachtete fei, bei der jedem reellen Element wieder ein reelles 
entfpridjt, und die wir die reell projeft. nennen. 

Ein involut. Elementargebilde I hat ftets 2 Drbnungselemente, 
bie reell oder fonjungirt imaginär find. 

2 projekt. Elementargebilde I desſelben Trägers haben ent: 
weder 2 reelle oder 2 fonjungirte imagin. Punkte, oder 1 Punkt 
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entiprechend gemein (gad) Nr. 30) im legtgenannten Falle vereini- 
gen fic) 2 reelle oder 2 fonjungirte imagin. entjprechend gemein- 
fame Punkte in dem 1 (vergl, Nr. 34). Alle Elementargebilde I 
und II und III haben genau gleich viele reelle und gleich viele 
imagin. Elemente. 

Jedes involut. Elementargebilde hat 2 Orbnungselemente. 

2 projekt. Elementargebilde besjelben Trägers haben 1 ober 
2 entfpredjend gemeinfame Elemente, 

Die projekt. fowie die involut. Beziehung 2er Elementargebilve 
II ober III desjelben Trägers ijt aud) vollfommen firirt, wenn un- 
ter den entfpredenden Elementen imagin. fich befinden, wenn nur 
die Rr, 189. d) hervorgehobene Beſchränkung im Auge behalten wird. 

Bei 2 projekt. ebenen Geweben desfelben Träger wurde 
hinfichtlich der entjprechend gemeinjamen Elemente ber Fall hervor: 
gehoben, daß fie 1 Punkt und 1 nicht durd ihn gehende Gerade 
entjprechend gemein haben finnten, diefes muß nun dahin abgeän- 
dert werben, daß fie 3 Punkte und 3 Gerade, von denen je 2 ima- 
ginär find, entfpredend gemein haben. 

Sede reelle Gerade eines Polarſyſtems enthält 2 fich jelbft 
fonjugirte Punkte, die alfo in ber Ordnungskurve liegen, dieje mag 
veell oder imagin. fein, biefe Punkte find die Ordnungspuntte des 
burd) die fonjugirten Punkte der Geraden bejtimmten involut. ge- 
raden Gebilbes in berjelben. Daher hat aud) jedes Polarſyſtem 
eine Ordnungsfurve. 

Ebenjo gehen hurd jeden fich nicht felbjt fonjugirten Punkt 
eines ebenen Polarfyftems 2 Strahlenelemente der Ordnungskurve. 

Sede Ebene A eines rauml. Polarfyftems enthält entweder 
2 gerade Gebilde, oder alle Punfte einer Kurve II, deren fämmt- 
liche Punkte fic) felbft fonjugirt find, und die daher in der immer 
eriftirenden Ordnungsflade Liegen. Iſt nämlich die A ſich felbit 
fonjugitt, d. b. Liegt ihe Pol a in ihr, in weldem Falle eine 
reelle Ordnungéflade vorhanden ijt, jo bilden die fammtliden fone 
jugirten Geraden des Strahlenbüfchels a iniA einen involut. Straß: 
Ienbüfchel (vergl. Nr. 169), deſſen Ordnungsſtrahlen die oben er: 
wähnten beiden Geraden in A darftellen, ober in A ift durch das 
rauml, Bolarfyftem ein ebenes Polarfyftem beftimmt, beffen Ord- 
nungskurve die oben erwähnte Kurve II daritellt, 
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Ebenjo gehen duch einen Punkt eines räuml. Polarfyftems 
2 Gerade deren Ebenen ſämmtlich fic) felbjt fonjugirt find, ober 
alle Ebenen einer Kegelfläche LI, denen diejelbe Eigenschaft gufommt. 
Seve fic) felbjt konjugirte Gerade enthält gerade 2 Puntte 
ber Orbnungsfläche, denn die fonjugirten Punkte derjelben bilden 
ein involut, Bunktgebilde, defjen Ordnungspunfte die beiden in ihr 
enthaltenen Punkte der Ordnungsflade darjtellen. 
Ebenſo gehen, durd) jede fic) nicht felbjt Eonjugirte Gerade 
eines räuml. Polarſyſtems 2 Ebenen der Ordnungsflade. 
Sede frumme Fläche II K, mit Ausnahme der Kegelfladen 
U, muß als Regelflace betrachtet werden. Sit nämlid K eine 
burdaus krumme Glade II, fo fann fie jtets als Orbnungsfläche 
eines rauml. Polarſyſtems betrachtet werden; in jeder fich felbjt 
fonjugirten Ebene giebt e8 nach dem foeben Bewiefenen 2 Gerabe, 
die in der Ordnungsflide Liegen, und es muß daher nur nod) be- 
wiefen werben, dag dieje Geraden in 2 Schaaren zerfallen, von ber 
nen alle Strahlen ber einen Schaar von. jeder Geraben ber andern 
gejchnitten werben, ohne daß alle Strahlen in 1 Ebene liegen. Sind 
aber A und B 2 beliebige fic) felbjt fonjugirte Ebenen, ab ihre beis 
den Pole aa, und bb, die beiden Paare von Strahlen in ihnen, 
bie der Ordnungsflade angehören, jo fchneiden fich die beiden Che- 
nen A und B in einer Geraden, in ber gerade 2 fic) felbjt Eon- 
jugirte Punkte enthalten jind, diefe Punkte müfjen aber ſowohl in 
a unda, als aud) in b und b, liegen, und daher a und b fid in 
bem einen, a, und b, fic) in dem andern fdjneiden, woraus bie 
Richtigkeit des Behaupteten alsbald folgt. 
jedem Grundgebilde I entipricht ein ihm reell projeft,, aud 
wenn die imagin. Clemente derjelben mit in Betracht gezogen were 
den, daher entfpridjt auch jedem Clementargebilde II ein ihm pro- 
jett. und jedem Paar fonjungirter imagin. Element desjelben wie: 
der ein Paar fonjungirter imagin. Elemente, wobei wir unter einem 
imagin. Elemente eines Elementargebildes II (oder III) den Schnitt 
2er imagin. entjprechender Elemente von 2 zu ihnen perjpeft. Grund: 
gebilde I veritehen, 
Da jedem volljtändigen 4Eck ein volljtändiges 4Eck oder 
4Seit entjpriht, jo entjpricht auch jedem harmonischen Wurf wies 
der ein harmoniicher Wurf. 
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Es entipriht in 2 follinedren ebenen Geweben jedem Paar 
fonjungitter imagin. Punfte und jedem Paar fonjungirter imagin. 
Geraden I je wieder ein foldes Paar, der Verbindungslinie 2er 
imagin, Punkte die Verbindungslinie der entjprechenden imagin. 
Punkte, und dem Schnittpunfte Zer imagin. Geraden der Schnitt 
punft der entjprechenden imagin. Geraden. Die Richtigkeit diefer 
Behauptungen ergiebt fih daraus, dak die ordentlihen Würfe, 
welche dieje einzelnen imagin. Elemente bejtimmen, in den ebenen 
Geweben einander in der oben angegebenen Weife entjprechen. 

Auf diefelbe Weife findet man, daß bei der reciprofen Bes 
ziehung 2er ebener Gewebe jedem Paar tonjungirter imagin. Puntte 
ein Paar fonjungirter imagin. Gerader und der Verbindungslinie 
2er imagin. Punkte der Schnittpunkt der entiprechenden imagin. 
Geraden entfprede. 

In die Beitimmungsftücde Zer projekt. ebener Gewebe können 
imagin. Punkte oder Gerade mit aufgenommen werben, wobei ein 
imagin. Element denfelben Werth oder diejelbe Bedeutung hat als 
ein reelleS, wenn man nur auch hier wieder beachtet, daß wenn 
bem imagin. Punkt P das imagin. Element P, entjpricht, dann im: 
mer von felbjt der bem P fonjungirte Punk dem dem P, fonjun- 
girten Elemente entfprechen müfle, jo daß alfo jedes Paar entipres 
dender imagin. Elemente jozufagen den Werth von 2 Paaren ge 
gebener entfprechender Clemente hat. 

Wir begnügen uns den Beweis für die follineire Beziehung 
zu führen: Gind unter den 4 Punkten ABCD, weldye die folli- 
neäre Beziehung firiren, 1 Paar fonjungirte imagin. Punkte AB 
mit ben entjprechenden Elementen A,B, des andern Gewebes gege- 
ben, jo beftimmen dieſe ein Paar reelle Gerade p und p, die ein 
ander ebenfall8 entfpreden, dem Schnittpunft von p und CD ent: 
fpricht dabei der Schnittpunft von p, und C,D,, wodurd nad 
Nr. 189b) und 1) die reell projeft. Beziehung von p und p, jowohl, 
alé von CD und C,D, vollfommen firirt ijt. Sind dagegen ſowohl 
AB als aud) CD fonjungirte imagin. Punkte, jo müfjen jie in 2 
verſchiedenen Trägern enthalten fein, deren reeller Schnittpunkt dem 
auf diejelbe Weije durch A,B,C,D, beftimmten entfpridt, wodurd 
dieje beiden Paare reeller Träger wieder vollfommen unzweideutig 
projekt. auf einander bezogen find nad) Nr. 189. 
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Die Bedingung, welde von den entfprechenden Elementen 2er 
follinedrer ebener Gewebe erfüllt fein muß, damit die entiprechenden 
Elemente involut. gepaart find, d. . damit ein involut. Syftem entitehe, 
bleibt ebenfalls diefelbe, wenn auch ftatt je ein Paar reeller Elemente 
ein Paar fonjungirte imagin. Elemente in fie aufgenommen wird. 

Entipredhen die 2 Punftenpaare AA, BB, bie in verfchiebe- 
nen Geraden liegen einanber abwedfelnd, jo künnen folgende Fälle 
eintreten, 1) AA, find reell, bann müffen BB, fonjungirt imagin. 
jein, alsdann ijt ber Trager BB, ebenfalls reell involut., 2) AA, 
und BB, ftellen je ein Paar fonjungirter imagin. Punkte dar, alé- 
dann find ihre Trager ebenfalls reell involut. 

3) AA, find beide imaginär aber nicht fonjungirt, alsdann 
mifjen nothwendig die beiden Punkte Bu. B, den Punkten Au. A, 
fonjungirt fein. Sind nun aba,b, und aßa,ß, die beiden von dem 
entjprechend gemeinfamen Schnittpunkt ihrer reellen Trager aus- 
gehenden projekt. Darftellungen von A und A, fo entiprechen offen- 
bar die Punkte 68 a, a, b, A, einander abwedfelnd, woraus bie 
Richtigkeit ebenfalls fich ergiebt. 

Auf diefelbe Weiſe wird die Bedingung, unter der ein reci- 
profes Syftem ein Polarjyftem wird, nicht geändert, wenn Statt 
ein Paar reeller Punkte ein Paar fonjungirter imagin. Punfte 
aufgenommen werden. 

Sit nämlich ABC das abfolute Polardreieck, deffen 2 Ecken 
~ BC fonjungirt imagin. find, jo folgt dod) aus Nr. 189i), daß der 
reelle Träger BC auch reell involut. ift, alfo giebt e8 unenblich 
viele Dreiee mit Lauter reellen Elementen die auch abjolute Po- 
farbreiede barjtellen, woraus die Nichtigkeit folgt. 

Sind 2 räuml. Syſteme R u. R, reell projekt. auf einander 
bezogen, fo gelten für fie gang allgemein die Sage, wie wir fie bis 
ber haben fennen lernen, nämlich jedem Paar fonjungirter imagin. 
Elemente entjpriht ein Paar fonjungirter imagin. Elemente, dem 
Element, das in R dur 2 imagin. Elemente beftimmt wird, ent 
fpricht in R, das Element das durch die entfprechenden Elemente 
beftimmt wird, jedem Paar fonjungirter imagin. Elemente eines 
reellen Elementargebilves I ober II oder III, ein foldes Paar des 
entjprechenden Elementargebildes I oder II oder III; Inſonderheit ent- 
fpridt in 2 follinedren räuml. Syitemen R und R, jeder Geraden 
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IE u von B eine Gerade II u, von Ry und jedem Punkte von u 
ein Punkt. von uz; wir nemen die Geraden u und u, ebenfalls 
projeft. auf einander bezogen und wollen hier nod) einige für bie 
Folge wichtige Eigenfchaften, einer ſolchen Beziehung anführen. 

Durd je3 Punkte abe *) vow uift ein Syſtem von Punkten der u 
beftimmt, dere Träger abe eine Regelfdaar abe bilden (Nr. 156), 
wir fagen alle diefe Punkte bildeten eine Kette, und es gilt mun der 
wichtige Sat: jeder Kette K von u entjpricht eine Kette Ky in uy. 
Yedem in einer Kette K, enthaltenen Wurfe von u entſpricht ein 
ihm projeft. Wurf der entprechenden Kette K, im u. Wir nennen 
4 Punkte von u harmonijd, wenn ihre Träger im einer Mette lie 
gen, und in ihr einen harmonifchen Wurf bilden. Eine Involution 
ist 1 Kette wieder 1 beftimmte Involution, jedem Sinn in 1 Kette 
wieder I folder. 

Diefes Alles folgt auch hier einfach daraus, daß die reellen Dar: 
fiellungen ber fraglichen imagin. Glemente einander im ber ange: 
gebenen Weiſe entſprechen. 

Bei der Fixirung der projeft. Beziehung 2er räuml. Syſteme 
fönnen ſtets an die Stelle eines Paares reeller Punkte ein Paar 
fonjungirter imagin. Bunfte treten, Gind 2 Paar Fonjungivte 
imagin. Pnnfte AP und BQ in R, und 1 reeller C und die 
entipredenden beiden fonjungirten imagin. Elemente A,P; u. B,Q, 
und bas entfpredende reelle Clement C, in R, gegeben, fo dürfen 
die reellen Träger von AP und BQ nicht in 1 Ebene liegen. Iſt 
mun bon C eine Gerade gezogen, die die reellen Träger von AP 
und BQ, beide in je 1 reellen Punkt af ſchneidet, fo entjprechen 
biejen reellen Schnittpuntten von R die auf die entjprechende Weile 
in R, gefundenen reellen Puntte o,f, in A,P, und B,Q,. Dadurch 
find die beiden reellen Geraden AP und A, Py fowohl, als auch bie 
veellen Geraden BQ u. B,Q, vollitändig projekt. auf einander bego- 
gen nad Nr, 1891), und alfo zu 5 reellen Punkten in R, vow denen 
feine 4 in 1 Ebene liegen, die entjprechenden in R, gefunden. Sind 
bloß 1 Paar fonjungirter imagin. Punkte AB, und aljo nod) 3 


*) Mir nennen wohl in ber Folge a einen Punft einer imagin. Gera 
den IL u, wenn a dev reelle Träger eines in der u enthaltenen imagin, Punt: 
tes iff. 
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reelle CDE, von denen feine 2 mit dem reellen Träger ber erſteren 
im 1 Ebenen liegen dürfen, in R nebft ihren entfprechenden Elemen- 
ten A,B,C, D, E, in Ry gegeben, fo beftimmt die Ebene CDE in 
bem Träger AB einen reellen Punft, der dem auf entjprechenbe 
Weiſe in Ry gefundenen Clemente entfpridjt. Die Gerade AB ift 
daher nad Nr. 1891) vollitändig reell projeft. auf die Gerade A,B, 
bezogen, und auch für dieſen Fall der Nachweis geliefert. 

Die Bedingung, unter welcher 2 follinedre räuml. Syfteme ein in- 
volut. Syftem bilden ſ. Nr. 154 ändert fid) nicht, wenn aud) an die Stelle 
von je 1 Paar reeller Punkte ein Paar fonjungirter tmagin. treten. 

Bon den 3 Paar einander in boppeltem Sinn entfpredjenden 
Puntten AA, BB, CC, können nun entweder jedes Paar ein Paar 
fonjungitter imagin. Punkte darftellen, oder ein Paar derfelben 3. 2. 
CC, ift einander fonjungirt oder ift reell, wobei dann nothwenbdig 
von den beiden entiprechenden Punkten AA, der eine fowohl ala 
ber andere den beiden andern BB, fonjungirt fein müfjen, wenn 
fie nicht reell find. Im Iften Fall ergiebt ſich die Nichtigkeit der 
Behauptung unmittelbar daraus, dah bie 3 Träger AA, BB, CC, 
in diejem Fall nad) Nr. 1891) reell involut. fein miiffen. Im 2ten 
Falle unterjcheiden wir 2 Fälle: liegen AA, und BB, in 1 Ebene, 
fo ftellt diefelbe nad) Nr. 190 ein reell involut. Syftem dar, und 
eS ift aljo der Fall ganz auf den von Nr. 154 zurüdgeführt, da 
CC, ebenfalls reell involut. fein muß nad Nr. 189i). Liegen AA, 
und BB, nidt in 1 Ebene, fo beftimmen die VBerbindungslinien 
AA, und BB, 2 fonjungirte imagin. Gerade m und n, beren jede 
fich felbft entjpricht, während der reelle Träger AB und die in ihm 
fiegenden Schnittpunfte mit m und n dem reellen Träger A, By und 
den in ihm liegenden Schnittpunften mit m und n in doppeltem 
Sinne entiprechen. Nun beftimmt aber die Ebene Cm in n einen 
Punkt N der dem Schnittpunkt N, der Ebene Cym mit n in 
doppeltem Sinne entfpridjt, und zwar e8 mögen C und C, reell 
oder fonjungirt imaginär jein nad) Nr. 186, die 4 imagin. Punfte 
AA, NN, von n, und ihre reellen Träger entjprechen daher den 4 
imagin. Bunften A,A N,N von n und ihren reellen Trägern in dop- 
peltem Sinne, und bilden daher eine involut. Regelfdaar, berem 
Leitftrahlen entjprechend gemeinfame Gerade darftellen, wodurd ein 
involut, Syitem vollfommen firirt ift nach Nr. 160. 


he 


Aud die Bedingung, nach welder ein reciprofes Syſtem in 
ein Polarſyſtem übergeht, (ſ. Nr. 167) bleibt ungeändert, wenn an 
die Stelle je Zer veeller Punkte ein Paar fonjungirte imagin. tre- 
ten, injoferne nämlich ftets der Träger eines folden Paares imagin. 
Punfte nad) Nr. 189 ı) reell involut. fein muß, fo dak es in ihm 
aud) unendlich viele veelle Punkte giebt, die einander abwedjelnd 
entjprechen, jo dak man aljo an der Stelle eines abjoluten Polar: 
tetraeders mit theilweifen imagin. Gefen ftets eines mit lauter reel: 
len Eden erhält. 

191. Jn Nr. 183 wurde angegeben, daß die involut. Be 
ziehung der Kurven II zu feinen neuen imagin. Elementen führe, 
jondern daß die imagin. Punftelemente der Kurven II mit den 
imagin. Punkten der geraden Gebilde, und ebenjo die imagin. Strah— 
fenelemente derfelben mit den imagin. Elementen der Strahlen: 
büfchel I zufammenfallen. Diejes fol nun in nähere Betrachtung 
gezogen werben. 

Es fei Fig. 52 aa, . bb; .ccy.. das involut. Kurvengebilde K, 
defjen imagin. Orbnungselemente aba, b; und ab, a,b gefucht find. 
Nad) 75.a findet man nun einfach die entiprechend gemeinfamen 
Punktelemente der projekt. Kurven II Kfabc...) w K(abıc ...) 
indem man von dem 2ten Rurvengebilde a,b,c,.. einen Schein von 
einem Punft a der erften, und umgekehrt von dem Iften Kurven- 
gebilde abc einen Scein aus dem entjprechenden Punkte a, des 
2ten nimmt, die fo erhaltenen perfpeft. Strahlenbüjchel a und a, 
haben eine Are der perjpett. Beziehung p, welche durch die entfpre- 
hend gemeinfamen Punkte der beiden Kurven geht. 

Hinfidtlid) der Lage diefer Geraden p gilt nun ganz allge- 
mein folgendes: Bezieht man das ebene Gewebe des Trägers von K 
nad) Nr. 82e) fo projekt. auf ſich, daß die K ein entjprechend gemein: 
james Gebilde darftellt, in dem den Punkten abe die Punkte a,b,c, 
entjprechen, fo ift p ſtets eine entſprechend gemeinjame Gerade bie- 
jer beiden projeft. Gewebe. Bor allem bleibt nämlich p unverän- 
dert dieſelbe Gerade, wenn man die beiden Centra a und a, in ein 
beliebiges anderes Paar entjprechender Punkte cc, verlegt, was un- 
mittelbar daraus folgt, daß nad) Nr. 46 in dem 6Ed ac, ba cb, 
wig. 53 die 3 Paar Gegenfeiten ac, ayc, ab, a,b, ch, yb in 3 
Punften 1 Geraden p ſich jchneiden. Bezeichnet man nun ferner 
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den Punkt a als Element des 2ten Kurvengebilbes mit n,, und 
entjpricht ihm als foldem der Punkt n des lften Kurvengebildes 
und bezeichnet man ebenjo den Punkt a, als Element der Iſten 
Kurve durch m und entjpricht ihm als folder m,, fo entfpridt 
offenbar dem Scnittpunfte von aa (d.h. any) und mn (d.h. ayn) 
alg Punkt des Ijten ebenen Gewebes der Schnittpunft von a, a, 
(d. h. apm) und mn, (d. h. am,); da aber diefe beiden Schnitt: 
punkte ftet8 auf p liegen müjjen, fo entfpridt ganz allgemein jedem 
Punkte von p wieder ein Punkt von p w, 3. b. w. 

In unferm Falle wird aljo die Gerade p durch die Ynvolu- 
tionsare der involut. Kurve K dargeftellt. 

Will man nun die beiden imagin. Punkte in p felbft finden, 
jo nehme man (Fig. 54) einen zu den beiden projekt. Kurvenge- 
bilden K(abed..) und K (a, bye, dy...) perfpeft. Strahlenbüfchel a, 
nämlih afbed..] m a[bjcd,..] oder bed... wm bray dy... ibve 
beiden entfpredjend gemeinjamen Strahlen, aljo die Orbnungsitrah: 
len des involut. Strahlenbüfchel® bb, . cc; beftimmen in p die 
beiden imagin, Kurvenpunfte a Pa, A, und af, a, B. 

Bujak. Wir haben in Nr. 190 nod andere imagin. Puntte 
von einer Kurve II K fennen gelernt, nämlich die fic) felbjt fon- 
jugirten Punkte von Geraden, welche in einem durch K bejtimmten 
Polarſyſtem liegen, aber mit K feinen reellen Punkt gemein haben ; 
und es mug daher bier noch nachgewiejen werden, daß die dortigen 
Refultate mit dem jo eben gefundenen nicht in Widerſpruch ftehen. 
Betrachtet man jedoch in Fig. 54 die beiden imagin. Punkte «fa, A, 
und af, a,8, welde nad dem Borigen die involut. Kurve 
K (aa,.bb,.cc,..) als ihre Ordnungspunfte in p enthält, jo 
leuchtet die Webereinftimmung alsbald ein, denn betrachtet man die 
4 Ede aba,b,, acayc, etc., jo fieht man alsbald, daß BA, .yyı etc. 
in Bezug auf unjre Kurve K wirklich fonjugirte Punkte darjtellen. 

Wud) erbellet, daß in den beiden zu K peripelt. Strahlen: 
büfcheln aa, dem Strahle a(PyB,7,) der Strahl a,(d, 7, By) ent 
jpricht, die aber in p denfelben imagin. Schnittpunkt erzeugen, fo 
bag auch die Uebereinjtimmung mit dem in 90. über imagin. Punkte 
der Kurven II Gejagten erwiefen ijt. 

192. Die Refultate der reciprofen Entwiclung lauten aljo: 
Die imagin. Strahlenelemente abayb, und abya,b eines Strahlen: 
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bijdels II, welche man erhält als die Ordnungselemente eines in- 
volut. Kurvengebildbes aa, .bb,, das Feine reellen Ordnungéftrablen 
enthält, führen zu feinen neuen imagin. Elementen, fondern find 
identijd mit den imagin. Geraden I. 

Der reelle Träger 2er imagin. fonjungirter Strahlenelemente 
in einer Kurve II ijt bas Involutionscentrum P des involut. Strab- 
lenbüjchel® IL, dejjen Ordnungsſtrahlen fie darjtcllen. 

Dieje 2 imagin. Strahlen haben mit der Kurve II die beiben 
imagin. Punkte gemein, welche in der Snvolutionsare p derjelben 
involut. Kurve II liegen, und wir fagen, baß jeder diefer beiden 
Strahlen die Kurve in einem diejer beiden Punkte berühre. 

Ye 2 zugeordnete Strahlen des involut. Büſchels P, deſſen 
Ordnungsſtrahlen dieje beiden imagin. Tangenten der fraglichen Kurve 
IT bilven, find in Bezug auf diefelbe Kurve IT einander fonjugirt. 

Zuſatz. Nachdem jo die Yoentitat der imagin. Elemente der 
Kurven II mit ben imagin. Elementen der geraben Gebilde und 
Strahlenbüſchel nachgewiejen, folgt nun unmittelbar, daß, um bie 
projeft. Beziehung 2er Kurven II zu firiven, unter den 3 hiezu 
nöthigen entipredenden Elementenpaaren auch ein Paar fonjungir- 
ter imagin. enthalten fein könne, infoferne biefes für die geraden 
Gebilde und Strahlenbüjchel nad Nr. 89 gilt, und die projekt. 
Beziehung der Kurven IT auf die projeft. Beziehung diefer Ele 
mentargebilbe I fic) zurüdführen läßt nad) Nr. 44x. und 119, 

193. Wenden wir uns nun zu der wichtigen Betrachtung der 
gemeinfamen Punkt» (und nad) der reciprofen Entwidlung Strab: 
len=) Elemente er reeller Kurven II derſelben Ebene. Es ijt 
nöthig, bier weiter ausgubolen, wie folgt: In 2 perfpeft. ebenen 
Geweben desjelben Trägers haben 2 entſprechende Kurven II, die 
wir beiwegen der Kürze wegen felbft perfpeft. Kurven II nennen 
vergl. Ver. 87, mit der Are der perfpeft. Beziehung diefelben Puntt- 
elemente entjprechend gemein, db. 5. berührt die eine fie in 1 (veel 
len) Bunkte, fo berührt die andere fie in demfelben Punkte, fchneibet 
die eine fie in 2 reellen Punkten, fo thut die andere dasfelbe in 
denjelben beiden Punkten und ſchneidet die eine fie in 2 fonjungir- 
ten imagin, Bunften, jo find diejelben auch unter den Punttele- 
menten der anderen enthalten. 

Für die beiden erjten Fille, in denen eS fich um veelle Punkte 
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handelt, ift ber Beweis ſchon in ben Entwiclungen von Mr. 87 
enthalten, was aber die imagin. Schnittpunkte anlangt, jo ergiebt 
jid) die Richtigkeit des Gages daraus, dab die Polaren eines 
Punktes der perfpeft. Are bezüglich beider Kurven entjprechende 
Gerade ber beiden perfpelt. projett. Gewebe darftellen, und fich da- 
ber in 1 Punfte derjelben perjpeft. Are ſchneiden müflen, woraus 
die Richtigkeit fic) ergiebt nach Nr. 192. 

Der reciprofe Sag lautet: In 2 perjpeft. ebenen Geweben 
gehen von dem Centrum ber perfpeft. Beziehung an 2 entjprechenbe 
Kurve IL jtets diefelben Tangenten, d. h. entweder bloß eine reelle 
oder 2 reelle oder 2 Fonjungirte imagin. 

G8 gilt aber aud) umgelehrt der Sag: Haben 2 Kurven U 
K und K, mit 1 Geraden diejelben 2 Punkte PQ (ceell oder ima- 
ginär) gemein (oder berühren fie fie in demfelben Punkte), jo läßt 
fic) diefe Gerade immer als Are der perjpeft. Beziehimg er perjpeft. 
ebenen Gewebe betrachten, in der die beiden Kurven einander ent- 
jprechen, in dem Kalle, wenn von einem und bemjelben Punkte der 
fraglichen Geraden an beide Kurven fic) zugleich 2 reelle oder 2 
fonjungirte imagin. Tangenten ziehen lajjen, d. h. wenn beide, Kur⸗ 
ven IL dasſelbe Stüd der Geraden PQ einjchließen, oder mit ihr 2 
imagin. Punkte gemein haben. 

Denn nad Mr. 82 ijt die profeft. Beziehung ber beiben 
ebenen Gewebe desfelben Trägers vollfommen fixirt, wenn man K 
und K, als entſprechende Gebilde berjelben, und nod zu 3 Punkten 
von K die entfprechenden Punkte von K, annimmt, was nun nad 
Nr. 192 Zuf. auch gilt, wenn ‚unter den 3 Punkten fid) 2 fon- 
jungirte tmagin. befinden. Läßt man aber die beiden Punkte P 
und Q entfpredend gemeinjame Puntte fein und wählt bas Ste 
Paar ber Art, dag die ihnen zugehörigen Tangenten von K u. K, 
ih in demfelben Punkte von PQ jchneiden, jo entſprechen offenbar 
alle Punkte von PQ jich jelbjt, d. h. PQ ijt Are der perjpeft. ebe- 
nen Gewebe, 

Es ergiebt ſich zugleicd aus diefem Beweife, day Balls man 
von einem Punkte von PQ aus an beide Kurven 4 von einander 
verjchiedene Zangenten aba,b, ziehen fann, d. h. wenn die Are PQ 
night beide Kurven IL in demjelben Punkte berührt, dag man alsdann 
jtet8 diejelbe Gerade als Are der perjpeft. Beziehung der -beiben 
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Ebenen, d. h. der beiden Kurven erhält, man mag der Tangente a 
bie a, ober bie b, entiprechen lafjen; es bleibt dabei diefelbe Are 
der perfpeft. Beziehung bei verandertem Centrum. 

Der veciprofe Sak lautet: Gehen von einem Punkte S die- 
felben 2 (reellen oder imaginären) Tangenten an 2 Kurven II der: 
felben Ebene, fo lajjen fich diefelben ftet3 als entiprechende Gebilde 
2er perfpeft. ebenen Gewebe mit S al8 Centrum ber perjpeft. Be 
ziehung betrachten, wenn nämlich ein ter Strahl des Büfchels S 
entweder beide in 2 Paar reellen, oder beide in 2 Paar fonjungir- 
ten imagin. Punkten fdneidet; ift dabei S nicht ein gemeinfdaft- 
liher Berührungspunft beider Kurven IT, fo läßt fic) dabei immer 
nod die perjpeft Beziehung auf Zerlei Weife firiren, fo daß S Cen: 
trum bleibt, aber 2 verjchiebene Gerade als Bren ber perjpeft. Be 
ziehung erjcheinen. 

194, Sind nun in einer Ebene 2 Kurven II K u. Ky ge 
geben, und will man fich über ihre gemeinjchaftlichen Punkt- und 
Strahlenelemente nähere Auskunft verfchaffen, fo betrachtet man fie 
am beiten als bie 2 Ordnungskurven er ebenen Polarjyiteme. 
Sudt man nun zu jedem Punkte der fraglichen Ebene die beiden 
Polaren in den erwähnten beiden Polarfyftemen, jo erhält man 2 
follinedre ebene Gewebe, wenn man je bie beiden Polaren desfel- 
ben Punktes einander entjprechen läßt. 

Betrachtet man nun die einzelnen in Nr. 83 aufgeführten 
Balle, welche hinfichtlich der entfpredend gemeinfamen Elemente bie: 
fer beiden follinedren ebenen Gewebe eintreten finnen, fo ergeben 
fic) hieraus für die gemeinjamen Elemente unfrer beiden Kurven 
als Ordnungskurven nachfolgende wichtige Rejultate. 

I. Haben die follinedren ebenen Gewebe bloß den Punkt P 
und die durch P gehende Gerade p entfpredjend gemein, fo ift in 
beiden Polarjyftemen P der Pol von p, d. h. die beiden Kurven 
berühren einander in P, die beiden Kurven haben nod) 1 reellen 
Punkt und 1 reelle Tangente gemein, wie alsbald gezeigt werden 
wird, (wir nennen die Berührung in P eine 3punftige). 

II. Haben die follinedren Gewebe die Punfte PQ und die 
Geraden p und q entjprechend gemein, fo muß nothmendig P der 
Pol von p und Q von g fein, und einer ber beiden Pole P in 
feiner Polare p, der andere in berfelben Geraden p liegen, und 
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aljo q durch P gehen), in diefem Falle berühren fid) K und K, 
wieder in P, haben aber außerdem noch 2 gemeinjchaftliche Punkte 
(und zwar entweder reell oder fonjungirt imaginär) und 2 gemein- 
Ichaftlihe Tangenten (und zwar reell oder Eonjungirt imagin. (wir 
nennen bie Berührung in P eine 2 punftige). 

II. Sind die follinedren Gewebe perjpeft., und zwar fo, 
daß das Centrum P auf der Are der perfpeft. Beziehung p liegt, 
fo ift P der Pol von p und K und K, berühren einander in P, 
haben aber weiter feinen Punkt und feine Tangente (weber reell 
nod) imaginär) gemein (wir nennen die Berührung in P 4 punttig); 
das was in diefen legten Nummern I I und I nod) unerwiefen 
gelafjen, wird am einfachſten auf folgendem Wege direft dargethan: 

Berühren K und K, im Puntte P fi und die Gerade p, 
fo Kann diefe nad dem zu Anfang diefer Nummer Bewiefenen als 
Are der perfpeft. Beziehung er ebenen Gewebe betrachtet werben, 
für die K und K, entjprechende Gebilde darjtellen, und es können 
min 3 Fälle eintreten, entweder 1) das Centrum der perfpeft. Be 
ziehung S liegt außerhalb p (aljo aud) weber auf K nod auf K,), 
alsdann ijt nad) 150. S auch nocd) Gentrum der perfpeft. Bezie- 
bung von K und K, für eine zweite Are, und dieje Are enthält 
nad) Nr. 150 nod 2 reelle oder fonjungirte imagin. Punkte von 
K und K,, denn für den Fall einer nochmaligen Berührung würde 
der erft unter IV zu betrachtende Fall eintreten, ebenjo ijt S Schnitts 
puntt 2er gemeinjchaftliher reeller oder fonjungivter imagin. Tanz 
genten von K und K,, dabei enthält aber bei beiden Arten ber 
perjpeft. Beziehung der Strahl SP oder q ftets 2 Paare entfpre- 
dender Punkte, jo daß aljo die beiden Tangenten die in den von 
P verjchiedenen Sdnittpuntten von q mit K und K, an dieſe Kur- 
ven ſich legen laſſen, jich in einem Punkte Q von p jchneiden, d. h. 
q it Polare von Q für beide Kurven. Es ijt diejes unjer obiger 
Tall 2. Oder 2) das Centrum S ber perjpeft. Beziehung liegt in 
p aber in einem von P verjchiedenen Punkte. In diejem Falle 
läßt fih, wenn nicht wieder der Fall IV eintritt, wieder S als 
Gentrum der perfpeft. Beziehung von K und K, in doppelter Weife 
es und ba die 2te Are von p verjchieden fein aber durch 

P gehen muß, fo fdneidet fie K und K, je in nod einem Punkte, 
die aber zufammen fallen müſſen; ebenjo ift * Schnittpunkt 
Pfaff, neuere Geometrie, 
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einer zweiten gemeinfchaftlichen Tangenten von K umd Ky, ba bie 
ſtets veelle Tangente an K (oder K,) nothwendig aud bie K, (oder K) 
berühren muß. Diejes ijt unfer obiger Fall 1). Ober endlich 3) 
P jelbjt erjcheint als Centrum ber perfpeft. Beziehung; in diefem 
Palle ergiebt fih aus dem Begriff der perfpeft. Beziehung felbjt, 
daß K und K, außer p und P weber eine gemeinjchaftliche Tan— 
gente noch einen gemeinfchaftlihen Punkt haben können, denn je 2 
Punkte von K und K,, die auf 1 Strahle von P liegen, entjprechen 
einander, und jeder Tangente von K entjpricht die Tangente von 
K, die mit jener durch denfelben Punkt von p geht, da aber fein 
Strahl von P auger p einen von P verſchiedenen entfprechend ge 
meinfamen Punkt, und fein Strahlenbüjchel, deffen Centrum in p 
auger P einen von p verjdiedenen entfprechenb gemeinfamen Strahl 
haben Kann, fo folgt die Richtigkeit hieraus unmittelbar, 

IV. Sind bie beiden kollineären Gewebe wieder perjpett. 
aber fo, daß das Centrum P außerhalb der Are p liegt, fo ift wies 
ber P ber Pol von p, und zwar kommt jedem Punkte von p für 
beide Kurven diefelbe durch P gehende Polare zu, alsdann Fliegen 
die Ordnungspuntte der durch die fonjugirten Punkte in p gebil- 
beten Snvolution in beiden Kurven, und die durch fie gehenden 
Strahlen von P berühren in ihnen beide Kurven, es fommt daher 
nur darauf an, ob biefe Ordnungspuntte reell ober ob fie imagin. 
find, im erjten fall berühren fih K und K, in 2 reellen im 2ten 
in 2 fonjungirten imagin, Punkten. 

V. und VL Es bleiben mim nod) die beiden Fälle übrig, 
daß beibe Follineäre Gewebe 3 Punkte PQR und 3 durd fie ge 
bende Gerade pqr entjprechend gemein haben, wobei jedoch nach 
149, 2 Punkte und 2 Gerade fonjungirt imagin. werden können. 

In diefem Falle ftellen nothwendig PQR entipredend bie 
Pole von QR PR PQ bar, denn würde dem Q bie Gerade PQ 
als Polare zugehören, fo ware diejes aud) der Fall mit R und PR 
und wir würden dadurch mit Nothwendigfeit auf den vorigen Fall 
der perjpeft. Beziehung zurückkommen. 

Wenden wir uns nun zu der geometrifchen Deutung, welche 
bie Annahmen V und VI für unjre Ordnungsfurven K und K, 
zur Folge haben, jo miiffen wir hier etwas weiter ausholen: 

Wählt man in ber Ebene von KK, eine Gerade v, und 
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fucht gu allen ihren Punkten in ben beiden Polarfyftemen Ku. Ky 
die beiden Polaren, fo jchneiden fic) dieje im Allgemeinen in den 
Punkten einer neuen Kurve II, welche durd) die 8 Eckpunkte PER 
geht, wie fid) diejes alsbald ergiebt, wenn man bebenft, dak die 
beiden Strahlenbüfchel V und V, welche dem geraden Gebilde ent- 
jprechen, projekt. find, und daß dem Schnittpunfte von v und QR 
die Geraden VP und V,P entſprechen. 

Die neue Kurve II geht in eine Gerade vy über (befier in 
das Syſtem 2er Geraden, injoferne die Gerade p oder q oder r 
nod) dazu kommt) wenn die v durd) einen der 3 Punkte PAR geht, 
injoferne bann bie beiden Büfchel V und V, peripeft, werden; da- 
bei jchneiden fid) v und v, in eben demjenigen ber 3 Punfte PQR, 
durch ben v gebt; und emblich bilden je ein foldjes Paar zuſam— 
mengehöriger Gerader vv, ein Paar entjprechende Strahlen eines 
involut, Strablenbiifdels, was aljo fic) ergiebt: Betrachtet man 
den Schnitt des Strahlenbüfchels P, deffen einzelne Strahlen wir 
jegt als die einzelnen v betrachten, mit einer Geraden w die durd) 
feinen der 3 Punkte POR geht, fo liegen die den einzelnen Schnitt- 
puntten abc... in Bezug auf beide Kurven Fonjugirten Punfte 
bc... nad) dem vorigen Gage auf einer Kurve II, welche durch 
P geht, daher ijt ber Strahlenbiifdel P(a,bic ...) projekt, zu dem 
geraden Gebilde w(abe,..), da aber je 2 Gerade wie Pa und Pa, 
bie Rolle folder 2 gugeordneter Strahlen wie vv, bilden, fo it 
foviel bewiefen, daß v und v, entjprechende Strahlen er projet, 
Strahlenbüfchel des Trägers P barjtellen; ba aber ferner die bei- 
den Geraden PQ und PR einander in diefen Büſcheln abwechſelnd 
entſprechen, ſo bilden ſie einen involut. Büſchel. 

Hat ber fo eben beſprochene involut. Büfchel vy, Ordnungs⸗ 
elemente m und n, fo jchneiden dicfe die beiden Kurven KK, in 
benjelben beiden Punkten. Denn da in diefem Falle jedem Punfte 
von m (oder n) für beide Kurven derjelbe Punkt von m (oder n) 
fonjugirt ijt, fo find die Orbnungselemente der durch dieſe Tojugir- 
ten Punkte beftimmten Involution in beiden Kurven enthalten. 

Es [apt fid) nun aber für alle in V und VI enthaltenen 
einzelnen Fällen nachweifen, dag es wenigitens 2 reelle Ordnungs- 
elemente m und n giebt, was nun durch Betrachtung der einzelnen 
Balle näher erwiefen werden foll. 

18° 
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V Iſt das abfolute gemeinjchaftliche Polardreieck PQK reell, 
fo hat man 2 Fälle zu unterfcheiden, nämlich entweder a) e8 ent- 
halten die beiden Kurven K und K, von demjelben ein und dasfelbe 
Ed P in fi f. Fig. 55 oder b) fie enthalten 2 verjchiedene Eden 
Q und R in ih f. Fig. 56 (nach Nr. 99 muß jede Kurve ge 
tade ein Ed diejes abjoluten Polardreieds in fich enthalten). 

Zu a) Zu dem Punkte a, der in dem endlichen Dreied 4 
biegt *) gehört offenbar in jedem der beiden Polarſyſteme K und K, 
eine Polare, weldje die beiden endlichen Streden PQ und PR 
dieſes Dreiecks jchneidet. Daher fann der Sdhnittpunft a, diefer 
beiden Polaren in dem Dreiede 2 nicht Liegen, weil jede diefer bei- 
ben Polaren von diejem Dreieck ganz ausgefchloffen ijt, wohl aber 
fann a, im Dreied 1 3 ober 4 liegen, da nun die Verbindungs- 
linien der beiven Punkte aa, mit jedem der 3 Edpunfte PQR ein 
Paar folder zugeorbneter Strahlen vv, des im Obigen befpro- 
denen involut. Strahlenbüſchels darjtellen, fo ergiebt fic) hieraus 
für unjere Betradtung folgendes: liegt a, in 1, fo hat bloß der 
involut. Büfchel Q reelle Ordnungselemente, liegt a, in 3, jo bat 
bloß der involut, Büfchel R reelle Ordnungselemente, liegt aber a, 
in dem endlichen Dreie 4, fo haben alle 3 involut. Büchel PQ 
und R reelle Ordnungselemente, In den beiden erjten Fallen find 
bie 4 Schnittpunfte der beiden Kurven imaginär im lebten alle 
reell, indem fie die 4 Gefen des volljtändigen 4 Es darjtellen, dej- 
fen 3 Paar Gegenjeiten die Ordnungsſtrahlen darjtellen. 

Ad b) Sn diefem Falle fann in der Vorausfegung der in 
a) eingeführten Bezeihnung a, bloß in 3 und 4 liegen, da bie 
Polare von a in Bezug auf K von Oreie 1 und in Bezug auf 
K, von Dreie 2 ausgefchlofjen ijt, liegt nun a, in 3, fo hat bloß 
P reelle Ordnungselemente, liegt e8 in 4, fo haben wieder alle 3 
Büſchel reelle Ordnungselemente. Die Schlußfolgerung hieraus 
bleibt wie in a). 

VI. Sit das gemeinfame abfolute Polardreieck PQR imagit., 
fo muß das eine reelle Eck P desfelben nothwendig außerhalb beider 
liegen, die reelle Seite QR aljo beide jchneiden, denn läge P inner: 
halb 1 oder innerhalb beider Kurven, fo müßte nad) Mr. 189 Lehr]. 


*) Hinfihtlih der 4 durch die Geraden PQ PR QR gebildeten Drei: 
ede und beren Bezeichnung ijt bas in Nr. 173 Gefagte zu vergleichen, 
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in QR nothwendig 1 Paar reeller Punkte vorhanden fein, welche 
binfichtlich beider Kurven einander Fonjugirt wären, d. h. es gäbe 
wider die Vorausſetzung ein gemeinfames reelles abjolut, Polardreieck. 
Die beiden fonjungirten imagin. Punkte QR find in Bezug auf 
beide Kurven II fonjugirt, d. h. die beiden reellen Schnittpunfte 
von K fowohl als von K, mit der reellen Geraden QR find durd 
Q und R je harmoniſch getrennt, Betrachtet man nun aber aud 
in diefem Falle den involut. Strahlenbüfchel P, deffen entjpredhende 
Strahlenpaare folde Strahlen vv, find, wie deren Rufammenge- 
hörigkeit in V näher bejchrieben wurde, fo jehen wir, daß deffen 
Ordnungsſtrahlen m und n nothwendig reell find nad) Nr. 189i, 
weil die beiden fonjungirten imagin. Strahlen PQ und PR als 
entipredende Strahlen einander zugeordnet find, daher find aud) bie 
Schnittpunfte von m und n mit QR durd Q und R harmonisch 
getrennt, oder aud) mit andern Worten: die beiden Tangenten aa, 
von P an K, ferner die beiden Tangenten bb, von P an K,, und 
endlid) die beiden Strahlen m und n von P bilden 3 Paare ent: 
fpredjende Strahlen eines involut. Strablenbiifdels P, befien 2 
Ordnungsſtrahlen die beiden fonjungirten imaginären Strahlen PQ 
und PR find, es bilden alfo nad) Mr. fowohl ama,n, als aud 
bmb;n einen ordentlihen Wurf und fowohl K als K, müfjen mit 
dem einen ber beiven Strahlen m und n 2 reelle, mit dem andern 
2 imagin. Punkte gemein haben, da aber die gemeinjamen Schnitt- 
punkte von m und K aud) in der Ky liegen müfjen, fo folgt, daß 
K und K, in diefem hier betrachteten Falle 2 reelle und 2 imagin. 
Punkte gemein haben. 

195. Es möge min bie reciprofe Betrachtung wenigftens in 
ihren Rejultaten hier in Kürze folgen. 

Berühren 2 Kurven II K und K, fic und bie Gerabe p in 
bem Punfte P, und zieht man durch P 2 Gerade ab, melde bie 
beiden Kurven nod in den 2 Paar Punkten aa, bb, jchneiden, fo 
find 3 Fälle zu unterfcheiden, nämlich 

I die 2 Paar Tangenten in a und a, fowie in b und by 
fchneiden fih in 2 Punften die mit P in 1 von p verjdhiedenen 
Geraden liegen, alsdann haben K und K, nod) 1 gemeinjchaftliche 
Tangente und 1 gemeinfchaftlihen Punkt (wir nennen die Berüb: 
rung in P breipunftig). 
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Il. Die beiden erwähnten Schnittpunfte liegen mit P nicht 
in 1 Geraden, alédann haben K und K, nod 2 Punkte und 2 
Tangenten gemein. 

II. Die beiden Schnittpunfte liegen in p felbft, alsdann 
haben K und K, fein weiteres Element gemein, (wir nennen bie 
Berührung in P 4punttig). 

IV erleidet feine Aenderung in der reciprofen Fafjung. 

V. und VI Haben die beiden Polarfyfteme KK, ein abfe- 
{utes Polardreieck PQR gemein, und jucht man zu allen Strahlen 
eines Strahlenbüfchels, deffen Centrum auf einer immer vorhande- 
nen reellen Seite des erwähnten Polardreieds Tiegt, die ihnen für 
beide Kurven zugleich fonjugirten Geraden, jo bilden dieſe wieder 
einen Strahlenbüfchel, deffen Mittelpunft M, mit M auf derfelben 
Seite von POR liegt und zwar fo, daß jebe der Art zuſammengehöri— 
gen Gentra M und M, entſprechende Punkte eines involut. geraden 
Gebildes darftellen, indem bie beiden Ecken des Poldreiecks eben- 
falls zugeordnete Punkte darjtellen, die Ordnungselemente diefer 
involut. Gebilde ftellen die Schnittpunfte 2er reellen oder forjun- 
girten imagin. gemeinjchaftlihen Tangenten dar. Unterfudt man 
mim, ob diefe Orbnungselemente reell find, und alfo nad dem im 
Anfang diefer Nummer Bewiejenen Centra ber perfpeft. Beziehung 
beider Kurven darftellen, jo unterjcheidet man am beiten folgende 
beiden Fälle: 

V. Sit POR reell, fo theilen deffen 3 Seiten die Ebene in 
4 Dreiede irgend eine Gerade p der Ebene ijt gerade von 1 diefer 
ADreiecke ausgefchloffen; ift nun die ihr für K und K, zugleich 
fonjugirte Gerade p, von demfelben Oreie ausgejchlofien, jo find 
alle 3 Paar Ordnungselemente reell, die Kurven find alfo einem 
4 Seit mit 4 reellen Seiten eingejhrieben, deffen 3 Paar Gegen: ' 
eden jene 3 Paar Ordnungselemente bilden, ift p, dagegen von 
einem anderen ber 4 Dreiecke ausgefchloffen, fo find mur 2 Orb: 
nungSelemente reell, das beiden Kurven umfchriebene 4 Seit hat 4 
imaginäre Seiten, von denen 2 Paar Gegenfeiten fid) in den bei- 
den reellen Ordnungspunften jchneiden. 

VI Sft von dem gemeinjchaftlichen abfoluten Polardreiecf 
P reell Q und R fonjungirt imagin., fo haben K und K, ſtets 
2 reelle und 2 fonjungirte imagin. Tangenten und Punkte gemein. 


Nad dem Obigen leuchtet nun ferner alsbald folgenbes ein: 
Kund K, lafien fich ftets perfpeft. auf einander beziehen, und zwar 
im Fall I auf 3 Arten, bei II auf 3 Arten, bei III auf 1 Art, 
bet IV auf 3 Urten, bei V auf 4 oder auf 12 Arten, bei VI auf 
4 Arten, 

Berühren die beiden Kurven einander nicht (und in diefem 
Falle ijt bie Frage über die Art der perjpeft. Beziehung einfach zu 
erledigen), fo ijt immer ein gemeinjchaftliches abjolutes Polardreied‘, 
und ebenjo ein gemeinjchaftliches ein und umfdriebenes 4 Eck und 
4 Seit vorhanden (die einzelnen Elemente koͤnnen felbjtverftändlich 
dabei zum Theil imaginär fein), die Centra der perjpelt. Beziehung, 
beren eS in dieſem Falle entweder 2 oder 6 giebt, Liegen zu je 2 
auf einer ber 8 Seiten des gemeinjamen Polardreiecks, und ebenso 
jhmeiden fich die Wren der perjpeft. Beziehung, deren e8 2 oder 6 
giebt, je 2 in 1 Edle des gemeinjamen Polarbreieds, dabei gehören, 
wie man fic) leicht überzeugt zu jedem Centrum der perfpeft. Be- 
jiehung die beiden durd) die Gegenede bed Polardreieds gehenden 
Aren. Und ferner bilden auf jeder Seite des Polardreiecks 1) je- 
des Paar Schnittpunfte mit einer der beiden Kurven, 2) bie beiden 
Centra der perjpelt. Beziehung, 3) die beiden Schnittpunfte mit 
ben zugehörigen Uren der perjpeft. Beziehung 3 Paare gugeordneter 
Punkte einer Snvolution, deren Ordnungselemente die beiden Eden 
des Polardreiecks bilden. 

Rufag. Zum Schluß diefer Nummer verdient nod bejon- 
bers hervorgehoben zu werden, daß 2 Kurven II berjelben Ebene 
ftets genau ebenfo viele gemeinjchaftliche Tangenten als gemein- 
ſchaftliche Punkte haben, wie diejes aus der bisherigen Entwidlung 
in allen 6 Fällen fic) unmittelbar herausgeftellt hat. 

196, Wenden wir nun auf die leiten 2 Nummern das Ge 
feb ber Reciprocität an, wie es für räuml, Syſteme nad Nr. 81 
gilt, fo erhalten wir die entjprechenden Gage für die gemeinjchaft- 
liden Elemente der Kegelflächen I: 

Sind nun, um die Rejultate hier in Kürze zufammenzuftellen, 
aba, by 4 Strahlen oder Ehenen-Clemente einer Kegelfläche II 8 
bie einen orbentlihen Wurf bilden, fo ftellt derjelbe eine Darjtel- 
hing eines imagin. (Strahlen: oder Ebenen-) Elements der Kegel: 
Hliche dar, welches das eine Orbnungselement ded involut, Elemen- 


targebildes S (aa,.bb,...) if. Der imagin. Strahl aba, b, liegt 
in ber Ebene, in welcher die Schnittlinie zugeordneter Ebenen bes 
involut. Elementargebildes S (aa, .bb,..) liegen (Involutionsebene 
bes involut. Kegels) und ftellt eine gewöhnliche imagin. Gerade I 
S(aßa,ß,) dar, wobei aa, und AP, hinſichtlich der Kegelfläche S 
alg Oronungsflade eines Polarſyſtems im Strahlenbünbel S fonju- 
girt find; und ebenjo geht die imagin. Ebene aba,b, burd die Ge- 
rade s, in welcher fic) alle Verbindungsebenen zugeorbneter Strab- 
len wie aa, bb, des involut. Kegels S ſchneiden (Involutionsare), 
und fie ftellt eine gewöhnliche imaginäre Ebene S(AB A, B,) dar, 
wobei AA, und BB, in Bezug auf die Kegelfläche fonjugirt find. 

Eine Ebene des Strahlenbündels S, welche nicht zu den Ele 
menten der Kegelfläche II S gehört, jchneidet biefelbe in 2 reellen 
oder in 2 fonjungirten imagin. Strahlen, und durd) jeden Strahl 
des Strahlenbündels S, der nicht zu den Elementen der Kegelfläche 
II S gehört, gehen 2 reelle oder 2 fonjungirte imagin. Ebenenele- 
mente derfelben. j 

2 Kegelflächen II, mit derjelben Spike S, haben im Allge— 
meinen 4 Strahlen und 4 Chenenelemente gemein, dabei können 
biefe Elemente theilweife unendlich nahe an einander rüden, d. 5. 
in 1 ober je 1 zufammen fallen, aber nothwendig haben fie minbde- 
ften8 je 1 Strahlen und ein Ebenenelement gemein, und außerdem 
befigen fie genau fo viele reelle Strahlen als Ebenenelemente. 

2 Kegelflächen II mit derjelben Spike S können ftets ent: 
weber auf 1, oder auf 3, oder auf 4, oder auf 12 Arten als ent: 
fprechende Gebilde 2er perjpeft. Strahlenbündel f. Nr. 102 be 
trachtet werben, oder wie man e8 kurz nennt, felbft perfpeft. auf 
einanber bezogen werben. 

Eine reelle Gerade p jchneidet eine Kegelfläche II S entweder 
in 1 oder 2 Punkten wie diefes aus der Betrachtung der reellen 
Ebene pS alsbald folgt. 

Bujak. Nach diefer Erweiterung des Begriffes Element gilt 
nun offenbar die Schlußfolgerung der Mr. 148 nicht mehr voll- 
ftändig, denn daſelbſt wurde vorausgefett, daß 2 Foncentrijche Ke— 
gelflähen II 4 3 2 1 oder 0 Strahlenelemente gemein haben, wäh: 
rend die legte Zahl O nach der hier jo eben ausgeführten Entwid- 
lung jet wegbleiben muß; mit Berücfichtigung der imagin. Ele 
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mente müfjen wir baher jest auch fagen, daß 2 Follineäre. räumt. 
Syiteme im Allgemeinen 4 Punkt- und 4 Chenenelemente entjpre- 
chend gemein haben, die zum Theil zujammen fallen können, daß 
fie aber minbejtens 1 Punft und 1 Ebene entjprechend gemein haben. 

197. Wenden wir uns nun zur näheren Betrachtung ber 
imagin. Elemente der Regeljchaaren. 

Sft p eine reelle Gerade, welche mit der reellen Regelflade 
F, deren beide Regeljchaaren R und R, feien, feinen reellen Punkt 
gemein hat, jo jchneidet fie fie in 2 fonjungirten imagin. Bunften. 

PVetradten wir, um jie zu finden F als Ordnungsflade eines 
gewöhnlichen Polarjyftens, und find aa, bb, je ein Paar fonjugir- 
ter Punkte von p, fo find aba,b, und ab,a,b die beiden gejudten 
Punkte. Iſt dabei py der p fonjugirt, alfo von ihr jowohl durch 
je 1 Baar Strahlen von R als aud) von R, harmonisch getrennt, 
fo find p,(aba,b,) und p,(ab,a,b) die beiden Polaren diejer Puntte. 

Man Tann aber die imagin. Punkte noch auf andere Weije 
finden: Betrachtet man ein involut. räuml. Syitem, in weldem 
fammtlide Strahlen der Regelfdaar R und außerdem nod p Leit: 
ftrablen des Syjtems find, während die R, eine im Syſtem ent- 
haltene involut. Regelſchaar darjtellt, jo hat das involut. Syſtem 
2 imagin. Orbnungsftrahlen, welche den Leitftrahl p in den beiden 
gejudten Bunkten ſchneidet (Nr.161 u.185). Vertauſcht man in dem fo 
eben angegebenen Verfahren R mit R,, fo erhält man auf eine weis 
tere Art eben diejelben Schnittpunfte von F und p, wiewohl bie 
imagin. Ordnungsjtrahlen, duch deren Schnittpunfte fie beftimmt 
werden, wejentlid) verjchieden von den vorigen find, (Nr. 160). 

Betrachtet man endlich fowohl R als R, als eine im Syſtem 
enthaltene involut. Regeljchanr, indem man nad) Mr. 162 p als 
den einen Drönungsjtrahl des involut. Syjtems, und alfo die Ge: 
rade p,, die wie oben angegeben, in dem Polarfyftem, das burch 
die Ordnungsflade F beftimmt ijt, der p fonjugirt ijt, als den an- 
bern OrdnungSftrahl annimmt, fo beftimmen die beiden Paare von 
Orodnungsftrahlen der involut. Negelichaaren R und R, durch ihre 
Schnittpunkte mit p die gefudten Punkte. Betrachten wir nun 
biefe legten 3 Arten, die Schnittpunfte von p und F zu finden 
noch näher, jo findet man folgendes: 

198. Lehrſatz. Se 2 zufammengehörige Anvolutionsaren 
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2er involut. Regelfdaaren R(aa,.bb,..) und Ry (qq, . ry . .) 
berfelben Regelfläche F bilden 2 Leitftrahlen in demjenigen ge 
{haart involut. Syftem, das man erhält, wenn man R (aa,.bb,..) 
eine im Syſtem enthaltene involut. Regelfdaar und die Strahlen 
von R, lauter Leitjtrahlen fein läßt, oder umgekehrt, wenn man 
R, (qq .rr,..) eine im Syftem enthaltene involut. Regelfdaar und 
bie Strahlen von R lauter Leitftrahlen des Syſtems fein läßt. Wir 
bezeichnen der Kürze wegen folde der Art firirte involut. räuml. 
Syftem, das 1fte durch aa, .. bb,.., das 2te durch qgı .rrı.., wäh: 
rend wir ein involut. Syitem, in dem biefe beiden involut. Regel: 
ſchaaren enthalten find, durch aa,.bb,....qqy.rr,.... bezeichnen. 

Betrachtet man, wie eine durch p (ober p,) gelegte Schnitt: 
figur Fig. 57 deutlich machen wird, die beiden zu R (aa, . bb,...) 
perjpeft. involut. Ebenenbüfchel q und q,, fo ift in dem involut. 
Syſtem aa, . bby... qqy.rry.... die Schnittlinie der Ebenen qb 
und qıb; ebenfo wie die von qyb und gb, fich felbjt zugeorbnet, 
und beide jchneiden daher ſowohl die p als and) die p,, in fo 
ferne diefe die Orbnungsftrahlen diejes involut. Syſtems barftellen 
nad) Rr. 162. Jn dem involut. Syſtem aa, .bby.... ift dagegen 
ber Schnittlinie qb und q,b, die Schnittlinie qub und gb, zuge: 
orbnet, umd da diefed für jedes Paar perſpekt. Ebenenbüfchel gilt, 
beren Uren wie q und q, in der involut. Megelichaar R, einander 
zugeordnet find, fo muß dem Schnittpunkte der erften Linie mit p 
oder p, der Schnittpunft der zweiten Linie mit p oder pı gugeord- 
net fein, d. §. p und p, je ein Leitftrahl diefes Syſtems fein. Was 
aber fo von R gilt, gilt aud fir R.. 

Bujak. Da die involut. Beziehung von R in dem involut. 
räuml. Syſtem aa,.bb;... und die involut. Beziehung von R, in 
dem involut. räuml. Syftem qq, . rrı... vollfommen ebenfo firirt 
ift als die involut. Beziehung von R und R, in bem involut. Sy: 
ftem aa,.bb,...qgı.Trj...., fo nennen wir entjprechenb der Wr. 162 
pund p, and in Bezug auf die eine involut. Regelſchaar aa, . bb, 
oder in Bezug auf die eine involut. Regelfdhaar qq, .rr, zuſammen⸗ 
gehörige Snvolutionsaren, woraus einleuchtet, daß jeder Leitjtrahl 
de8 involut. Syſtems aa,.bb, als eine Ynvolutionsare der involut. 
Regelichaar aa,.bb; zu betrachten ijt; ebenfo ift jeder Leititrahl des 
Involnt, Syftems qq, .rr, eine Involutionsaxe der involut, Regelſchaar 
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qg,.rrı 3 diefe beiden involut. Regelfdaaren haben aber nur 2 und 
zwar zufammengehörige Involutionsaren p und p,, d. h. die beiden 
durch fie beftimmten involut, Syiteme aa,.bb, und qq, .rr, haben 
bloß 2 Reitjtrahlen gemein. Es folgt aber offenbar aud) umge: 
kehrt, daß jede Involntionsare einer involut. Regelfdaar aa, . bb, 
ftetS ein Leitftrahl des durch die imvolut, Regelſchaar bejtimmten 
involut. Syſtems aa,. bb, darftelft. 

Da jede imagin. Gerade IT u mit ihrer fonjungirten Gera- 
den al8 imagin. Ordnungsftrahlen ein involut. räuml. Syftem be- 
ftimmt, in dem jede Darjtellung von u eine im Syſtem enthaltene 
involut. Regelſchaar darftellt, deren Reitjtrahlen lauter Leitjtrahlen 
be3 Syitems find, fo fann man fid) wohl auch furg des Ausdrucks 
Leitſtrahl einer imagin. Geraden II u” bedienen, indem man dar: 
unter eben einen Leitjtrahl des durd) u und ihre fonjungirte Ges 
rade bejtimmten involut. Syſtems verfteht. 

199. Qehrjag. Durch 4 Gerade von denen feine 2 fich 
ſchneiden, und bie nicht zugleich 1 Regelſchaar angehören, tft ein 
gefchaart involut. räuml. Syitem beftimmt, in welchem jene 4 Strah: 
len Leitftrahlen darjtellen. 

Denn 3 jener Geraden beftimmen eine Regelſchaar R, deren 
Reitihaar R, eine im Syſtem enthaltene involut. Negelichaar fein 
muß, wobei die 4te Gerade Snvolutionsare der involut. Beziehung 
fein muß nad) Nr fof. Hiedurd) ift aber die involut. Beziehung 
von R, vollftandig firirt, und aljo nad) Nr. 160 das involut. Sy: 
ftem fixirt. Das Syftem hat dabei reelle oder imagin. Oronungs- 
ftrahlen, je nachdem ber 4te Leitftrahl die durch die 3 erften be- 
ftimmte Regelfläche ſchneidet oder nicht. 

200. Aus 198 geht hervor, dak die imagin. Schnittpunfte der 
Regelflähe F mit p (und p,) bei den 3 Ietsterwähnten Methoden 
der Auffindung diefelben find wie bei der erften, bei der F Orb: 
nungsfläche eines Polarfyftem$, denn die Schnittfig. 57 im Zus 
fammenhalt mit Nr. 191 läßt alsbald erkennen, daß auch für in- 
volut. Regelſchaaren die in den Snvolutionsaren enthaltenen Schnitt: 
puntte mit den imagin. Ordnungsftrahlen die Ordnungspunkte des 
Syitems Tonjugirter Punkte in Bezug auf F darftellen. 

Suchen wir nun aber die beiden Strahlenpaare ber beiden 
in F enthaltenen Regelichaaren R und R,, welche durch die beiden 
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jo eben gefundenen Scnittpunfte ber F und p gehen felbjt auf. 
Oben in A hat fich herausgeftellt, dak die beiden imagin. Ord- 
nungsjtrahlen der involut. Negelichaaren R und R,, für welche p 
und p, zufammengehörige Anvolutionsaren barjtellen, bloß in 2 
Paar Punkten fic) fchneiden, die in den 4 Schnittpunften von p 
und p, mit F liegen, fo daß fie 4 Strahlen bilden, die 2 Paar 
Gegenfanten eines Tetraeders bilden, deren übrige Kanten p und p, 
find. Bezeichnen wir nun die Schnittpunfte der F und p mit AB, 
bie der F und p, mit MN, fo jtellen die beiden imagin. Geraden 
TT AM und BN bie beiden imagin. Strahlen der einen Regelſchaar 
R, dagegen AN und BM bie beiden imagin. Strahlen der andern 
Regelihaar R, dar. ede Darftellung beb,c, der Geraden AM 
jchneidet ein Baar Strahlen mm, der Regelf[daar R, der Art, bag 
eben diefe Darftellung beb, c, 4 Strahlen einer Regelfdaar bil- 
den, von der pmp; my 4 harmonifche Leitjtrahlen find, und eben fo 
fchneidet jede Darjtellung grgır, der Geraden AN ein Paar Strah- 
len aa, ber Regelihaar R der Art, daß eben dieſe Darjtellung 
qrq,r, 4 Strahlen einer Regelichaar daritellen, von der papıa, 4 
harmonische Leitjtrahlen bilden. 

Man fann dabei für beide genannte Darftellungen von AM 
und AN von derjelben in dem reellen Leitftrahl gelegenen Daritel- 
lung von A ausgehen, als Reſultat folgt aber dann unmittelbar, 
daß die Darftellung beb,c, von AM und die Darftellung qrqyr, 
von AN ihren 2ten gemeinjamen Leitjtrahl p, in 2 imagin. Punk: 
ten jchneidet, deren Ginn gerade entgegengejeßt ijt, ba M und N 
einander fonjungirt find. Bedenft man nun, daß die imagin. Chee 
nen ber Geraden AM, deren Träger die 4 Strahlen pm p, m, find, 
zu dem Wurfe beb,c,, und ebenjo die imagin. Ebenen der Geraben 
AN, deren Träger die 4 Strahlen pap,a, zu Trägern haben, zu 
qrq ir, perfpeft. find, fo fann man das fo eben erhaltene Refultat ent- 
fleidet der fymbolijden Ausdrucksweiſe fury und einfach alfo ausdrücken: 

Es feien p und p, 2 in Bezug auf eine Megelflade F fon: 
jugirte Gerade (wir nennen fie wie ſchon erwähnt durch F harmonifd 
getrennt) a ein beliebiger Strahl, der einen (R) und m ein belie: 
biger Strahl der andern (R,) der in F enthaltener Regelfdaaren, 
projieirt man nun basjelbe in p gelegene gerade Gebilde ein Mal 
aus a, das andere Mal aus m auf p,, fo erhält man in p, 2 pro: 
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jeft. gerade Gebilde mit entgegengefebtem Sinn Dieſe 
wejentliche Verjchiedenheit zwifchen p und p, gegenüber der Regel: 
fläche F fann aber auch nod) auf andere Weife ausgebrücdt werden: 
betrachtet man nämlich die Ebene der Geraden AM und der Gera: 
den AN deren Träger p ift, fo muß, um zuerjt in m den richtigen 
Punkt von AM und dann, um in a den richtigen Punkt von AN 
zu erhalten, der Ginn der betreffenden Ebenenbüfchel gerade ent- 
gegengejeßt fein, weil die Bunfte M und N in dem zweiten gemein- 
famen Leitjtrahle gerade entgegengejeßt find, betrachtet man dagegen 
die beiden Ebenen von berjelben Geraden AM und AN deren reel- 
ler Träger pı tft, jo muß der Sinn des Ebenenbüfchels der in m 
und in a den richtigen Punkt der fraglichen Geraden bejtimmt, genau 
für beide Gerade derjelbe fein, da der Punkt A im 2ten gemein: 
Ichaftlihen Leitjtrahl p derfelbe ift. Diefes Reſultat jeiner fymbo- 
liſchen Ausdrucksweiſe entfleidet, lautet aljo: Sind pp, in Bezug 
auf die Regelflade F, deren beide Regelfdaaren R und R, find, 
fonjugirte Gerade, ift ferner a ein Strahl von R, m ein Strahl 
von R,, fo unterjcheiden fid) p und p, binjichtlih a und m alfo, 
dat dasjelbe gerade Gebilde in a einmal von p, das andere Mal 
von p, auf m projicirt 2 projekt. gerade Gebilde mit entgegen: 
gejegtem Ginn erzeugen. 

201. Um nun nod die imagin. Elemente eines Elementar- 
gebildes III zu finden, verfährt man am beiten aljo: Betrachtet 
man 2 Punkte S und S, einer Kurve III K als die Mittelpunfte 
2er projett. Strahlenbiindel, durch welche die K erzeugt wird, jo 
wird jede Ebene von denfelben in 2 follinedren ebenen Geweben 
gejchnitten, nach deren entjprechend gemeinfamen Punkten entjpre- 
chende Strahlen von S und S, gehen; und die daher auch in der 
K liegen müfjen, unter diefen können nun aud) 2 fonjungirte ima- 
gin. Punkte jein, welche dann aud) 2 fonjungirte imagin. Punkte 
von K bdarjtellen. Hieraus erhellet zugleich, dak die imagin. Punkt— 
elemente einer Kurve III zu feinen neuen imagin. Elementen füh— 
ren, jondern daß fie identifd) find mit den bisher fchon in Be- 
trachtung gezogenen imagin. Punkten, 

Zuſatz. In Nr. 119 hat fic) herausgeftellt, ba von den 
geitjtrahlen einer zu einer Kurve III K perfpeft. Regelichaar ein 
Theil mit der Kurve feinen reellen Punkt gemein haben fönnen, 
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und man war bafelbft gendthigt, auch folche Gerade als Aren von 
zu K perjpeft. Ebenenbüjcheln anzunehmen, aus der hiefigen Ent- 
wicklung ift nun zu erkennen, daß diefe Geraden mit der K 2 fon- 
jungirte imagin. Punkte gemein haben, und dak daber ein zu K 
perjpeft. Ebenenbüſchel ftets eine Are hat, die mit K 2 Puntte 
gemein hat, oder ſich ihr in 1 Punkte anjchmiegt. 

202. Der Gang in unfrer Entwidlung führt uns nun einen 
Schritt weiter, nämlich zu der Aufgabe, die projekt. Beziehung er 
Elementargebilde oder Grundgebilde in der Art zu verallgemeinern, 
dag der Unterjchied der reellen und imagin.. Clemente gang und 
gar auger Betracht gelajjen wird, jo daß nicht wie bis jegt immer 
einem reellen Element wieder ein veelles Element, fondern nur über: 
haupt ein beſtimmtes Clement entiprede. Wir gehen bei diefer 
Unterfuhung von der projekt. Beziehung er imagin. Geraden II 
aus, da hier die Betrachtung ſich jehr vereinfachen läßt, denn wäh: 
rend alle andern Grundgebilde und Clementargebilde jtets ſowohl 
reelle als imagin. Elemente enthalten, fo find bei den imagin. Ge 
raden II alle Elemente von derjelben Art, fo daß es möglich ijt, 
die veell projekt. Beziehung 2er räuml, Syjteme zu Grunde zu legen. 

Schon in Nr. 190 haben wir gejehen,; daß in 2 Follinei- 
ren räuml. Syjtemen jedem Paar imagin. Gerader I u und v 
wieder ein foldjes Baar uyv, entjpreche; jedem Punkt von u ein be 
ftimmtex Punkt von uy, jeder Kette in u eine Kette in ny, jedem 
projeft. Wurf einer Kette von u ein projekt. Wurf der entjprechen- 
den Kette in u,, jeber involut. Kette wieder eine ſolche. Nennen 
wir nun allgemein 2 imagin. Gerade IL u und u, projekt. auf ein- 
ander bezogen, wenn fie als entjprechende Gebilde 2er räuml. reell 
follinedrer Gyfteme betrachtet werden können, fo fragt es fih, ob 
alsdann auf fie nod) außerdem alle die Fundamentaljage der projekt. 
Beziehung er gerader Gebilde, wie wir fie bisher als giltig be 
tradjtet haben, nod) Anwendung finden. 

In diefer Beziehung tritt uns nun zuerft die Frage entgegen, 
ob die projeft. Beziehung er imagin. Gerader IL u und u, da 
durch vollfommen und ungweideutig firivt ijt, wenn zu 3 Punkten 
in den 3 Leitjtrahlen pqr von u die entjprechenden 3 Punkte der 
3 Leitjtrahlen pıgır, gegeben find. — Bor Allem ijt gu erjehen, daß 
es ſtets auf unendlich vielfache Weile möglih ijt, u und u, als 2 
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entſprechende Elemente Zer reell projekt. räuml. Syſteme anzunehmen, 
denn ijt aba, by ein Wurf der Leitſchaar von pqr, der eine Dar: 
ftellung von u ijt, und efe,f, ein Wurf in der Leitſchaar von piquri, 
der eine jener Iſten projekt. Darjtellung von u, ift, und bezieht 
man 2 rauml. Gyfteme reell projekt. fo auf einander, dak den 
Strahlen pqraba, die Strahlen p,q, r,efe, entfpredjen, jo ift der 
erwähnte Zweck ſtets erreicht. 

Der Kette pqr(R) entfpridht in diefem Falle die Kette pıgır, (R,) 
und zwar ift zu jedem Bunte s in diefer Kette der entjprechende 3; 
unzweideutig firirt, infoferne ber Wurf pqrs der erften dem Wurfe 
P1410 8; der 2ten projekt. fein muß. Liegt aber der reelle Träger 
s bes Punktes s von u nicht in der Kette pqr, fo fragt es fid, 
ob und wie man den entfpredenden s, finden finne. Bor allem ijt 
nun Flar, dag s als Leitjtrahl des involut. Syftems aa, . bb, oder 
der Geraden u Gnvolutionsare der im Syſtem enthaltenen involut. 
Regelihaar tft, deren Leitichaar die Regelihaar pqr ijt. Ferner 
ift aber auch die Regelihaar pqr jelbjt auf eine ungweidentige Art 
involut. gepaart, wenn man s als Involutionsare anfieht; gehört 
nun zu den beiden fo eben erwähnten involut, Regeljdaaren ber 
Leitſtrahl t zu s als zugehörige Gnvolutionsare der beiden, fo find 
st fowohl durch 2 gugeordnete Strahlen der erjten, als aud) ber 
2ten involut. Regelihaar harmonisch getrennt, Nun entjprechen 
aber den beiden involut. Regelichaaren in der Regelflade R ganz 
ungweideutig 2 involut, Regelfdaaren in Ry, nämlich der im involut 
Syitem aa,.bb, enthaltenen involut, Regeljchaar der Flade R die 
im involut, Syjtem ee,.ff, enthaltene involut. Regelſchaar R,, und 
der involut, Regelfdaar par felbjt die involut. Regelfdaar pıqırı 
felbjt. Die beiden einzigen ungweideutig zu findenden zuſammenge— 
börigen Involutionsaxen s, und t, alS Träger von Punkten der 
u, biejer beiden in ber Fläche R, enthaltener involut. Regelſchaa— 
ven entſprechen nun nothwendig ben beiven Involutionsaxen s u. t 
als Träger der entjprechenden Punkte von u, denn da bie beiben 
Reitjtrahlen von u mit jedem Paar zugeorbneter Strahlen ber in- 
volut. Regelfdaar pqr je einen harmonischen Wurf bilden, fo müſ— 
fen den Leitjtrahlen s und t von u ſolche Leitjtrahlen von u, ents 
fpreden, welche mit jedem entjprechenden Paare der involut. Regel- 
ſchaar pıqırı je einen harmonischen Wurf bilden, folder Leitſtrahlen 
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giebt e8 aber nad) Nr. 198 nur eben die 2 einzigen zufammengehörigen 
Snvolutionsaren s, und t,. €8 fragt fid) nun nur nod, in welcher 
Oronung die beiden Punkte st den Punkten s,t, entjprechen 
müflen. Hier tritt aber mun der wichtige Unterjchied der beiden 
Geraden st oder s,t, gegenüber der Negelflähe R oder R, hervor, 
ber dieſe Ungewißheit löft. Denn entſpricht in den follinedren 
räuml, Syftemen, in denen den 3 Punften pqr von u die 3 imagin. 
Runfte pıgır, von u, entfpreden dem Xeitjtrahl a von pqr der 
Leitjtrahl e von piquri, eine Annahme die dem obigen Beweis nad 
ſtets gemacht werden faun, jo fchneidet der Ebenenbüfchel a die beiden 
Leitjtrablen r und s in 2 geraden Gebilden, wobei der Sinn des 
einen in s gelegenen mit dem Sinne des imagin. Punktes von u 
in s übereinftimmt, während der Ginn des andern in t gelegenen 
mit dem Sinne des imagin. Punktes von u gerade entgegengefest 
ijt; ebenjo verhält es fic) nun mit dem Ebenenbüfchel e und den 
beiden Leitjtrahlen s, und t,; da aber nothwendig in den kollineä— 
ren rauml, Syftemen der Ginn a (pqr..) dem Sinne e (pyqyr; ..) 
entjprechen muß, jo muß nothwendig s und s, einander entjprechen, 
wenn der Schnitt des Ebenenbüſchels a(pqr) und der s, fowie der 
Schnitt des Ebenenbiifdels e(pıgır,) und ber s, je mit bem Sinne 
des in s und s, gelegenen imagin. Punktes von u und u, zugleich 
identifch oder zugleich entgegengejett ift. 

Zufaß. Da fomit die projeft. Beziehung 2er imagin, Ge 
raber II durch 3 Elemente volljtändig firirt ift, fo folgt hieraus 
nothwendig, daß 2 ſolche projekt. Gerade desjelben Trägers entwe- 
der O, oder 1, oder 2, oder alle ihre Elemente entiprechend ge 
mein haben. 

Diefe Entwidlung, fowie der Sat Mr. 200 auf dem der 
Schluß des Beweifes beruht, möge hier noch von einer etwas andern 
Seite näher betrachtet werben, injoferne dieje Sage jo große Wide 
tigkeit haben. Zu diefem Swede jeien folgende 2 Hilfsfage bier 
vorausgeſchickt: 

203. Lehrſatz. Sind am 2 Gerade einer Ebene, und pro 
jicirt man das gerade Gebilde der einen m auf die andere a aus 2 
Puntten M und M, von der Beichaffenheit, daß fie durch die bei- 
den Geraden getrennt find, db. h. daß M in dem einen M, in dem 
andern der beiden Winkel am liegen, jo erhält man in a 2 zum 
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perfpeft. gerade Gebilde, die fic) mefentlid) durch den entgegengefeb- 
ten Ginn, in dem fie bejchrieben find, unterjcheiden. 

Denn betrachtet man Fig. 58 ein volljtändiges 4 Seit, von 
bem am 2 Seiten darftellen, während 2 feiner Gegeneden Mu. M, 
find, fo entipriht dem Sinn A,B,C,D, des einen ber beiden in a 
gelegenen projekt. geraden Gebilden der Sinn C,B,A,D, des andern, 
woraus der Sah folgt. 

Zuſatz. Denkt man fic) durd) M und M, je 1 Gerade ge 
zogen, die in bdiefen Punkten die Ebene ab ſchneidet, fo gilt der 
Sak aud für die Projektionen aus_diefen beiden Geraden. 

204. Lehrfag. Es fei F eine Regelflache mit den beiden 
Regeljchaaren R und Ry, ferner feien p und p; 2 Gerade von ber 
Beichaffenheit, daß fie mit 2 Strahlen a und a, von R in 1 Re 
gelihaar der 2te Negelfläche F, liegen, in der der Wurf papıa, 
ein ordentlicher Wurf ift, d. h. in welder p und p, durd) a und a, 
getrennt find, und projicirt man irgend einen Strahl m von R, auf 
a (ober auf a,) das eine Mal aus der Geraden p, bas andere Mal 
aus ber Geraden pi, jo erhält man in a (oder in ay) je 2 projekt. 
gerade Gebilde, welche jich wefentlid) durch den entgegengejeßten 
Ginn, in dem fie befchrieben find, unterjcheiden. 

Derjenige Leitjtrahl f der Regelſchaar pap,a, in F,, wel: 
cher durch den Schnittpunkt ma (oder ma,) von F geht, beftimmt 
in F nod 1 Strahl m, der Regelihaar R,, fo daß mam,a, 2 Paar 
Gegenfanten eines Tetraeders bilden, deren Ste Kante in dem Leit- 
ftrahle f von F, liegt. Betrachtet man min die Ebene ma, weldye 
fid im Punfte ma der F anjchmiegt, fo hat man nad) dem vori- 
gen Sage nur zu beweijen, daß die beiden Strahlen p und p, dies 
jelbe in 2 Runften M und M, fchneiten, welche durd) m und a 
getrennt find. Die Ebene ma hat aber mit der Negelfläche F, 
offenbar auger der Geraden a nod) diejenige Gerade gemein, welche 
burd) die Schnittpunfte von am, und ma, geht, d. h. die zu f ge 
börige Gegenfante f, des oben erwähnten Tetraeders der Fläche F. 
Da nun die 4 Strahlen pap,a, von F, die beiden Lcitftrahlen fu, f, 
von F, in 4 Punkten eines ordentlichen Wurfes fchneiden, fo find 
die Sdynittpuntte der beiden Strahlen p und p, mit der Ebene 
ma, d. h. mit der Geraden f, durd) die beiben Punkte am, und 
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ma,, aljo aud in ber Ebene ma durd) die beiben Geraden a und 
m getrennt w. 3. b. w. 

Zufaß. Der in Nr. 200 bloß für je 2 in Bezug auf eine 
Regelfläche fonjugirte Leitftrahlen einer Geraden II, für welde bie 
Regelflähe Träger einer Kette ijt, bewieſene Eigenjchaft läßt fid 
nad) dem letzten Sage dahin erweitern; die jünmtlichen Leitjtrablen 
einer imagin. Geraden II zerfallen hinfichtlich jeder Kette diefer 
Geraden ſtets in 2 Gruppen, die jich geometrijch fo charakterifiren 
lafien: projieirt man irgend einen Strahl a der Kette R auj 
irgend einen Xeititrafl m von R, und zwar einmal aus einem 
Strahl der einen Gruppe, das andere Mal aus einen Strahl 
der andern, jo erhält man in m 2 projekt, gerade Gebilde, 
die fic) durd den entgegengejegten Ginn unterjdeidben; um 
gekehrt projieirt man einen Leitjtrahl der einen Gruppe dag eine 
Mal aus einem Strahle von R, das andere Mal aus einem Leit 
ftrahle von R auf einen Leitjirabl der andern Gruppe, fo erhält 
man in dem legtern wieder 2 projekt. gerade Gebilde mit entgegen: 
gefetstem Sinne. Dabei überzeugt man ſich leicht, daß alle Leit 
jtrablen, weldje durdy 1 Punkt der unendlich fernen Kurve einge 
ichlofjen jind, zu. dem 1 Syitem, alle andern dagegen zu der andern 
Gruppe gehören (die unendlich ferne Schnittfurve kann in das Sy— 
jtem 2er Geraden übergehen, dann bedingen die beiden verſchiedenen 
Winkel diefer Geraden den Unterjchied; und zwar fann diejer Fall 
für jede imagin. Gerade II eintreten, man braucht nur den im Un: 
endlichen liegenden Punkt derjelben mit unter die Strahlen der aud 
lauter Leitſtrahlen bejtebenden Regelſchaar R aufzunehmen. Es 
{apt ſich aljo jede imagin. Gerade IT auf unendlich viele Weifen 
durch involut. hyperboliſche Paraboloide daritellen). 

Zujag 3. Da bei einer gegebenen Regelfdaar R jede Gerade 
des Names, welche die R nicht jchneidet als Leitjtrahl einer imagin. 
Geraden II gelten kann, die alle Strahlen von R zu Leitjtrablen 
bat, jo gilt daher aud) der Sat ganz allgemein für jede jolche Ge- 
rade des Raums, wir jagen nun von der einen Gruppe, fie liege 
auf der dugern Seite der Kette R, von der andern Gruppe, fie 
liege auf der innern Seite der Kette; und Fönnen in Folge defjen 
nun den Cag 202 jo ausipreden: entipricht der Kette pqr ciner 
von 2 projekt. imagin. Geraden II die Kette piquri, fo entfpridt 
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jeder Seite der Kette pqr eine gang bejtimmte Seite 
ber Kette piqyr,, und find dabei m und m, 2 beliebige Leit- 
ſtrahlen der beiden entjprechenden Retien pqr und pıgır,, jo liegen 
2 Punkte s und s, auf entipredjenden Geiten eben diejer Ketten, 
wenn ber Ebenenbüjchel m, (pı gır,) die s, in dem Sinne bes in 
ihm liegenden imagin, Punktes fdyneidet oder nicht, je nachder bie 
jes mit dem Ebenenbüfchel m(pqr) gegenüber von s ijt. Wie mm 
aber zu s ber entipredende Punkt s, gefunden werde, das haben 
wir ausführlicher jchon oben bejprodjen. 

Zufag 4. Nimmt man in einem Wurfe jtatt jedes feiner 
Elemente das ihm fonjungirte (ein reelles Element ijt dabei immer 
fich ſelbſt fonjungirt), jo jagen wir die Würfe jelbit jeien einander 
fonjungirt. Sit nun ABCD ein Wurf einer imagin. Geraden II 
u, deffen 4 Elemente nicht in 1 Kette enthalten jind, und A,B,Ü,D, 
der ihm fonjungirte Wurf der fonjungirten Geraden u,, jo it 
ABCD nidt projeft. A,B,C,D,, jondern D und D, liegen auf ent: 
gegengejeßten Seiten der entjprechenden Stetten ABC und A,B,C,. 
Denn die 4 rellen Träger der 4 Paar Punfte AA, BB, CC, DD, 
find identijd, ebenfo aud) die Ketten ABC und A,B,C,, und eben 
jo jhlieglih, wenn a ein Leitjtrahl diefer Ketten ijt, der Ginn 
a(ABC) und der Ginn a(A,B,C,). Dagegen ijt der Sinn ver 
in den beiden Trägern D und D, enthaltenen beiden imagin. Prinfte D 
. u. D, gerade entgegengejeßt, woraus der Sag folgt. Sit daher D, der: 
jenige Punkt von u,, welcher auf der der D, entgegengejeßten Seite 
der Kette A,B,C, liegt, und find die Träger von D, und D, durch 
die Kette harmonijd getrennt, jo ijt tmmer ABCD w A,B,C, Do. 

Zuſatz 5. Aus diefem Beweije folgt aber zugleich, day wenn 
2 Würfe projekt. find, diejes immer aud) mit den ihnen fonjungir- 
ten der Fall it. 

205. Gehen wir num ferner über zu ber weitern höchft wich: 
tigen Unterfudung ob, wenn 2 Elemente aa, von 2 projekt, ima: 
gin, Geraden II u aßa,ß, desjelben Trägers einander abwedjelnd 
ent}preden, daß dieſes dann mit jevem Paare entjpredyender Cle: 
mente 3. B. b und by der Fall ijt, und jehen wir dabei zugleich 
zu, ob das dadurch entftehende involut, gerade Gebilde Ordnungs- 
elemente enthält oder nicht, Mit andern Worten läßt fich die erſte 
Frage fo ftellen: ift immer aba,b, a ayb,ab f. Rr, 21. 
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Wir unterfdeidben 2 Fälle, namlid) A. die 3 Elemente aba, 
liegen mit ihren entjprechenden a,b,a in derjelben Kette R der Gee 
raden u (wir werden der Kürze wegen von nun an in diejem Falle 
fagen, die 4 Strahlen aba,b,, ober die durd jie be- 
ftimmten Puntte bilden einen neutralen Wurf) und B. 
biejes ift nicht der Fall. 

Zu A. In diejem Falle find nad Nr. 202 jedenfalls die 
Punkte der Kette R involut. gepaart, und es ijt daher nach Nr. 160 
durch diefe beiden involut. Regelfdaaren aa,. AB, und aa,.bb,.. 
ein reell involut, räuml. Syitem aa, .Ppı.. aa,.bb,.. firirt, in 
welchem die imagin. Gerade u jich jelbjt zugeordnet ijt, infoferne 
der Geraden aß, ßı die Gerade a, daß jugeordnet ijt, jo dab 
aljo von felbjt folgt, dag aud) ihre übrigen Punkte einander in 
boppeltem Sinne entipredhen. 

Hat hiebet die involut. Regelichaar aa, . bb, 2 Ordnungsele: 
mente m und n, jo muß nothwendig von je 2 involut. Regelichaa: 
ren, die im Syſtem enthalten jind und zugleich in 1 Regelfladye 
liegen, die eine 2 Ordnungéjtrablen haben, die andere nicht, dieſes 
folgt aber nothwendig indirect aus Nr. 161. Denn fowobl in dem 
Valle, daß beide involut. Regeljchaaren, als aud) in dem, dak Feine 
berjelben Ordnumgsitrablen haben, bat das involut. Syſtem 2 reelle 
Orbnnungsitrablen, während das oben von uns in Betracht gezogene 
feine ſolche Ordnungsjtrablen haben kann. Es muß daher aud 
jede Kette der Geraden u als eine involut. Regeljchaar des Syſtems 
2 Orodnungsjtrahlen haben, da ihre involut. Leitſchaar keine befigt, 
und dieje fünnen nach Nr. 202 Zuſ. bloß die 2 Strahlen m und n 
jein, jo dag aljo je 2 zugeordnete Punkte von u durd die Bunte 
m und n harmonisch getrennt find. 

Hat aber die involut, Regelſchaar aa,.bb; feine Orbnungs: 
jtrahlen, jo haben nad) Nr. 198 Ruj. die beiden zufammengehörigen 
involut, Negelichaaren aa, .Bß, u. aay. bb, ein Paar zufammenge- 
börige Snvolutionsaren mn, welde 2 Leitjtrahlen von u darftellen, 
welche durch jedes Paar gugeordneter Punkte wie aa, oder bb, ete. 
harmonisch getrennt find; diejer Fall ijt fomit mit dem vorigen iden: 
tijd, und m und n find aljo aud) in diefem Falle 2 Ordnungs: 
puntte der involut. Geraden u. 

Bu B. Liegen aa, bb, nicht in 1 Kette von u, fo läßt fid 
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doch immer ein reell involut. räuml. Syftem auffinden, in welchem 
die Gerade u, und alfo aud) die ihr fonjungirte v fic) felbjt zu: 
geordnet find, und ihren 2 Paar in a und b gelegenen Punften 
AB und CD die in a, und b, gelegenen Punkte A,B, und C,D, 
zugeordnet find. Denn läßt man, wie die Fig. 59 annähernd anfdau- 
lid) machen wird, den 2 Punkten AA, von u die 2 Punfte A, A 
von u, und ebenjo den 2 Punkten BB, von v die 2 Puntte B, B 
von v entjpreden, (wobei A und B einerjeit$, und A, und B, 
andererjeits fonjungirte imagin. Punkte find), und wählt außerdem 
nod ein Paar reelle Punkte P und P,, die weder in a nod in a, 
liegen, aber die Bejdaffenheit haben, daß 1) die durch P gehende 
Gerade, welche u und v zugleich jchneidet, d. h. der Leitjtrahl von 
u und v, ber durch P geht, die u in C, und aljo nothwendig bie v 
in dem fonjungirten D, 2) die durch P, gehende Gerade, dieuu.v 
zugleich ſchneidet, d. b. der Leitſtrahl von u, der durd Py geht, 
die Gerade nin Cy, und alfo die v in dem fonjungirten D, jchneidet, 
während 3) zu gleicher Zeit P und P, auf 2 reellen Geraden lie 
gen die durch u und v harmoniſch getrennt find, d. h. P und P, 
in 2 zugeordneten Strahlen derjenigen involut. Regelfdaar liegen, 
welche eine Darjtellung der u (oder v) ijt, und zugleich die Leit- 
jtrahlen b und b, in fic) enthält, jo hat man nad) Mr. 160 ein 
reell involut. Syſtem von der verlangten Bejchaffenheit, wenn man 
ven 5 Puntten AA, BB, P die 5 Punfte AAA B,B P, entjpre: 
den (apt, injoferne offenbar aud) die Punkte P und P, ſich dop- 
pelt entfpreden; biebei find 2 Paare fonjungirte imagin, Punkte, 
was nad) Nr. 190 ohne Einfluß auf die Firirung ijt. 

Wählt man nun aber in diefem reell involut, räuml. Syftem ir: 
gend eine fich felbjt gugeordnete Gerade, weldye die beiden Leitjtrahlen 
au.a, von u fchneidet, und betrachtet die Kette von u, welche diefe 
Gerade zu einem Leitftrahl hat, jo ift deren Trager ein fich felbft zus 
geordnetes Elementargebilde und fie bildet daher eine involut. Kette, 
injoferne die beiden Leitjtrahlen a u. a, einander in doppelter Weife 
entjprechen. Diefer Fall B ift daher auf den Fall A zurückgeführt. 

206. Es gilt daher ganz allgemein: Entiprechen einander 2 
Elemente einer imagin. Geraden II fich doppelt, fo ift diejes mit jedem 
Paare der Fall und das involut. gerade Gebilde hat 2 Drdnungselemente 
die mit jedem Paar gugeordneter Punkte in 1 Regelſchaar liegen, in der 
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fie einen harmonifden Wurf bilden, Hieraus folgt mun ferner dev wich: 
tige Say: Sit in einer imagin, Gerade II der Wurf AM A, N projelt. 
den Wurfe A,M AN, fo ijt allemal der Wurf harmonisch, und die 4 
Glemente liegen in 1 Regeljdaar, denn bezieht man das gerade 
Gebilde, projekt. fo auf fich felbjt, bag den 3 Elementen MAN bie 
3 Elementen MA,N entipreden, fo entfpredjen AA, einander ab» 
wechjelnd und die Elemente des geraden Gebildes find involut. ge 
paart und M und N find die Ordnungselemente. 

207. Schließlich gilt nun aud nad) den bisherigen Shen 
aid) nod) ber wichtige Gag, daß wenn 2 Gerade II einer Sten 
projeft. find, fie allemal aud) unter fic) projeft. find, denn da 2 
jolde projekt. Gerade immer als entjprechende Gebilde Zer projeft. 
räuml. Syiteme zu betrachten find, jo gilt der Gag, injoferne er 
von den räuml. Syftemen gilt. 

208. Dieje hier entwidelten Gage find mun offenbar dieje- 
nigen, auf welche fic) fammtlide Fundamentalſätze ber projeft. Bes 
ziehung der geraden Gebilde ftügen refp. geſtützt haben bei ihrer 
Entwictlung in Nr. 14 2. Es gelten daher ganz allgemein diefe 
Gage für die Punktelemente Ber geraden Gebilde, diejelben mögen 
reell oder irgend wie imagin. fein. 

Aber nicht nur für die Punftelemente 2er projekt. Geraden II 
gilt bas hier oben Entwicelte und die in diefer Nr. 208 daraus 
gezogene Schlußfolge, jondern auch für deren Ebenenelemente, d. b. 
für die projekt, Beziehung Zer Ebenenbüjchel, deren Are eine Ge 
rade IT ijt; wie fic) diefes einfach durch die der in den letzten Num: 
mern reciprofe Entwiclung darthun läßt, infoferne ja alle Beweije 
auf reell projekt. Beziehungen hinausliefen. Es gelten daher aud 
für Ebenenbüjchel mit ganz beliebiger Are die Fundamentaljage, 
wie fie in Nr. 39 aufgejtellt wurden. Es fei bier nur nod) aud) 
für Ebenenbüjchel mit imagin, Geraden II als Aren heryorgehoben, 
day man unter Ebene a einer imagin. Geraden aba,b, II diejenige 
verjicht, deren reeller Träger der Leitjtrahl a der Geraden ijt, dak 
man unter einer Kette eines folden CEhenenbifdels den Inbe— 
griff der Ebenen verfteht, deren Träger in einer Regelfdaar lie: 
gen, und dag man unter einem barmonifchen Wurf eines folchen 
Ebenenbüfchels 4 Ebenen verfteht, die in einer Kette fiegen, und 
deren Träger in diefer einen harmonischen Wurf bilden. 
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209. Nachdem jo für die imagin. Geraden II die Gejete 
der projekt. Beziehung feltgejtellt find, benußt man mun die jo er: 
baltenen Refultate zur Feſtſtellung der projeft. Beziehung Ber Ele— 
mentargebilbe I gang ebenjo wie diejes in Nr. 35 w. bei der ent: 
fprechenden Entwiclung für die reell projekt. Beziehung geſchehen ijt. 

Wir nennen demnad 2 ganz beliebige gerade Gebilde projett., 
wenn fie Schnitte von 2 projeft. Ebhenenbiifdeln find, deren Wren 
imagin. Gerabe II find. 

Wir nennen 2 ganz beliebige Strahlenbüfchel projeft., wenn 
fie entweder Schnitte 2er projeft. Ebenenbüjchel, oder wenn fie 
Scheine 2er projeft. gerader Gebilde II find. 

Wir nennen 2 ganz beliebige Ebenenbüjchel projett., wenn fte 
Scheine von 2 projeft. geraden Gebilden find, deren Träger imagin, 
Gerade Ilfind. Ebenſo nennen wir aber auch 2 ungleichartige Grund: 
gebilde I projett., wenn das eine zu einem Scheine oder Schnitt des an- 
dern projekt. ijt; gehen dabei alle Elemente des einen durch die ent: 
jpredenden Elemente des andern, jo nennen wir beide auch peripeft, 

Soll jedod) dieſes Verfahren erlaubt fein, und die hier gege- 
benen Definitionen nicht einen Widerfpruc in fich enthalten, jo 
muß nachgewiejen fein: 

1) Daß alle Schnitte eines geraden Gebildes von beliebigen 
jie nicht fchmeidenden Geraden IE aus unter fic) perſpekt. 

2) Dak alle Scheine eines Strablenbiijdels durch eine Gerade, 
die mit ihm in 1 Ebene, und alle Scheine eines Strahlenbüjchels 
aus einer Geraben, die durch feinen Mittelpunkt gebt, perſpekt. 

3) Dak alle Schnitte eines Ebenenbüjchels durch eine imagin. 
Gerade II projekt. find; wie ja diefes alles auch bei der erwähnten 
Entwidlung für bloß reelle Elemente nachgewieſen werden mußte. 

Bon den 4 hier angeführten Sagen, von denen 1) und 3) 
ſowohl als aud) die beiden unter 2) angeführten Fälle in dem Ber: 
bältıig der Meciprocitat ftehen, genügt e8 2 zu beweijen, was nun 
geſchehen joll. 

210. Es fei f die Are eines beliebigen Ebenenbüjchels und 
u und u, 2 beliebige imagin, Gerade II, von denen jedoch teine 
die f jchneidet, es foll bewiejen werden, da uu, projeft. jind, wenn 
fie jo auf einander bezogen werden, daß je 2 Punkte die in 1 
Ebene des Ebenenbüfchels f Liegen, einander entjprechen. 
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I. Fall. Es fei f eine reelle Gerade. In diejem Falle Lajjen 
jid) ftets 2 räuml. Syiteme R und R, follinedr fo auf einander 
beziehen, daß der imagin. Geraden u die imagin. Gerade u, und 
jede Ebene des Ebenenbüſchels f jich felbft entſpricht. Da aber 
algbann in ben reell projekt. räuml. Syſtemen R und R, je 2 
Punkte von u und u,, die in 1 Ebene bes Ebenenbüjchels f liegen, 
fich entfpredjen, fo gilt unfer Sat in diefem alle nad der Ent: 
wiclung für die reell projeft. Veziehung in Nr. 190. 

Daß die projekt. Beziehung von R und R, auf die fo eben 
angeführte Art wirklich eine recll projeft. im Sinne von Nr. 190 
ift, und auc) wirklich dur die angeführten Elemente volljtändig 
und unzweideutig fixirt ijt, ergiebt fich alfo: 

Da f der Vorausfegung nad fein Leititrahl weder von u 
noch von u, fein fann, fo bilden alle Leitjtrahlen, die die f jchnei- 
den für u wie für u,, je eine Regeljdaar F für u, F, für u; 
ift nun fbed eine Darftellung von u, und fb,c,d, die zu fbed 
projekt. Darftellung von u,, und bezieht man nun die Regelflade 
F projeft. auf F,, jo daß fbe den Strahlen fb,c, entjprecdhen, und 
bezieht man die Leitſchaar von F projekt. auf die Leitichaar von F, 
jo, daß 3 Strahlen ber erjten gerade joldhe Strahlen entjprechen, 
die mit ihnen in je 1 Ebene des Ebenenbüfchels f liegen, fo ift 
nicht nur nad Nr. 61 die Follinedre Beziehung von R und R, 
vollfommen firirt, fondern es entjpricht auch jede Ebene von f ſich 
jelbft und der imagin. Geraden fbed die imagin. Gerade fb,c.d,, 
weil f fich felbjt entfpridt. 

Zuſatz. Liegen u und u, in 1 Ebene, fo beftimmt in diefem 
alle I f mit diefer Ebene einen imagin. Punft M, und es ergiebt 
fid) aus dem fo eben bewiejenen Gabe unmittelbar folgendes: tft M 
irgend ein imagin. Punkt einer tmagin. Ebene, jo find 2 Gerade IL, 
welche in derfelben Ebene liegen, stets projekt. auf einander bezo: 
gen, wenn 2 Punkte die in demjelben Strahle des Strahlenbüjchels 
M liegen, einander entjprechen. 

IH. Fall. Sit f feine veelle Gerade, fo wird der Fall durch 
das in dem lebten Ruf. Bemerkte jehr einfach auf den Fall I zu— 
rücgeführt, Liegen nämlid) un, nicht in 1 Ebene, fo fann man im: 
mer eine Ste Gerade ny wählen, welche beide ſchneidet. Schneidet num 
bie f die Ebene un im Punkte M, fo find um, in Bezug auf M 


— 297 — 


alg Centrum und in Folge deffen aud) in Beziehung auf jede durch 
M gehende nicht in ber Ebene uu, liegende Gerade als Are per 
fpeft. projekt. nad) Fall I und Zuſ. dazu, ebenfo ijt u,uz in Bezug 
auf den Schnittpunkt M, von u,u, und f als Centrum, und darum 
aud) in Bezug auf jede Gerade die durch M, geht und nidt in 
uj Ue liegt als Are peripeft. projeft., daher find nad Nr. 207 aud 
uundu, in Bezug auf MM,, d. h. auf f ala Are perfpeft. projekt. 

II. Fall. Die Beweisführung für den Fall I, und alfo 
aud für den Zuf. zu I. und jomit auch zu Fall IT ift nicht mehr 
giltig, wenn bie in I betrachtete reelle Gerade ein Leitjtrahl von u 
ift, in joferne jede Ebene des Ebenenbüfchels f in diejem Tall mit 
der u einen Punkt, nämlich den in f enthaltenen gemein hat. Yn I, 
wo bie Are des Ebenenbüfchels reell war, ergab jdon die Voraus: 
fegung, daß die Are des Ebenenbüjchels f feine der beiden Geraden 
u und uy jchneiben durfte, daß f fein Xeitjtrahl fein fonnte, wenn 
man aber eine imagin. Ebene mit in Betradtung ziehen will, deren 
Ure eine imagin. Gerade II fein kann, dann muß der Fall nod 
bejonders betrachtet werden, bat die Gerade f der einen u der bei: 
den Geraden Fonjungirt ijt, denn dann ijt die reelle Gerade jeder 
imagin. Ebenen des Ebenenbüjchels f ein Leitftrahl von u, ohne 
daß fih u und f fchneiden. 

Liegt in diefem Kalle u und u, in 1 Ebene, fo wähle man, 
um den Fall auf den vorigen zurückzuführen, eine Hilfs-Gerade f,, 
welche die Ebene uu, in demfelben Punkte wie f jchneibet, ohne 
dag fie der u, Fonjungirt ift, fo ijt offenbar ber Fall auf 
den vorigen zurücdgeführt, infoferne 2 Punkte von uu, die mit £ 
in 1 Ebene fliegen, auch mit f, in 1 Ebene liegen. Liegt dagegen 
u und u, nicht in 1 Ebene, fo fchneide man fie beide durch eine 
Ste Hilfsgerade up, alsdann gilt der Gag für u und u, nad) dem 
jo eben bewiefenen für u, und u, dagegen nad) bem II. Fall, fo 
dag aljo die perjpeft. Beziehung als ein befonderer Fall der pro- 
jeft. Beziehung für alle Fälle erwiefen ijt. 

Zuſatz. Hiedurd ijt aber zugleich der Nadyweis dafür ge- 
fiefert, daß alle Schnitte eines Strahlenbiijdels durch Gerade pro= 
jeft. find, weil man nur den Strahlenbüfchel als Schnitt eines 
Chenenbiijdels betradten darf, infoferne dann je 2 Punkte der 
jchneibenden Geraden, welde in 1 Strahl des Strahlenbüjchels lie- 
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gen, nothwendig aud) in 1 Ebene des fraglidben Ebenenbüſchels 
liege; und die uns geſteckte Aufgabe ift daher mun volljtändig ae: 
(öft, und die projeft. Beziehung der Grundgebilde I volljtändig und 
ganz allgemein erledigt, und es gelten nun für diefelben alle die 
Sage, welde Nr. 39 aufgezählt wurden, gang abgefehen von ber 
Realität der darin vorkommenden Elemente, felbitverjtändlich von 
den fpeciellen Sätzen abgefehen, welche fid) auf einzelne Größen: 
verhältniffe, auf die ftetige Anfeinanderfolge ber Elemente und auf 
die Ausnahmesfälle beziehen, wegen beren die imagin. Clemente eben 
überhaupt eingeführt wurden, 

Inſonderheit verdient bier nocd) folgender Punkt herborgeho: 
ben zu werden: Beftimmen 3 Paare entjprechender Elemente er 
projekt. Grundgebilde I 3 Elemente eines und desfelben 3ten Grund- 
gebildes I, fo ijt diefes mit allen der Fall, die beiden erfteren find 
perjpeft.; haben 2 projeft, Grundgebilde I ein Element entjprechend 
gemein, fo find fie perfpeft., wie diefes unmittelbar darans folgt, 
daß durch 3 Paare entfpredender Elemente die projekt. Beziehung 
vollfommen firirt ijt, und nach bem Bisherigen Schnitte oder Scheine 
eines Grundgebildes I in allen Fallen projekt. find, 

211. Die Rr. 44 rc. läßt erkennen, dak nun für die Grund: 
gebilde I alle die Sage als ganz allgemein giltig, d. h. als giltig 
ohne alle Ruͤckſicht auf die Realität der Elemente erwiejen find, 
auf deren Amvendung die Entftehung und die geometrifchen Funda 
mentaleigenfchaften der Elementargebifoe II beruhte, und es gelten 
daher die für fie aufgeftellten Säge auch für den Rall, dag alle 
ihre Elemente imagin. fein follten, und es leuchtet hier nachträglich 
ein, mit welchem Mechte bei reellen ebenen oder räuml. Polarfirfte- 
men von imagin. Ordnungsfurden oder Orbnumgsflächen II ge 
iprochen werden tonnte. | 

Da die projeft. Beziehung aller Elementargebilde fic auf die 
projeft. Beziehung der Grundgebilde I und diefe nach dem Obigen 
auf die der Ebenenbüſchel und geraden Gebilde, deren Trager ima: 
qin. Gerade II find, zurüdführen laſſen, jo hat man den Begriff 
Kette ausgedehnt auf alle Elementargebilve, indem man unter Kette 
den Inbegriff aller der Elemente verjteht, welche bei einem ihm 
perjpeft. Grundgebilde I, deſſen Träger eine imagin. Gerade IL ift, 
in einer Kette enthalten find. Betrachtet man, um an einem Bei 


fpiele dies noch zu erläutern, einen Strahlenbüfchel, defjen Mittel— 
punft ein imagin. Punkt ijt, fo denke man jid eine imagin. Ge 
rade Il, weldje den rellen Träger des Büfchels in feinem Mittel 
punkte fdjneidet, d. h. für welche der reelle Träger jenes imagin. 
Mittelpunftes ein Leitjtrahl ift, alsdann erhält man einen zum 
Strahlenbüfchel perjpeft. Ebenenbüfchel, und alle Strahlen des Ijten, 
bie in Ebenen des ten liegen, welche eine Kette bilden, bilden nun 
jelbjt eine Kette; hieraus ift zu erjehen, daß die reellen Punkte 
aller Strahlen einer Kette in einer Kurve IL, oder in emer Gera: 
den liegen, je nachdem der einzige reelle Strahl des Strahlenbüfchels 
mit in ber Kette begriffen ift oder nicht; wie fid) diefes alsbald daraus 
ergiebt, dat eine Mette der imagin. Geraden II den reellen Trager 
des Strahlenbüfchels entweder in einer Geraden oder in einer Kurve 
II fchneidet, je nachdem der in diefem Trager gelegene Leitftrahl 
ber imagin. Geraden II in ber Kette mit inbegriffen ift oder nicht. 
Auf diefelbe Weife d. h. reciprof findet man, daß alle Puntte einer 
imagin. Geraben I die eine Kette bilden, die Strahlen eines Strah- 
Ienbüjchels II bilden. Se 3 Elemente beftimmen eine Kette; weil 
diejes bei den Ketten der imagin. Geraden II der Fall it. 

Jeder Kette eines Elementgrgebildes entjpricht eine Kette in 
einem andern ihm projekt. 

Alle reellen Elemente eines Elementargebildes liegen in 1 Kette. 
Betrachtet man eine reelle Gerade und einen zu ihr perfpeft. Ebe— 
nenbüfchel, dejjen Are eine imagin. Gerade II, fo ergiebt fid) bie 
Richtigkeit daraus, daß alle Leitftrahlen der Geraden IT, weldye 
durch die reellen Punkte der erftern gehen, eine Kette bilden. Ebenjo 
verhält e8 fich mit einem reellen Ebenenbüjchel und einem Schnitt 
desjelben, deffen Träger eine imagin. Gerade IE ijt. Einen reellen 
Strahlenbüfchel betrachte man als Schnitt eines Ebenenbüjchels, 
und die Elementargebilde IT als durch die Grundgebilde I entftan- 
den, um auch für diefe Gebilde die Richtigkeit zu erjehen. 

Hieraus folgt, daß wenn 2 reelle Elementargebilde projett. 
aber nicht reell projekt. auf einander bezogen find, höchſtens 2 reelle 
Elemente des einen 2ten rellen des andern entjprechen können. 

212. Da endlich die projekt. Beziehung der Grundgebilde II 
und III, jowie ber Elementargebilde III und der Flächen II aud 
einzig und allem auf der projekt. Beziehung der Grundgebilde I 
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bafirt, fo gelten min and die Sake über die projeft. Beziehung 
diefer Gebilde gang allgemein und ohne Rückſicht auf die Realität 
der in Betracht gezogenen Clemente, wobei jelbjtverjtändlich wieder 
in bejonderen Fallen die Abänderungen in die Ausfagen aufzuneh- 
men find, welde eben durch die Einführung der imagin. Elemente, 
wie jchon früher Nr. 210 ausgeführt, von felbjt fic) darbieten. 


§. 10. Zujammenhang des Imaginären in der Geo- 
metrie mit dem Imaginären in der Algebra. 


213. In Nr. 36u.38 haben wir gejehen, dak die Werthe 2er 
projeft. Würfe für alle Grundgebilde I ftets einander aleich find, 
und da, wie in Mr. 116 jchon angedeutet, unter dem Werth eines 
Wurfes bei den Elementargebilden II und III der Werth des ent: 
Iprechenden Wurfes von einem zu jenem perjpeft. Elementargebildes 
I verftanden werden foll, jo gilt ganz allgemein, daß 2 Würfe 
von 2 projeft. Elementargebilden gleihe Werthe haben. Bon dem 
Werthe eines nicht neutralen Wurfes fann min eigentlich gar nicht 
mehr gefprodjen werden, wenn diefes aber doch gejdieht, jo muß 
diefes als ein blok ſymboliſcher Yusdruct betrachtet werben; aber 
auch für folde Würfe fol nun bas gelten, daß 2 projekt. Würfe 
gleichen Werth haben, d. h. mit andern Worten die Bedeutung des 
Wortes gleihwerthig und projekt. folle eben identisch fein. 

Da man jedes Clementargebilde auf ein reclles gerades Ge- 
bilde projekt. beziehen fann, und da man dabei 3 Elementen des 
erfteren inuner 3 reelle Elemente ABC bes lebteren entjprechen 
lafjen fann, jo ijt erfichtlich, da man den Werth eines jeden Wur: 
fes ausdritden fann durch den Werth eines Wurfes ABCD in 
einem reellen geraden Gebilde, von dem die 3 erften Elemente ABC 
3 fejte reelle Punfte find, während D reell ober imagin. ift, je 
nachdem der Wurf ein neutraler ijt oder nicht. Wir werden in den 
Sätzen der nachfolgenden Entwicklung, wenn nicht ausdrüdlich das 
Gegentheil hervorgehoben wird, einen Wurf immer durd einen jol- 
den Wurf ABCD eines geraden Gebildes gegeben anjehen, und 
von ihm fagen, er oder fein Werth fet gegeben in dem 
Absciffenjyftem ABC, 

214. Aufgabe. Es joll die Summe ABCS 2er neutraler 


— 301 — 


Würfe ABCD und ABCD, gefunden werben, und gwar follen 
alle 3 Würfe in demjelben Wbésciffenfnjtem gegeben fein. 

Sind ABCDD, 5 reelle Punfte einer reellen Geraden, jo muß 
(j. Nr. 9) fein AD. BC: AB.CD + AD,. BC: AB.CD,=AS. BC; 
AB.CS, d. h. wenn man vereinfaht AD:CD + AD,:CD,—AS8:CS 
oder AD.CD,.CS+AD,.CD.CS=AS.CD.CD,, oder CD. 
(AS. CD, —CS.AD,)=AD.CD,.CS. Der bier auf der linfen 
Seite eingeflammerte Ausdruct ijt aber nach einem befannten Gag *) 
über 4 Punkte einer Geradben — — AC.D,S, fo dag man erhält 
AC.CD.DS=— AD.CD,.CS eine Formel, welde nad Nr. 22 
bedeutet, daß CC. DD,.AS eine Snvolution darjtellen, Unjere 
Aufgabe ijt aljo geldjt und es giebt immer 1 und aud nur 1 Punt 
von der verlangten Beichafienbeit. 

Wir nennen nun aber von nun an aud) den Wurf ABCS bie 
Summe ber Würfe ABCD und ABCD,, auch wenn der Wurf fein 
neutraler ijt, wenn nur 8 auf die oben angegebene Weije gefunden ijt. 

Dabei leuchtet ein, dag der Werth von ABCS derſelbe bleibt, 
auch wenn man bie Werthe von ABCD und ABCD, in einem an- 
dern Ubscifjenfyftem giebt, denn it ABCD » MNPQ und ABCD, 
zm MNPQ, und CC.DD,.AS eine Snvolution ebenſo PP.QQ,.MS, 
eine Snvolution, fo ijt immer aud) ABCS » MNPS. 

Zujaß. Sit ABCD oder aud) ABCD, fein neutraler Wurf, 
wobei jevoh ABC für jeden Werth eines folden Wurfes reell jein 
fönnen, fo wird im Allgemeinen aud) ABCS fein neutraler Wurf 
fein; bievon macht unter andern der Fall eine Ausnahme, wenn 
D und D, fonjungirte imagin. Elemente darjtellen, in welchem Falle 
die beiden Würfe jelbjt fonjungirt jind (j. Nr. 204 Zuſ. 4) injoferne 
ABCreell. Die Richtigkeit diefer Behauptung ergiebt fid) unmittelbar 
aus Nr. 1891, welche erkennen läßt, daß in diefem alle das in- 
volut. gerade Gebilde CC.DD,.AS reell involut. ift. 

215. Aufgabe. Es foll dad mfache eines Wurfes ABCA, 
gefucht werden, wobei m eine ganze Zahl. Goll ABCA,=ABCA, 


*) Sit nämlich ABCD ein ordentlicher Wurf einer Geraden, fo ift im: 
mer AC.BD=(AB+ BC). (BC + CD) = AB.BC + AB.CD + BC. BC 
+BC.CD=AB.CD + BC. (AB+ BC+ CD) = AB.CD + BC.AD, 
woraus bei Berüdfihtigung des über die Vorzeichen von Streden in Nr. 7 
Geſagten die Richtigkeit folgt. 
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+ABCA, fein, fo muß CC. A, A,. AA, eine Snvolution, alfo 
CCAA, mw CCA,A, und nad) Mr. 28 CAA, A, ein harmonijder 
Wurf fein. Soll ABCA, = ABCA, + ABCA,, fo mug CC. A, Ap. 
AA, db. b. CCAA, w CCA A,, ebenjo mug CC.A,A,.AA, eine 
Involution, und aljo CCAA, #CCA,A, wenn ABCA, = ABCA, 
+ ABCA, u. ſ. w.; kurz jucht man die Buntte A,A,A,A,...., jo 
bag CAA,A, CA,A,A, CA,A;,A, CA,A,A,.... lauter harmoniſche 
Würfe, und aljo aud) CCAA,A,A,Ay... mw CCA,A,A,A,A,, jo 
ift gang allgemein ABCA „= m.(ABCA,), 

216. Aufgabe. Es foll ein neutraler Wurf gefunden wer- 
den, dejjen Werth gleich der Differenz der Werthe er gegebener 
neutraler Würfe ijt, wobei alle 3 in demfelben Syſtem gegeben fein 
follen. Dieje Aufgabe läßt fic), geftügt auf die vorige Nummer, 
alsbald löſen, denn während in der vorigen Aufgabe ABCD und 
ABCD,, und aljo von der Involution die beiden Paare zugeord- 
neter Punkte CC.DD, gegeben, dagegen 3 gejucht war, jo ift in 
ber jebigen Aufgabe ABCD und ABCS und fomit von der frag: 
liden Snvolution CC.AS gegeben und D, gefucht. 

Uud hier erweitern wir den Begriff der Differenz 2er 
Wurfwerthe auf den Fall, daß beide oder einer der Würfe nicht 
neutral ijt. 

217. Aufgabe. Es joll ein neutraler Wurf gefunden wer: 
den, deffen Werth gleich dem Produkte der Werthe Ber anderer new 
traler Würfe ijt. 

In diefem Falle findet ſich eine einfache Ldjung nicht, wenn 
man alle Würfe in demfelben Syfteme gegeben annimmt, wohl aber 
wird die Löſung fehr einfach, wenn man den einen der beiden zu 
multiplilirenden Werthe in einem andern Syftem giebt. Sind namlid 
ABCD und ABCD, die beiden zu multiplicirenden Werthe, jo juche 
man einen neuen Wurf ADCE von der Bejchaffenheit, dag (ABCD,) 
— (ADCE) d. h., dag ABCD, m ADCE, fo bat man immer 
(ABCD).(ABCD,) >. §. (ABCD).(ADCE) = ABCE, denn es 
AD.CB An _ AE.CB ,  y y 
AB.CD  AD.CE “AB.CE "Ir ™ 
Hieraus ergiebt jid) nun einfach als Megel für die Wuffindung 
des Produftes Zer Wurfwerthe ABCD und ABCD, durd einen 
Wurf ABCE, der mit den beiden gegebenen in demjelben Syſtem 


ijt ja 
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gegeben ift, wenn man in dem involut, geraben Gebilde AC. DD, 
zu dem Element B das zugeorbnete E fucht, denn da nad dem 
obigen Sage ABCD, a ADCE jein joll, jo mug ja nad Wr. 25 
AC,DD,.BE eine Snvolution fein, 

Auch hier erweitern wir ben Begriff des Produftes Qer Würfe *) 
auf den Fall, dak die gegebenen Würfe nicht neutral jind, wenn 
nur E auf die angegebene Weije bejtunmt ijt. 

Zuſatz. Das Produft 2er nicht neutraler Würfe wird im 
Allgemeinen wieder ein nicht neutraler Wurf fein, eine Ausnahme 
hievon macht unter andern der Fall, wenn die beiden imagin. Punkte 
DD,, welde mit den 3 reellen Elementen ABC eben je einen nicht 
neutralen Wurf bilden, fonjungirt imagin. find, wieder nach Nr. 189i. 

218. Aufgabe. Es foll der Quotient 2er neutraler Würfe 
ABCE und ABCD gefunden werden, Auch dieſe Löfung ergiebt fid 
unmittelbar aus ber vorigen, infoferne die jegige Aufgabe von der 
legten bloß dadurch fich unterjcheidet, dag dort von der Gnvolution 
die beiden Paare zugeordnete Punfte AC.DD, gegeben, dagegen E 
gejucht war, hier dagegen die zugeordneten Punktenpaare AC.BC 
gegeben find, während D, geſucht ift. 

Aud den Begriff des Quotienten erweitern wir auf den Fall, 
dap die gegebenen Würfe nicht neutral find. 

219. Lehrſatz. Sind MN AA, BB, 6 Punfte einer Kurve 
Ii und jchneiden fid) dabei AA, und BB, in dem Punkte S, fo 
it immer der Wurf im Strahlenbüjchel SCMANB) gleid) dem Pro- 
dufte der beiden in der Kurve enthaltenen Würfe MANB und 
und MA,NB,, wobei unter dem Werth des Wurfes einer Kurve 
der Werth irgend eines ihm perjpeft. Wurfes eines Strahlenbüjchels 
zu verjtehen. Denn betrachtet man die Schnitte diefer fraglichen 
Würfe mit der Geraden MN, fo zeigt die Fig, 60, dak der Wurf 
S(MANB) im GStrablenbiijdel S gleich* ijt dem Wurfe MA,NB, 
der Wurf der Kurve MANB glei dem Wurfe MANC (als 
Schnitt des perfpekt. Büjcheld A,) und der Wurf MA,NB, in dev 
Kurve gleih dem Wurfe MCNB, als Schnitt des perjpeft. Bü- 


*) Wir nennen wämlich fury einen Wurf ein Produ eine Summe eine 
Potenz x. er gegebener Würfe nennen, wenn fein Werth glei dem Produfte 
der Summe Potenz x. der Werthe der gegebenen Würfe ijt. 
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ſchels B. Rad) Nr. 217 ift aber immer (MA,NC) . (MCN) = 
MA.NB, w. z. b. w. 

Zuſatz. Rücken A und A,, und ebenſo B und B, unend— 
lid) nahe an einander, fo geben die Sehnen AA, und BB, in bie 
Tangenten über und man hat Fig. 61 SCMANB) = (MANBY = 
(AMBN)?=S(AMBN), und ebenfo hat man, wenn S, der Schnitt: 
punft der beiden Tangenten in Mu. N ijt Ss (AMBN)=(AMBN)* 
—(MANB)?=8, (MANB) daher iſt noch SCMANB)—=S,(MANB). 

220. Aufgabe. ES follen die verjchiedenen ganzen Poten: 
zen eines neutralen Wurfes ABCD gejucht werden. 

Macht man nad) einander die verjchiedenen Würfe ADCD, 
AD,CD, AD,CD, AD,CD, alle dem gegebenen ABCD gleid, jo 
erhält man ABCD .ADCD,=(ABCD)?=ABCD,. Ferner 
ABCD, . AD,CD, = (ABCD)3 = ABCD,. Ebenſo ift ABCD,. 
AD,CD,=(ABCD)! = ABCD, ete. 

Wir erweitern nun aud) den Begriff der Potenz für den Fall, 
bag die Würfe nicht neutral find, wenn nur D,D, ete. auf die 
angegebene Weife gefunden werben. 

221. Aufgabe. Es foll die Quadratwurzel ABCD, eines 
neutralen Wurfes ABCD geſucht werden. 

Soll ABCD = ABCD,. ABCD, fein, jo mug D, der Be: 
bingung entjpredyen, daß ABCD,—=AD,CD fei, denn in diefem 
alle ijt wirflid ABCD, .AD,CD = ABCD, Es muß alfo jein 
AC.BD.D,D, eine Snvolution. Sn Betreff der Realität von dem 
gejudten D, hat man nun 2 Jalle zu unterjcheiden, nämlich ift 
ABCD ein orbdentlider Wurf, in weldem Fall fein Werth negativ 
ift nach Nr. 12, jo erhält man für D, fonjungirte imagin. Werthe. 
Sit aber ABCD fein ordentliher Wurf, aljo fein Werth pofitiv, 
jo erhält man immer 2 veelle Werthe für D,, nämlich die beiden 
Ordnungselemente der Anvolution AC. BD. 

Ehe wir dazu fchreiten, die Ste Wurzel allgemein auszuziehen, 
fei hier noch nadhgewiefen, wie die allgemeinen Regeln für das Ad— 
viren, Subtrahiren, Multiplieiren 2c., wie fie in der Algebra auf: 
gejtellt werden, aud) für die Geometrie noch gelten. 

222. Lehrjag. In einer Summe von beliebigen Würfen, 
die wir der Kürze wegen durch die einzelnen Buchſtaben WW, Wo... 
bezeichnen wollen, läßt jid) die Ordnung, in welcher addirt wird, 
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ganz beliebig annehmen, ohne daß im Endreſultate ſich etwas ändert. 
Es genügt hier offenbar, dieſen Sag für 2 und für 3 Würfe bewie- 
jen zu haben, d. b. 1) bag W+W,=— W, + W und 2) (W+ W,;) 
+ W,=(W, + W2)+ W. Dap W4+ W,=W,4+ W ergiebt fig 
unmittelbar daraus, daß in der Ynvolution, wodurd oben das S be= 
ftimmt wurde, dieOrdnung von D und D, einerlei ijt. Iſt nun ferner 
W +W,=(ABCD) +(ABCD,)= ABCP, fo mug aud CC.DD,. 
AP eine Snvolution fein, ebenfo wenn W, + W = (ABCD,) + 
(ABCD;)=ABCQ, fo mug aud) CC. D,D,. AQ eine Involution fein. 
Soll man zu einem und demfelben Element gelangen, wenn man 
abdirt ABCP + ABCD, = ABCR und ABCQ + ABCD = ABCR, 
fo muß offenbar fowohl CC.PD,.AR al8 aud) CC.QD.AR eine 
Snvolution fein, d. h. CC.PD,.QD eine Snvolution darjtellen. Dak 
diejes der Fall, ergiebt fid) aljo: weil CC.DD,.AP eine Snvolu- 
tion, fo ijt nad) Mr. 29 CCDP w CCD,A *), ebenjo erhält man, 
daß CCD.Q a CCD,A, aljo ift aud) CCDP nm CCD;Q; daraus 
folgt umgefehrt, dag CC.DQ.D;P eine Snvolution ift. 

223. Wir nennen 2 Würfe ABCD und ABCD, desfelben 
Absciſſenſyſtems entgegengefebt, wenn fie addirt O geben. Der Wurf, 
welder im Absciſſenſyſtem ABC den Werth O haben fol, ijt aber 
nothwendig der Wurf ABCA, es muß daher jein ABCD + ABCD, 
—ABCA d. h. CC.AA.DD, muß eine Snvolution fein, 2 Punkte 
DD,, die durch A und C harmonisch getrennt find, geben daher für 
jede3 B ein Paar ſolche Punkte ab, für welche ABCD+ABCD, 
== 0) tit, 

Zuſatz 1. Man erhält aus einem Wurfe ABCD den ihm 
entgegengejetten ſtets aud) dadurch, wenn man ben erjten mit einem 
harmonischen Wurf multiplicirt. Denn it ADCD, ein harmoni- 
{der Wurf, fo ijt ABCD.ADCD, = ABCD, alfo ijt AA.CC.DD, 
eine Snvolution, d.h. ABCD und ABCD, einander entgegengejeßt. 

Zufaß 2. Sit W=(ABCD) ein beliebiger Wurf, bagegen 
W,=ABCD, und W,—ABCD, entgegengejegte Würfe, fo ift 
immer W + W=W—W, und umgefehbrt W— W, = W + Ws. 
Denn foll ABCD+ABCD,—ABCS fein, fo mug CC.DD,.AS 
eine Involution, alfo CCSD zz CCD,A fein. Goll ebenfo ABCD— 


*) Wegen ber oben gebrauchten Bezeichnungsweife f. Nr. 29. Zuf. 
20 


Pfaff, neuere Geometrie, 
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ABCD, = ABOS fein, fo muß CC.SD,.AD eine Snvolution und 
alſo CCSD nw CCAD, fein. Die Vorausfegung, daß die erfte 
Summe und die 2te Differenz einander gleid) d. h. ABCS jei, 
führt daher zu der Bedingung CCD,A mw CCAD, d. h. nach Nr. 28 
zu der Involution CC.AA.D,D,, was eben gerade das ausdrückt, 
bag ABCD, und ABCD, entgegengefeßt feien. 

Bujak 3. Hieraus ift erfichtlich, daß die beiden Werthe der 
Quadratwurzel eines neutralen nicht ordentlichen Wurfes folde ent- 
gegengefebten Werthe haben |. Mr. 221. 

224. Sn einem Produft von mehreren Würfen ijt es in Be 
zug auf das Refultat ganz einerlei, in welder Ordnung die Multi- 
plifation der einzelnen Würfe vorgenommen wird. 

Auch hier genügt es offenbar bewiefen zu haben, daß dieſes 
bei 2 und bei 3 Faktoren wirklich der Fall fei. Daß aber W.W, 
—W,;,.W ergiebt ji daraus, daß in der Involution AC. DD, . BE 
woburd Nr. 217 das Produkt ABCE gefunden wird, die Ordnung der 
zugeorbneten Elemente D und D, vollfommen gleichgiltig ift. Daß 
aber (W.W,).W, = (W,.W,) W ijt, ergiebt fic) alfo: Es fej 
WW,W, entfpredend = ABCD ABCD, ABCD,, alsdann fei 
W.W,;,=ABCP und aljo AC.DD,.BP eine Snvolution, ebenfo 
fei W,.W, = ABCQ und alſo AC.D,D,.BQ eine Involution, 
hieraus folgt aber nad) Nr. 26 ähnlich wie in Nr. 223 ACBD, x 
ACDP und ACBD, w ACD.Q, alfo aud ACDP wx ACD;Q, 
woraus umgefehrt folgt, dag AC.QD. PD, eine Snvolution fein 
mug. Multiplicirt man aber nun ABCP mit W,, fo erhält man 
als Rejultat ABCR, wenn AC.PD,.BR eine Snvolution ift, und 
multiplicirt man ABCQ mit ABCD fo erhält man ABCR,, wenn 
AC.QD.BR, eine Snvolution ijt, ba aber bie involut. Beziehung 
biejer zuleßt genannten involut. geraden Gebilde wegen der Invo— 
tution AC.QD.PD, viefelbe ift, fo muß aud R und Ry zufam- 
men fallen w. 3. b. w. 

225. Mit diefen Säben find nun die Fundamentaljäge über 
bie Summen und Produfte erwiefen, und es lafjen fid nun aus 
benjelben die einfachiten fernern Gefege auch für Potenzen hieraus 
ableiten, wie diejes ja aud) in der Algebra gefchieht, wir begnügen 
und bier in Kürze nod) folgende Formeln anzuführen. 

Es ift ſtets m.(W+W,)=m.W-+m.W, wie biejes un- 
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mittelbar aus Nr. 222 folgt, ebenſo m.(W—W,)—mW—mW, 
da man ftatt W —W, ſtets nad) Nr. 223 Ruj.2 ſetzen fann W + W,, 
wobei W, dem W, entgegengefegt d. b. = (—1). W, ift. Es ift 
(W. — mW, — m mas unmittelbar aus Nr. 224 folgt. 


es it, wa=(7) ; ebenfo ift W™.W2= W+ ete, 


wobei jeboch ftet8 m und m ganze Zahlen darftellen. 

Wenden wir uns nun nod zur Ausziehung der Kubikwurzel. 

226. Suchen wir zuerjt die Ste Wurzel von 1. 

Es ift ganz allgemein für neutrale Würfe ftets (ACBD). 
(ADBE). (AEBC) = 1, und ebenjo(ADBC).(ACBE).(AEBD)=1. 
Wie fich diejes unmittelbar als eine identijde Gleichung heraus: 
ftelt, wenn man ftatt der Würfe ihre Werthe nad Nr. 9 wirt: 
lich einfegt. Macht man mun diefe 3 Werthe in jedem diefer Pro- 
dukte einander gleich, jo erhält man hieraus als Bedingung, daß 
ABCDE a ABDEC und dann aud nod) w ABECD fein mug. 
Es fragt fid) num aber noch, ob dieſes wirklich möglih ijt. Soll 
aber diefe Art der projekt. Beziehung wirklich möglich fein, jo muß 
nad Wr. 24 AB.CE.DD ebenſo AB.DE.CC und AB.CD.EE 
je eine Snvolution fein. Bezeichnen wir nun mit C,D,E, die 8 
Punkte von der Bejchaffenheit, dag CDC,E, CDED,, CE,DE 3 
harmonische Würfe, jo müfjen die Punkte AB durd) CC,, DD,, EE, 
harmonifd) getrennt fein, wenn die obige Art der projekt. Beziehung 
möglich fein foll, da aber nad) Nr. 34. 4) CC,.DD,.EE, immer 
eine Ynvolution bilden, fo ift diejes immer und gwar offenbar nur 
auf 1 beftimmte Art möglich, infoferne A und B als die beiden Orbd- 
nungselemente diejer Snvolution erjcheinen. Umgekehrt wählt man 
dieje beiden Ordnungspuntte AB zu den 3 Punkten, fo ergiebt fich 
dur einfaden Rückſchluß, daß dann immer ABCDE nm ABDEC 
mz ABECD ijt. 

Aus der Betrachtung der beiden harmonijden und fomit or- 
dentlihen Würfe CDC,E und CDED, ergiebt fic unmittelbar, 
daß CC, durch DD, getrennt find, wephalh die Oronungselemente AB 
fonjungirt imagin. werden. Man fann nun aber verlangen, dap 
der Wurf ACBD und der Wurf ACBE, von denen der erjte einer 
der 3 gleihen Würfe des obigen Uſten, der 2te einer der 3 gleichen 
Würfe des obigen Zten Produktes ift, in einem Absciſſenſyſtem 

20 * 
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MNP gegeben feien, wobei MNP 3 reelle Puntte find. Bezieht 
man aber bas gerade Gebilde MN projekt. fo auf den Trager von 
AB, dag ABC.. w MNP.., fo erhält man 2 imagin. Punkte QR, jo 
bag MNPQR w MNQRP und dabei ijt algbald zu erfennen, dap 
jest QR fonjungirt imagin. find, wie es vorher AB war; wäre bie- 
ſes nicht ber Fall, und bezeichneten wir die den Punkten Q und R 
fonjungirten Punkte durh S und T, jo wäre MNPST a MNSTP 
nad) Rr. 204, Ruj.5 weil MNPQR » MNQRP und es würde baher 
ein boppeltes Syftem von 5 Punkten geben, dem biefe Eigenjchaft 
gufommt, was nad) dem obigen Beweis nicht möglich ift. 

Unfer obiger Beweis, daß (ACBD).(ADBE).(AEBC)=1 
fet, ftüßte jih darauf, daß in den Produften, durch welche diefe 3 
Werthe dargeftellt werden, die Faftoren im Zähler und Nenner 
fid) alle gegenjeitig heben, dieſes Beweisverfahren paßt daher auf 
unjre beiden Syiteme von Würfen nicht mehr, da feiner der beiden 
gefundenen Würfe neutral ijt. Es muß daher die Giltigkeit unfres 
Sages nod) direft bemwiefen werden. Sit aber MNPQR w MNQRP 
zz MNRPQ, jo ift immer MPNQ . MPNQ =MPNQ. MQNR 
= MPNR biefes ijt aber jelbft = MQNP. Alſo wird MPNQ. 
MPNQ.MPNQ =MPNP=1. Auf diejelbe Weife wird der Be: 
weis geführt für den 2ten Wurf MPNR oder MQNP. 

Zuſatz. Multiplicirt man die oben, gefundenen beiden Würfe, 
welche aljo nebjt dem Wurfe von dem Werthe 1 die einzigen Würfe 
darjtellen, die, auf die Ite Potenz erhoben, 1 geben, mit—1, alfo 
mit einem harmoniſchen Wurfe, fo erhält man 2 Würfe, deren 3te 
Potenz =— lift. Sind MQNQ, und MRNR, je ein harmoniſcher 
Wurf, fo erhält man aljo für die 3ten Wurzeln von —1 außer 
— 1 jelbjt nod MPNQ, und MPNR.. 

227. Sit nun, um einen Schritt weiter zu thin, ABCD—=W 
ein neutraler Wurf, jo fann man nun die Aufgabe fic) ftellen, die 
MWürfe zu finden, deren 3te Potenz dem Werthe von W gleich ift. 
Hier handelt e8 fic) offenbar nur darum, einen neutralen Wurf U 
zu finden, bem bie fragliche Eigenjchaft zufommt, denn multiplicirt 
man biejen noch mit den beiden fonjungirten imagin. Kubifwurzeln von 
1, jo hat man bie beiden übrigen Würfe der verlangten Eigenichaft. 

Soll nun (ABCP)? = ABCD jein, fo ift die Aufgabe offen: 
bar gelöjt, wenn ABCP? burd) einen Wurf ausgebrüdt ijt von der 
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Form APCD, denn es ijt dann immer ABC P?— (ABCP)?. 
(ABCP) = APCD . ABCP = ABCD. Um dieſes Ziel zu erreichen, 
nehmen wir die Nr. 219 zu Hilfe, indem wir die Würfe dies Mal 
alg Mürfe einer Kurve II betrachten. Es ift nämlich immer f. 
3ig.62 (ABCP)*=S(ABCP); foll aber der Wurf S(ABCP) im 
Strahlenbijdel S projeft. fein dem Wurfe APCD in einem andern 
Strahlenbüfchel oder in einer andern Kurve, fo muß aud) S(ABCP) 
projeft. jein bem Wurfe CDAP in dem neuen fraglichen Strablen- 
büfchel oder in der neuen Kurve, deffen Mittelpuntt oder Träger 
noch willführlih ijt; wählen wir daher B zu dem willführlichen 
Mittelpunkt, d. 5. machen wir S(ABCP) » B(CDAP), fo ift f. 
Fig. 62 dadurch ein Schnittpunkt P der beiden Kurven bejtimmt, 
von denen bie eine die gegebene K, die andere durch die projekt. 
Strablenbiijdel SCABC..) = B(CDA..) beitinmt ift, denn biefe 
beiden Kurven haben den Punkt B gemein ohne in ihm fid zu bes 
rühren, müfjen daher nothwendig nod einen Punkt gemein haben. 

Zujag. Die Auflöjfung bleibt vollfommen ungeändert, wenn 
bie beiden Punkte A und C fonjungirt imagin. werden oder find, 
denn 1) bleibt die projekt. Beziehung der beiden Strahlenbüfchel 
S (ABC..) m B(CDA..) eine reell projeft., die neue Kurve und 
fomit P wird alfo reell, und 2) gilt der Gab in Nr. 219 nicht 
bloß für reelle Elemente, fondern aud) in unjrer hiefigen Voraus: 
jegung, woraus die Richtigkeit fic) ohne weiteres ergiebt. 

Sudt man nun in K die Punkte PÄP,, fo daß ACPP,P; 
re ACP,P.P, jo ijt nad Nr. 226 (APCP,)3 = (APCP,) = 1 
und es find aljo die 2 anderen 3ten Wurzeln von ABCD ABCP. 
APCP, = ABCP, und dann nod) ABCP. APCP,—= ABCP). 

228. Sit endlich der gegebene Wurf W fein neutraler, fo 
führt man diejen Fall auf folgende Weile auf den fo eben behan- 
delten zurüc, wobei wir wieder wie in Nr. 205 B bloß der Anjchau: 
lichkeit wegen in der bieher gehörigen Figur 63 ftatt der imagin. 
Elemente AC etc. reelle angenommen haben. 

Es feien AC 2 fonjungirte imagin. Punkte der reellen Gera- 
denn; man nehme ferner auf einer 2ten reellen Geraden m, weldye 
die Gerade n im Punkte N jchneidet, die 2 reellen Punkte MS an, 
fo giebt e8 einen reellen Punkt D von der Beichaffenheit, daß der 
Wurf A(SMND) dem gegebenen Wurfe W gleid) iſt. Es giebt 
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nun 1 reellen Kegeljchnitt K, der von den beiden fonjungirten ima: 
gin. Strahlen SA und SP in den beiden tonjungirten imagin. Punk: 
ten AP berührt wird, “und der durch den reellen Puntt D geht, 
wie aus Nr. 190 folgt, und diefer Kegelichnitt wird von ber 
Geraden m in 2 reellen Punkten gejchnitten, da der Punkt S, durd 
welchen diefe Gerade geht, ala Pol von ABP innerhalb der Kurve 
liegen muß. B fei der eine diejer beiden reellen Schnittpunfte. 
Nun giebt e8 in m nad Nr. 227 einen reellen Punkt R, fo daß 
SRNB* = SMNB; ebenjo giebt e8 nad) Nr. 227. Zufaß in ber 
reellen Kurve IIK 3 Punkte PP,P,, fo dag (ABCPY=(ABCP,)? 
—(ABCP,)?>—=ABCD. Dem Produkte diefer beiden Würfe kommt 
aber nun die verlangte Eigenichaft zu, daß (SRNB)?.(ABCPY=W 
ijt, denn drüdt man den Wurf ABCD in K durd einen Wurf 
des perjpeft. Strablenbiifdelé A, alfo durd; A(ABCD) aus, jo ift 
AA identifh mit AS und AC identiſch mit AN, fo daß man bat 
(ABCD)=A(SBND). und jest man ftatt des Wurfes SMNB in 
der Geraden m den perjpeft. Wurf A(SMNB) des Büſchels A, fo 
wird (SRNB). (ABCP = SMNB.ABCD=A (SMNB). 
A(SBND)= A(SMND)=W. 

229. Den fpecifiichen Unterfchied zwifchen reellen und ima: 
gin. Elementen der geometrijchen Grund: und CElementargebilde, 
aufgehoben zu haben, und das Amaginäre in das Syſtem der Geo- 
metrie organijd eingefügt zu haben, ift an und für fid) von hohem 
wiſſenſchaftlichen Intereſſe für bie Geometrie; doch foll bier nod 
einmal bejonders auf einen Punkt aufmerffam gemacht werden, wel- 
her vie praftiiche Wichtigkeit diejer Grrungenjdaft bei Unterfudung 
geometrifcher Gebilde deutlich vor Augen führt. 

Alle Säge, bei denen, fei es in der Vorausjegung jei es in 
der Behauptung, Größen zum Vorjchein fommen, von denen je 2 
burd ein Paar fonjungirte erjest werden können, zerfielen bisher 
in verfchiedene Site, deren jeder für jich bewiejen werden mußte, 
indem der Fall, in weldem die fraglichen Clemente reell find, als 
weſentlich verjchieden erjchien von dem, in welchem biejelben imagin. 
wurden. Gon nun an hat man in allen diefen Fällen nur einen 
Sak vor fic, von dem es genügt den Beweis unter Vorausfegung 
lauter reeller Elemente geführt zu haben, nur ift immer nod ber 
Fall des Uebergangs der imagin. Elemente in reelle d. h. der Fall 
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in weldem 2 fonjungirte Elemente oder 2 reelle Elemente in je 1 
reelles zufammenfallen als Grenzfall immer nod befonders zu be- 
tradjten. 

Wir haben in den bisherigen Entwidlungen ſchon verfdiedene 
hieher gehörige Beifpiele gehabt, und werden in dem weiteren Ber- 
lauf nod) mehr erhalten, e8 foll hier nur nod) auf eines zurückver- 
wiejen werden, bei welchem wir uns auf die nun vollendete Lehre 
des Imaginären in der Geometrie bezogen: Gn Mr. 121 wurden 
der geometrijden Betradtung 2 Ebenen unterworfen, welche mit 
eine rKegel⸗ oder Regelfläche diejelben 2 reellen Punkte gemein hatten, 
und für den Fall, daß die beiden Ebenen fi in einer Geraden 
Ihnitten, welche mit der Tläche keinen Punkt gemein hätten, darauf 
hingewiefen, dag nad) Einführung der imagin. Elemente die beiden 
walle auf einen fich reduciren würden, daß diefed richtig, geht für 
uns jet daraus hervor, daß beide Ebenen die beiden fonjungirten 
imag. Schnittpunfte ihrer Schnittlinie mit der Flade gemein haben. 
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Ehe wir zur Anwendung der neueren Geometrie auf die 
Unterfuhung der allgemeinen Lagenverhaltniffe geometrijcher Gebilde 
übergehen, jollen nun bier nod) einestheils diejenigen Fundamental 
fage ber neueren Geometrie, auf welche fic) die nachfolgenden Ent- 
widlungen bauptjählih ftüßen, in Kürze gujammengeftellt und 
andrerjeitd einige Punkte näher befproden und einige neue Bezeich- 
nungen eingeführt werden, auf die wir im Berlaufe unjrer An- 
wendungen guridfommen müffen. 

la. 8 jeien die geraden Gebilde p [abc...] und p; [a,byey...] 
projeft.; nimmt man nun von einem Punkte a des geraden Gebil- 
des p den Schein des geraden Gebildes p, und aus dem entſpre— 
enden Punfte a, von pı den Schein bes geraden Gebildes p, fo 
erhält man 2 perfpeft. Strahlenbiifdel afa,b,c,...] = a, [abc...], 
deren perjpeft. Are diejelbe bleibt, welches entiprechende Punkten: 
paar man aud für a und a, wählen mag. 

Die Are der perjpekt. Beziehung muß nämlich offenbar ftets 
durch diejenigen beiden Punkte von p und p, gehen, welche dem 
Schnittpunfte pp, entiprechen. 

lb. Es feien die Strahlenbüfchel P [abe...]u. P, [aıbıcı -..] 
projeft.; nimmt man nun auf einem Strahl a bes erjten den 
Schnitt des 2ten Büſchels und auf dem entſprechenden Strable a, 
von P, den Schnitt des erften Büfchels, fo erhält man 2 perfpett. 
gerade Gebilde a [aybic,...] w a, [abe...], deren Centrum der 
perjpeft. Beziehung dasjelbe bleibt, welches entiprechende Strahlen- 
paar man aud für aa, wählen mag. 

Biaff, neuere Geometrie. IL 1 


— — 


2a. Iſt K ber Träger 2er projeft. Kurven II K [abc...] 
und K [a,b,c,...], und nimmt man aus einem Punkte a des 1jten 
Kurvengebildes den Schein des 2ten und dann aus dem entiprechen- 
den Punkte a, des Aten den Schein des lften, fo erhält man 2 
perſpekt. Strahlenbüfchel, deren perjpelt. Are für alle entiprechen: 
den Punftenpaare durch die entjprechend gemeinfamen Punfte der 
beiden Kurvengebilde firirt ijt. 

2b. Betrachtet man unter berjelben Borausfegung den 
Schnitt der Strahlenelemente des 2ten Kurvengebildes mit einem 
Strahle a des erften und ebenjo den Schnitt der Strablenelemente 
des erjten Kurvengebildes mit dem entfpredenden Strahle a, des 
2ten, fo erhält man dadurch 2 perjpeft. gerade Gebilde, deren per: 
fpeft. Centrum für alle entjprechenden Strahlenpaare durch den 
Schnitt der entipredend gemeinjamen Strahlenelemente der beiden 
Kurvengebilde firirt ijt. 

Buj. der Sab 2 und ber Sak 1 find Ausbrüde besfelben 
Sages für Linien IL, wenn man unter Linien II den Inbegriff 
eines Paares von Geraden oder einer Kurve II, oder eines Paares 
von Strahlenbiijdeln oder eines Strahlenbüfchels II verfteht, 

3a. 2 projekt. gerade Gebilde p und p, erzeugen burch bie 
Berbindungslinien entfpredhender Puntte einen Strahlenbüjchel I 
oder eine Kurve II, die bie beiden Träger in denjenigen Punkten 
berührt, welche bem Schnittpunfte p pı entjprechen. 

3b. 2 projeft. Strahlenbüfchel I P und Py erzeugen eine 
Gerade (2 Gerade) oder eine Kurve II, die in ben beiden Mittel: 
punkten P und P, diejenigen 2 Strahlen berührt, welche dem ge 
meinjamen Strahle PP, entfpreden. 

4a. 2 projeft. Kurven II desjelben Trägers erzeugen durch 
bie Verbindungslinien entjprechender Punkte entweder einen Strab- 
lenbüfchel I oder eine Kurve IL. 

Im Uſten Falle find die Kurven involut. und finnen als 
entiprechende Gebilde 2er involut. ebener Gewebe betrachtet werden, 
im 2ten (all berührt die neue Kurve die alte in den entjprechend 
gemeinjamen Elementen der beiden projekt. Kurvengebilde, 


4b. 2 projekt. Strahlenbüfchel IL desjelben Trägers erzeu 
gen durch die Sdnittpuntte entipredender Strahlen ein gerades 
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Gebilde, int Falle fie involut. find, oder eine Kurve II, welche bie 
erfte in den entjprechend gemeinfamen Punkten berührt. 

Buf. Aud) von 3 und 4 ift dasjelbe zu fagen Betreff ihrer 
Bufammengehörigfeit wie von 1 und 2. 

5a u. b. Liegen die 3 Paare von Edpuntten Ber Dreiecfe auf 
3 Strahlen eines Strahlenbüfchels, fo jchneiden fid) die 8 Paare 
von Gegenjeiten in 3 Punkten einer Geraden und umgekehrt. 

6a. Wir nermen, wie bisher die 3 Schnittpunfte der 3 Paar 
Gegenfeiten eines volljtändigen 4 Eds, die Ecken des zum 4 Ed 
gehörigen Poldreiecks und gwar wollen wir jedes Ef zu ben 
jenigen Seiten des 4 Eds gehörig nennen, welche in ihm fich jchnei- 
den. Jedes Ee des Poldreiecks ijt von feiner Gegenfeite durch 
jedes Paar nicht zu ihm gehöriger Gegenjeiten harmonijch getrennt. 

6b. Wir nennen, wie bisher die 3 Verbindungslinien der 3 
Paar Gegenpunfte eines volljtindigen 4 Seits die Seiten des zu 
demſelben gehörigen Polardreiecks, doch werden wir von nun an 
für diejelben aud) den Namen Diagonalen des vollftandigen 4 
Seits gebrauchen, und wir jagen dabei eine Seite des Polardreiecks 
oder eine Diagonale gehöre zu den auf ihr liegenden Eden des 
4 Seits. Jede der 3 Diagonalen eines volljtändigen 4 Seits ift 
von dem Schnittpunfte der beiden übrigen durch die beiden Paare 
der nicht zu ihm gehörigen Gegeneden harmoniſch getrennt. 

7a. Jedes Ee des zu einem 4 Ede gehörigen Poldreiecks 
ift von feiner Gegenjeite durch jede Kurve II, welde dem 4 Eck 
umfchrieben ift, harmoniſch getrennt, und aljo jedem ber beiden 
übrigen Eden fonjugirt. 

7b. Sede Diagonale eines 4 Seits ift von dem Schnitt 
punfte der beiden übrigen durch jede dem 4 Seit eingejchriebene 
Kurve II harmonisch getrennt. 

Buf. Rednet man das Syftem er gerader Gebilde oder 
2er Puntte resp. aller durch fie gehenden Strahlen mit unter Kur- 
ven II oder Strahlenbüfchel II, fo erweijen fic) wiederum 6 und 7 
als bejondere Fälle eines allgemeiner zu faffenden Gages. 

8a. Die 3 Paar Gegenfeiten eines vollftindigen 4 Eds 
ſchneiden jede Gerade, die durch feinen der 4 Punkte geht, in 3 
Paar zugeorbneten Punkten einer Involution. 

8b. Die 3 Paar Gegenpunfte eines vollftindigen 4 Seits 
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geben mit jedem Punkte, der auf keiner Seite besjelben liegt, 
3 Paar zugeordnete Strahlen einer Snvolution. 

9a. Ale Kurven II, weldhe demfelben 4 Ef umfchrieben 
find, jchneiden eine Gerade, die durch fein Eck geht, in zugeorbneten 
Punttenpaaren einer Snvolution, in welder aud) die Schnittpunfte 
der 3 Paar Gegenfeiten des 4 Eds zugeordnete Elemente dar- 
ftellen. 

9b. Alle Kurven II, welche demfelben 4 Seit eingejdrieben 
find, beftimmen mit jedem Punkte, der auf feiner Seite desfelben 
liegt, ein Tangentenpaar, das ein Paar gugeordneter Strahlen eines 
involut. Strahlenbüfchels darftellt, in dem aud) die Strahlen nad 
jedem Paar Gegeneden des 4 Seits einander zugeordnet find. 

Zuf. 1. Es leuchtet ein, daß unter der ſchon zu 2., 4. und 6. 
im Zuf. beigefügten Vorausfegung der Sag 8. in dem 9. enthalten ijt. 

Zuf. 2. Der Sab 9. gilt aud) nod, wenn 2 oder je 2 ober 
3 oder 4 Elemente des 4 Eds oder 4 Seits in je 1 zufammen- 
fallen. 

Buj. 3. Es kommt in unjrer weiteren Entwidlung vor, daß 
jämmtliche Kurven die durd) 4 Punkte gehen, oder duch 3 Punkte 
gehen und in 1 eine Gerade berühren 2c. oder alleRurven, die 4Gerabe, 
oder 3 Gerade und darunter die eine in einem bejtimmten Punkt be- 
rühren 2c., in Betradt gezogen werden jollen; wir führen biefür ber 
Kurze wegen eine eigene Bezeichnung ein: indem wir von dem 
Kurvenfyftem ABCD oder AABC oder AABB oder AAAB 2c. 
fpredjen, eine Bezeichnung, die aus der Vergleidhung von I Th. 48 ohne 
weiteres verftindlid) fein wird. Ebenſo ift wohl von felbjt flar, 
was unter dem Kurvenſyſtem der Geraden abed oder aabe oder 
aabb oder aaab 2c. zu verjtehen ijt. 

10a. Schneiden fich die beiden Zangenten AA BB einer 
Kurve II in dem Punkte P, jo bilden je 2 Schnittpunfte MM, 
eines Strahles von P mit der Kurve in ihr einen harmonijchen 
Wurf AMBM,, denn es iſt A[MBM,P], was identijd ijt mit 
A[MBM,A], nad) I Th. 100 Buf. ein harmoniſcher Wurf. 

10b, Der dem 10a. reciprofe Sag fann in Verbindung mit 
ITh. 61 aljo ausgebrüdt werben: die 4 Tangenten in 4 harmonifden 
Punkten einer Kurve II bilden 4 harmonijde Strahlen des bie 
Kurve II umbüllenden Strahlenbüjchels II 
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Dieſe letzten beiden Sake laſſen ſich nad) J. Ch. 99 in Verbin- 
dung mit J. Th. 74. 3) auch noch in folgender Form hinſtellen. 

Ila. Zieht man durch einen Punkt P in der Ebene einer 
Kurve II ein Paar Gerade a und b, weldye die K in den 4 Punk⸗ 
ten AA, und BB, jchneiden, jo liegen die von P verjchiedenen Eden 
bes gum 4 Ed ABA,B, gehörigen Poldreiecks in einer feften 
Geraden p, bie von P dur je 2 Kurvenpunkte harmonijd ges 
trennt ijt. [P und p fann man als Pol und Polare eines ourd 
K beftimmten olarfyftems oder als Snvolutiongcentrum und 
Involutionsare eines durch K und P oder K und p beftimmten 
involut. ebnen Gewebes betradten.] 

11b. Zieht man von 2 Punkten A und B einer Geraden p 
in der Ebene einer Kurve II K 2Tangenpaare aa, und bb, an K, fo 
ſchneiden fid) die beiden andern Diagonalen diejes 4 Seits in einem 
feften Punkte P, der von p durch je 2 Tangenten ber Kurve har: 
monifch getrennt ijt. [Wud bier erjcheinen P und p als Pol und 
Polare oder als Snvolutions-Centrum und Are in Bezug auf K.] 

Zuſ. Es ift ohne weiteres zu erfehen, daß der Sat 11a 
aud) nod für ein Gyftem 2er Geraden und 11b für ein Syſtem 
2er Puntte d. h. Strahlenbüfchel paßt. 

12a. Die fonjugirten Punttenpaare eines geraden Gebildes, 
das fid) in einem Polarfyfteme nicht felbft fonjugirt ift, bilben gus 
geordnete Punktenpaare eines involut. geraden Gebildes. 

12b. Die fonjugirten Strahlenpaare eines in einem Polar: 
ſyſtem nicht fich felbft fonjugirten Punktes, bilden zugeorbnete Strah- 
lenpaare eines involut. Strahlenbüjchels. 

13. Gin einer Kurve II eingejchriebenes 4 Ec und ein dere 
felben umjchriebene® 4 Seit, die in dem Rufammenhang ftehen, 
daß die Eden des erjteren die Berührungspunfte der Seiten des 
legteren find, zeigen die Eigenthümlichfeit, daß die 3 Diagonalen des 
legteren zufammenfallen mit den 3 Seiten bes Poldreiecks des 
erfteren. 

14. Sn einem involut. Strahlenbüfchel giebt e8 im Allgemeinen 
nur 1 Paar gugeordneter auf einander fenkrechter Strahlen, wohl 
aber fann der Fall eintreten, daß jedes Paar gugeordneter Strah— 
len eines foldjen Büfchels auf einander ſenkrecht fteht; die beiden 
Bijdel, die den involut. Büfchel erzeugen, find in diefem alle 
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fongruent, und jeder Strahl bes einen von feinem entfprechenben 
Strahl um 90° entfernt; betrachtet man nun (vergl. I. Th. 100) 
ben involut. Strahlenbüjchel des Mittelpunfts eines Polarſyſtems, 
der durch die fonjugirten Durchmefjer gebildet wird, jo fann ber- 
jelbe ebenfalls dieſe befondere Eigenthümlichkeit zeigen, daß alle 
feine zugeordneten Strahlenpaare auf einander ſenkrecht ftehen; man 
nennt die Ordnungsfurve eines der Art befdaffenen 
Polarfyftems einen Kreis *) Betrachtet man die Schnitt: 
punfte, welche hienad ein Kreis mit der unendlich fernen Geraden 
hat, jo ijt aus I. TH. 182 erſichtlich, 1) daß fie fonjungirt imagin. 
find und 2) dap alle Kreiſe mit ber unendlich fernen Geraden die- 
jelben 2 Schnittpunfte haben. Man findet fie nämlich als die Orb- 
nungselemente derjenigen Snvolution auf der unendlich fernen Ge 
raden, beren zugeordnete Punttenpaare je durd) 2 auf einander 
ſenkrechte Strahlen bejtimmt werden. Da wir fpäter häufig ge 
rabe diefe 2 unendlich fernen fonjungirt imagin. Punkte in unfre 
Betradtung aufzunehmen Gelegenheit haben werden, fo wollen wir 
einen befondern Namen bafür einführen, indem wir fie bie beiden 
Normalpunfte ber Ebene nennen. Die beiben Tangenten, 
welche in diefen 2 Normalpunften an einen Kreis fich legen laj- 
fen, jehneiden fid) im Mittelpunkt des Kreijes und 2 foncentrifde 
Kreife derjelben Ebene haben daher in ben beiden Normalpuntten 
ber Ebene eine doppelte Berührung. Jeder Kreis hat fomit un- 
endlich viele Aren. 

15. Un dieſe Nr. 14 fchließt fid) nun ganz enge eine andere 
BVetradtung an, die in ber Folge nicht weniger häufig Anwendung 
finden wird. Man kann fich nämlid die Frage vorlegen, welche 
Tangenten durch die Normalpunfte an eine Kurve II, bie fein 
Kreis ift, und alfo durch feinen diefer beiden Punkte geht, fid 
legen laffen, und findet nun folgende Refultate: 1) bei der Ellipfe 
und Hyperbel muß eS 2 Paare folder Tangenten geben, bei ber 
Parabel, bei welder die Normalpuntte auf einer Tangente felbjt 


*) G6 giebt baher firenge genommen aud imagin. Kreije, dod bat 
beren Betrachtung weiter feine praftifche Bedeutung, und e6 foll daher fünftig 
biejer Name auch immer nur bei Polarfyfiemen mit reellen Orbnungsfurven 
gebraucht werben. 
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biegen, fann es nur 1 ſolches Tangentenpaar geben. 2) Das durd 
die gefuchten Paare von Tangenten bei ber Ellipfe und Hyperbel 
gebildete umfchriebene 4 Seit hat noch außer den Normalpunften 
2 Paare von Gegeneden, von denen bas eine Paar reell ift, in fo 
ferne die beiden durch fie gehenden imagin. Tangenten fonjungict 
imagin. find, während das andere imagin. ijt nah L Th. 186. 
Dieje 2 reellen Gegenedien nennt man die Brennpunkte ber Ellipie 
und Hyperbel. Eben jo nennt man nun aud) bei der Parabel den 
ebenfalls ſtets reellen Schnittpunft der beiden durd) die Normal- 
punkte an die Parabel zu ziehenden Zangenten ben Brennpunkt 
der Parabel. 3) Die Brennpunkte können bloß auf einer Are 
einer Kurve II liegen. Denn foll F ein folder Brennpuntt fein, 
jo müfjen je 2 fonjugirte Strahlen von F nad der obigen Defi- 
nition auf einander fenfredt fein, zieht man aber von F einen 
Durchmeſſer, jo fteht nach 14 nur dann der fonjugirte Durchmefier 
auf ihm fenfredt, wenn F auf einer Are liegt. 4) Um nun bie 
Lage biefer Brennpunkte auf den Uren felbft zu ermitteln, lege man 
durch den beliebigen Punkt a einer Are eine Gerade a, die mit ihr 
feinen rechten Wintel bildet, legt man nun durch den Pol von a 
eine Gerade a, ſenkrecht auf a, weldje die Are auf der a liegt in 
dem Punkte a, fdjneidet, jo haben die Punkte a und a, und gwar 
gegenfeitig bie Eigenſchaft, dag je 2 fonjugirte Strahlen biejer 
Punkte auf einander fenfredht ftehen. Denn es ftehen außer a und 
& je noch die beiben Paare fonjugirter Strahlen von a und aj, die 
ben beiden Axen parallel find oder resp. mit ihnen zufammenfallen, 
je auf einander jenfredt, aljo 3 Paare, weßwegen alle Strahlen au 
einander jenfrecht ftehen müfjen, da die Büfchel fongruent find. 
Dentt man fih nun einen Parallelftrablenbiijdel, deſſen 
Strahlen alle die Richtung der obigen a haben, jo bildet das Sy— 
ftem der auf ihnen ſenkrechten fonjugirten Strahlen einen 2ten 
Barallelftrahlenbüfchel, deffen Richtung die von a, ift. Jedes Paar 
zufammengehöriger Strahlen wie a und a, bilden daher als ein 
Paar tonjugirter Strahlen, ein Paar entfpredjender Strahlen er 
projeft. Strahlenbüfchel, daher bilden aud) je ein Paar Schnitt: 
punkte eines folden Paares von zufammengehörigen Strahlen mit 
ber Are, wie das obige a und a, je ein Paar entipredender Puntte 
2er projekt. gerader Gebilde in biejer Are, und da, wie oben fdon 


bemerft, a und a, biebei einander abwechſelnd entipredhen, fo ftellen 
biefe beiden projeft. geraden Gebilde in der Are ein involut. gera= 
bes Gebilde dar. Die Ordnungselemente diefes involut. geraden 
Gebildes haben aber nun offenbar die bie Brennpunkte charakterifi- 
rende Gigenfdaft, daß jedem Strahle berjelben ein ihm fentredjter 
Strahl fonjugirt ijt, der durch denjelben Punt geht. 

“ Man überzeugt fih nun leicht, daß bei der Ellipfe und Hy- 
perbel immer bie eine und nur bie eine Are ein Paar Brennpunkte 
enthält, denn in jeder der beiben Aren ftellt ber Mittelpunft und 
ber unendlid) ferne Punkt ein Paar gugeordnete Punkte der in der 
Are enthaltenen Involution dar, deren Orbnungselemente die 
Brennpunkte find; betrachtet man nun aber irgend ein Paar fonju- 
girter auf einander fentredjter Strahlen, fo überzeugt man fid 
alsbald, daß fie die eine Are in 2 Punkten jchneiden, welche durch 
ben Mittelpunkt und den unendlich fernen Punkt diefer Are getrennt find, 
bie andere in 2 folchen, welche durch diefe Punkte nicht getrennt find; da 
aber auch biefe 2 Punkte fold) ein Paar zugeordnete Puncte der erwähne 
ten Snvolution darftellen, jo hat in dem Iften alle das involut. 
gerade Gebilde imagin. im 2ten reelle Oronungselemente w. 3. b. w. 

Bei der Parabel dagegen ergiebt fich alsbald, dak auf ber 
einen Are (jf. I. Th. 100) immer 2 folde Ordnungselemente exi⸗ 
ftiren, daß aber davon der eine in den unendlich fernen Punkt 
der Are und ber Parabel felbft fällt, da biefer auf feiner Polare 
liegt und daher ſich felbft fonjugirt ijt. 5) Hinfichtlih ber Lage 
diefer Brennpuntte ergiebt fic) hieraus unmittelbar folgendes: bie 
Brennpunkte liegen nothiwendig innerhalb der Kurve IL, in fo ferne 
ja bie durch fie an bie Kurve zu ziehenben Tangenten je ein Paar 
fonjungirter imagin. Geraber darftellen; bei der Ellipje und Hy- 
perbel hat die eine Are, wir nennen fie bei der Ellipje die große 
bei der Hyberpel die reelle, 2 foldhe Brennpunkte F und F,, die 
gleid) weit vom Mittelpunkt abftehen, in fo ferne diefer von dem 
unendlid) fernen Punkt durch fie harmonifd) getrennt ift, je 2 auf 
einander fenfredjte fonjugirte Gerade fchneiden die große (oder resp. 
reelle) Are in 2 Punkten die durd) F und F, harmonifd getrennt 
find; bei der Parabel jchneiden 2 auf einander fentredjte tonjugirte 
Gerade die Are in 2 Punkten die gleid) weit von dem einen Brenn: 
punft F entfernt ijt, da der andere Brennpunft ins Unendlide 
gerüdt ift. 
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Die Polare eines Brennpuntts liegt ganz außerhalb der 
Kurve II, und man hat ihr ber häufigen Anwendungen wegen eben: 
falls einen befondern Namen gegeben, fie heißt nämlich bie zu ihrem 
Brennpunkt (als Pol) gehörige Direktrix. 

Buf. 1. Man fann füglih den 2 Tangenten eines Brenn- 
punfts F einer Kurve II, welde durd die 2 Normalpunfte der 
Ebene gehen und fonjungirt imagin. find, aud einen befonbdern 
Namen geben, und fie follen denn aud) im Folgenden ein Paar 
Normalftrahlen des Punktes F heißen. 

Ruf. 2. Da ber Kreis durd die beiden Normalpunfte fei- 
ner Ebene felbft geht, jo hat er ebenfalls nur 2 Tangenten bie 
durch die Normalpunfte gehen und fonjungirt imagin. find, fie 
fGneiden fi im Mittelpunkt des Kreifes, man fann daher jagen, 
die beiden Brennpunkte eines Kreifes fallen im Mittelpunfte in 
1 Punkte gujammen, in dem fich alle die unendlich vielen Axen, bie 
ein Kreis hat, jchneiden 14. 

16. Hat man 2 koncentriſche Strahlenbüſchel M, deren 
projeft. Beziehung in den befondern Fall der Kongruenz übergegans 
gen ift, und fudt man ganz nad der Vorfchrift von J. Th. Nr. 30 
bie entjprechend gemeinfamen Strablenelemente derjelben, jo finbdet 
man ohne alle Schwierigkeit, weßwegen aud hier nicht näher 
darauf eingegangen werden foll, daß fie bei gegenläufiger Projet 
tioität d. h. Kongruenz 2 auf einander fenfredte entſprechend ge- 
meinfame Strahlen haben, dur die je 2 entfpredjende Strahlen 
harmonisch getrennt find, daß dagegen bei gleichläufiger Projektivi- 
tät bie beiden Normalftrahlen von M die entſprechend gemein- 
famen Elemente derfelben darjtellen. 

17. Die Größe eines Winkels wird beftimmt durch die Ans 
zahl der Richtungen, welche zwijchen den Richtungen feiner beiden 
Schenkel enthalten ift, ein Winkel ift fomit ein Theil eines Strah- 
lenbüfchels. Auf diefe Definition geftügt erweift man den Gab, daß 
die 3 Winkel eines Dreiecks ABC gleich Zen rechten Winkeln ijt, ein 
Sak, den wir jpäter anzuwenden öfter Gelegenheit haben werben, 
febr einfad. Denn vor allem ift erfichtlih, daß der Unterſchied 
von Scheitelwinteln hier fo zu jagen wegfällt, bd. h. daß der Beweis 
von deren Gleichheit jo zu jagen in obiger Erklärung von felbft Liegt, 
und in Folge defjen ift zu erfehen (f. Fig. 1), daß von den 4 Winkeln 
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ABCA ober resp. ihren Scheitelwinkeln die Endrichtung eines 
jeden mit ber Anfangsrichtung des nächſten zufammenfällt, fo da 
die 3 Winkel ABC alle Richtungen eines Strahlenbüfchels enthal- 
ten und dieje Winkelgröße nennt man eben 2 rechte Winkel, 

Zu. Wir begnügen uns bier dieſen Fundamentalſatz näher 
ausgeführt zu haben, indem wir die unmittelbar hieraus ſich erge- 
benden Gage, auf die wir aud) im Verlaufe als auf befannte ung 
beziehen werden, als damit felbft gegeben betrachten und nicht aus- 
drüdlic aufführen wollen; nur fet noch darauf ausdrücklich binge 
wiejen, dag die Säge über Parallellinien (die jogenannte Paralle— 
Ventheorie) aus diefem Fundamentaljag unmittelbar fließen, weh- 
wegen wir aud) auf diefe fpäter als auf befannte Gage unmittelbar 
und beziehen werben. 

18. Die bloß affine Beziehung er ebener Gewebe unter: 
jheibet fi (I. Th. 86) von der Abnliden dadurch, dah bei der 
legteren die beiden unendlich fernen Geraden beider Gewebe als 
entipredhende Elemente tongruent find, während fie bei der affinen 
Deziehung bloß projekt, find; bei der ähnlichen Beziehung ſchließen 
baher je 2 Gerade benjelben Winkel ein als die ihnen entiprechen- 
ben, während bei 2 bloß affinen Geweben eine Gerade blog mit 
den Strahlen eines einzelnen Parallelftrahlenbüfchels Wintel bildet, 
bie ihren entſprechenden gleich find. 

Betrachten wir wie im I. Ch. 86 bei 2 reell projekt. Geweben E 
und E, besjelben Trägers, die bie unendlich ferne Gerade entfpre: 
hend gemein haben, aljo entweder affin oder ähnlich oder fongruent 
find, einen Preis von E, fo entipricht ihm in E, entweber eine 
Ellipje oder wieder ein Kreis, im erften Fall find die Gewebe bloß 
affin im 2ten ähnlich (oder fongruent), denn da beide Gewebe ftets 
jo verihoben werben Fönnen, daß fie einen reellen uneigentlichen 
Punkt U entipredend gemein haben und hinfichtlich des Sinnes der 
Punktelemente der unendlich fernen Geraden übereinftimmen , fo 
müffen fie im 2ten Fall alle uneigentlichen Punkte entfprechenb ge 
mein haben, da fie außer U nod) die beiden Normalpunfte ihres 
Trägerd entiprechend gemein haben. In beiden Fällen entipricht 
biebei dem Mittelpunkt und jedem Paar fonjugirter Durchmeſſer 
wieder ber Mittelpunkt und ein jolches Paar, daher aud) injonderbeit 
ben beiden Wren der Ellipſe im Aten Fall ein Paar fentredter 
Durchmefjer des Kreijes. 
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Hieraus folgt mun and) zugleich, daß bei 2 ähnlichen ebenen 
Geweben das Verhaltnig der entfpredenden Streden für alle ent- 
fpredjenden und alfo ähnlichen Geraden basjelbe ift, da jedem Halb: 
mefjer des einen Kreifes ein Halbmefjer des andern entſpricht und 
für alle Strahlen eines Parallelftrahlenbitfdels das fraglide Vers 
haltnif dasfelbe bleibt und ebenso läßt fid) Leicht hieraus ableiten, 
daß bei bloß affinen Geweben ein und dasjelbe Verhältnig ent- 
ſprechender Streden nur ben Strahlen von hidjtens 2 Parallel- 
jtrahlenbüfcheln gufomme. Fragt man fi nämlich, welche entipre= 
chende Streden in dem Verhaltnig von m zu n Stehen, fo macht 
man ben Halbmefjer des oben erwähnten Kreifeg von E = m; ift 
nun n gleich einer der beiden Uren der entjprechenben Ellipfe in E,, 
jo fommt bloß den Strahlen bes zu der betreffenden Are parallen 
Parallenftrahlenbiijdels das fragliche Verhältniß zu; liegt der Werth 
von n gwifden den Werthen ber beiven Aren, fo erhält man immer 
2 Halbmefjer der Ellipfe, denen diefer Werth zukommt *) und bie 
durch die Uren harmonisch getrennt find, b. h. deren Winkel durch 
die Aren halbirt wird. Diefe beiden Halbmeffer ftehen nun zu 
den entfpredenden Halbmefjern des Mreifes in dem verlangten 
Berhältnig und beftimmen alfo 2 Barallelftrahlenbüfchel, deren 
Strahlen fammtlid) die verlangte Cigenfdaft befigen, daß beliebige 
Streden berfelben zu den entfpredenden Stredten ber anbern Ebene 
in bem Verhältniß von m : n jtehen. 


Hiebei d. h. in dem zulegt erwähnten Fall ift nun vor allem 
wichtig, daß, wenn bie Gewebe bloß affin fein follen, bie beiden 
erwähnten Paralleljtrahlenbüfchel (d. 6. bie erwähnten Halbmeffer 
ber Ellipfe) der Ebene E,, nicht denfelben Winkel einjchließen fon- 


") Qwar werden bie Gigenfchaften ber Kurve II im Detail erft fpäter 
näber betrachtet werben, bod) ergeben fid) die oben in Anwendung gebrachten 
Eigenfhaften, bie fic auf bie fommetrifche Lage ber Kumen gegen die Aren 
beziehen unmittelbar, wenn man die Kurve involutoriſch auf fich bezieht, und 
babei eine Are berjelben als Involutionsare betrachtet, bie involut. ebenen 
Gewebe, deren entiprechenb gemeinfames Gebilde die fraglide Kurve ift, find 
in biefem Falle ſymmetriſch fongruent in Bezug auf diefe Are (f, I. Th, 86 
ober Il. Th. 20). 


nen als bie entjprechenden Parallelftrahlenbüfchel (d. 6. Kreishalb- 
mefjer) in E. 

Um diefes zu beweifen, genügt es den Beweis geführt zu 
haben, für den Fall, dag m:n — 1 if. Denn man fann den 
allgemeinen Fall immer auf diefen bejondern zurüdführen dadurch, 
bag man zu dem Gewebe E ein neues ähnlihes Gewebe E, an- 
nimmt von ber Bejchaffenheit, dag die entipredenden Streden von 
E und E, fic ebenfalls verhalten wie m:n. Würden aber 2 Ge 
rade von E, und E,, die ihren entjpredyenden fongruent find, dene 
felben Winkel wie fie einjchliegen, jo finnte man beide Gewebe fo 
auf einander legen, dat fie alle Punfte dieſer beiden Geraden ent- 
fpredend gemein haben, woraus folgt, daß fie fongruent find; E 
und E, jelbft könnten alſo nicht bloß affin, fondern müßten äbn- 
lid) geweſen fein. 

Durd dieje Betrachtung erledigen fic) nun unmittelbar die 
Tundamentalfäge über die Aehnlichkeit oder Kongruenz der Figuren, 
wie fie die gewöhnliche d. h. euflidijde Geometrie abhandelt. Unter 
affinen ähnlichen oder fongruenten Figuren verftehen wir entſprechende 
Figuren er affiner, ähnlicher oder fongruenter ebener Gewebe, fo 
daß alfo bei ähnlihen (und fongruenten) Figuren das Verhältniß 
aller entiprechender Linien dasjelbe ijt, und alle Winkel einander 
gleich find. Hier möge nur noch für Dreiecke die einfdlagige Une 
terjudung angeftellt werden: Begieht man 2 ebene Gewebe E und 
E, projeft. jo auf einander, bag den Edpunften des Dreiecks A BC 
und ber unendlich fernen Geraden von E die Eckpunkte des Drei: 
eds A, B,C, und die unendlich ferne Gerade von E, entſprechen 
jo find die Gewebe immer dann ähnlich (oder fonrguent), *) wenn 
zugleich: 

I. AB: AC: BC = A,B, : A,C, : B,C, ober 

IL AB: A,B, = AC: A,C, und Winkel BAC— BA, C, 

oder 

II. Winkel A — A, W. B — Bi und alfo C — C.. 


*) &8 ijt einleuchtend, dah bie hier folgenden Gage über Aebnlichkeit 
zu gleicher Zeit für bie Kongruenz gelten, wenn bas Verhältniß entſprechender 
Strecken = 1 if. 
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Die Richtigkeit diefer 3 Fundamentalfäge folgt unmittelbar 
aus ber obigen Entwidlung. 

Die affine Beziehung geht immer in die ähnliche über, wenn 
2 Gerade deren Streden zu den entjprechenden Streden von E, 
das gleiche Verhaltnig haben, denjelben Winkel einjchliegen, als die 
entipredenden von E, (Fall II). Es kann nun nod die Frage 
aufgeworfen werden, welche Beziehung (ob affine oder ähnliche) 
ftattfinde, wenn unter Borausfegung der obigen Art der projekt. 
Beziehung 2 der 3 Seiten von ABC 4. B. AB und AC den 
gleichen Winkel einſchließen, wie ihre entfpredenden A,B, und A,C, 
während zu gleicher Zeit die beiden Seiten AB und BC die Giz 
genſchaft haben, dag AB: A,B, =BC: B,C,. Daß die Gewebe 
und aljo auch die Dreiecke unter diefer Vorausfegung immer ähnlich, 
fein finnen, wenn nämlid zugleich Winkel BAC—= B,A,C,, 
leuchtet ein, es fragt fid) daher nur nod, ob fie aud) bloß affin 
jein können. 

Betrachtet man irgend eine Strede BA, und unterjudt man, 
welche andere Strecfe BC mit ihr einen Winkel 8 einſchließt, der gleich 
dem Winkel ijt, den die entjprechenden B,A, und B,C, bilden , jo 
findet man diefe Streifen BC am einfachiten dadurd, dag man 
den Strahlenbüfchel B auf feinen entjprechenden B, jo legt, dap 
beide einen involut. Büchel bilden; der Strahl, der bei einer der- 
artigen involut. Lage dem Strahle BA zugeorönet ijt, hat die ver- 
langte Eigenſchaft, außerdem aber offenbar feiner. Cine derartige 
involut, Lage verlangt, daß die beiden einzigen Paare einander 
entjprechender jenfrechter Strahlen auf einander zu liegen kommen, 
aber einander abwechjelnd entiprehen. Diefe involut. Beziehung 
ijt nun nad L Th. 40 auf 4fache Weile zu vollziehen. Dabei 
überzeugt man fid) aber alsbald, daß bloß 2 der 4 Galle eine Lö- 
jung unſrer Aufgabe, die für die weiteren Bedingungen berjelben 
paßt, liefern, denn betrachtet man die 2 Fälle, in welchen die ins 
volut. Beziehung der Büfchel ohne Ordnungselemente ijt, jo jieht man, 
daß in dieſem alle jedem ber beiden Winkel, der von 2 Strahlen 
eingejdlofjen ijt, die mit ihren entipredenden gleiche Winkel bilden, 
nicht der ihm gleiche, fondern gerade derjenige entjpricht, der ihn 
zu 180° ergänzt; jo daß aljo in diefem alle dem Dreiede ABC 
mit dem Winkel 4 bei B ein Dreied A,B,C, entiprade, das bei 
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B, ben Winkel 180 — # hat. Bon den beiden ander Fallen, 
bie 2 für unjre Aufgabe pafjende Löfungen liefern, braucht man 
wiederum bloß den einen Fall näher zu betradten, ba aus I. Th. 
40 alsbald folgt, dag das eine Refultat unmittelbar aus dem 
andern folgt, wenn man das eine ebene Gewebe um 180° um B 
dreht. Unterſuchen mir daher diefen einen Fall hier noch näher, 
wobei wir vorausfegen, daß es ber ijt, bet welchem jedem Punkte 
von E ein Punft von E, entfprede, der mit ihm in demfelben Wins 
felraume der von ben zugeordneten jenfrechten Strahlen des involut. 
Biijdhels gebildeten 4 Winkelräume liegt. 

Betradhten wir wie oben einen Kreis, deſſen Mittelpunft das 
gemeinjchaftliche Centrum B der beiden involut. Tiegenden entſpre— 
Genden Strahlenbüfchel ift, fo entjpricht ihm eine Ellipje, deren 
Mittelpunft eBenfalls B und deren beide Aren den in ihnen liegen- 
den 2 Kreis: Durchmejjern abwechjelnd entiprehen. Suchen wir 
daher (fj. Fig. 2) zu der beliebigen Strede BA die Ride 
tung BA, ber Strede AC von der Beſchaffenheit, daß Winkel 
BAC = B,A,C, fo find BA und BA, burch per Ordmungs: 
ftrahlgB M] des Buſchels harmoniſch getrennt, und dem BA in E 
entipridt die BA, in E,. Sucht man dagegen den Strahl BC, 
der allein mit bem Strable BA die Eigenjchaft gemein hat, daß 
BA: BC = BA, : B,C,, fo liegt BC fo, daß der Wintel 
ABC burd die Are BP halbirt ift, und ihr entfpridt alsdann 
der Strahl BC, von der Lage, dag A,BC, durd die andere Ure 
BQ balbirt ift. Zieht man nun eine beliebige Gerade AC parallel 
BA,, jo entfpridjt ihr die Gerade A,C,, welche parallel BA ift 
und es ijt Wintel BAC — BA,C, und BA: BC = BA;: 
BC,, da biebei die Geraden A,C, und AC einander entſprechen 
und alfo aud ihre Richtungen in dem involut. Strahlenbüfchel B 
einander zugeorbnet find, ohne daß jedod) in ben beiden bloß affinen 
Dreieen ABC und A,B,C, der Winkel C dem Winkel C, gleich 
fein fann (weil unter diefer Vorausjegung der oben erwähnte Fall 
ber Aehnlichkeit nothwendig einträte), fo müffen biefe beiden 
Dreiedswintel Nebenwinkel fein. Hieraus folgt aber 
nothwendig gugleid), dag Winkel A oder A, Fleiner fowobl als C: 
alg aud C, fein mug, db. h. daß in 2 bloß affinen Dreiecken, bie 
einen. gleidjen Winkel haben, derjelbe nicht blog nach IE der einer 
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ber beiden proportionalen Seiten gegenüber liegende fein, fon: 
dern daß er der kleinere von beiden ſein muß, denn da einer der 
beiden Wintel C und C, (für unfre Fig. C) ein ſtumpfer Wintel 
fein muß, fo ift Winkel A + B= 180 — C—O, alfo Winkel 
A Heiner als C, und um jo mehr daber fleiner alg ©. Das Refultat 
diejer Entwidlung ligt fic) in folgendem Gage zufammenfaffen, 
ber fid) ben obigen 3 Fundamentalfagen über Aehnlichkeit (und 
Kongruenz) als Ater anfdliept: 

IV. Bezieht man 2 ebene Gewebe fo projeft. auf einander, 
bag den 3 Punkten ABC und der unenbli fernen Geraden von 
E die 3 Punkte A,B,C, und die unendlich ferne Gerade von E, 
entipreden, und ift außerdem nod) Winkel BAC = B,A,C, und 
BA : BA, = BC: B,C, fo find die ebenen Gewebe (und alfo 
aud) die Dreiede) ähnlih, wenn Winkel A größer ijt alg C und 
C,, dagegen können bie Dreiede ahnlid) und bloß affin fein, wenn 
A fleiner ijt alg C und C, im legten Fall ift C + C, = 180°. 

19. Aus diejen Gagen in Verbindung mit 17 ergeben fid 
nun die widtigfter Fundamentalfäge über Dreiede auf die befannte 
Weife, und wir übergehen deren nähere Anführung; nur fei bejon- 
ders hervorgehoben, wie der pythagräiſche Lehrſatz ſich direFt hier- 
aus ergiebt, denn zieht man aus ber Spike C des redjtwinfligen 
Dreiecks ABC den Perpendifel CD auf die Hypotenufe, fo find 
nad) 18. III. bie Dreiede ABC, ACD und CBD einander ähnlich 
und hieraus folgt unmittelbar, bag AC? — AD. AB und BC?= 
BD . AB »b. h. AC? + BC? = AB? Und ebenfo möge nod ers 
wähnt werben, dak aud) der Sak von ben gleiden Winkeln A—B 
des gleichichenfligen Dreieds ABC mit der Grunlinie AB unmit- 
telbar aus den Sägen der Kongruenz folgt, da nad) 18. I. Dreied 
ABC fongruent ift BAC. 

20. Sollen 2 ähnliche (nicht zugleich fongruente) ebene Ge- 
webe in perfpeft. Lage fein, fo muß die perfpeft. Are nothwendig 
bie unendlich ferne Gerade fein, da feine 2 eigentliche Gerade fons 
gruent fein fönnen, während das perjpeft. Centrum ein eigentlicher 
Punkt fein muß, da bei der bloß ähnlichen (d. h. nicht auch fon- 
gruenten) Beziehung 2er gerader Gebilde desfelben Trägers, wie 
aus I. Th. 39. r alsbald erhellet, außer dem uneigentlihen Punkt 
jtets aud) nod ein eigentlicher Puntt entiprechend gemein fein muß, 
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Wir nennen von nun an das Centrum ber perfpelt. ähnlichen Be- 
ziehung 2er ebener Gewebe deren Achnlichkeitspunft und jeden 
durch diefen Punkt gehenden aljo fich felbft entipredenden Strahl 
einen Aehnlichkeitsftrahl derjelben. 

Sollen 2 bloß affine ebene Gewebe in perjpeft. Lage fein, 
fo muß das perjpeft. Centrum im Unendlichen liegen, die perſpelt. Are 
dagegen eine eigentliche Gerade fein, da ja bie unendlich ferne Ges 
rade zwar ein entjprechend gemeinfamer Strahl ift, dabei aber als 
nicht fongruent dem entfpredjenden geraben Gebilde die perfpelt. 
Are nicht darftellen fann. 


2 fongruente ebene Gewebe theilen felbftverftindlid in dieſer 
Beziehung die Eigenſchaft der ähnlichen und der affinen Gewebe, 
d. h. bei ihnen Fann die Are im Unendlichen liegen und das Cen- 
trum im Endlichen oder umgekehrt das Centrum im Unendlichen 
und bie Are im CEndliden. In beiden jo eben erwähnten 
Tällen ijt die perjpeft. Lage nod) immer für dasjelbe Centrum und 
diefelbe Are in doppelter Weife miglid, wobei das eine Mal im- 
mer alle Elemente bed einen Gewebes auf die entjprechenden des 
andern zu liegen kommen, während die 2te Rage aus der erwähnten 
hervorgeht, wenn man das eine Gewebe um 180° entweder um das 
fefte eigentlihe Centrum oder um die fefte eigentliche Are dreht. 
Die perfpeft. fongruente Lage der legten Art hat man wohl aud 
mit einem bejondern Namen belegt, indem man die Gewebe fy m- 
metrifd liegend nennt, in dem einen Fall in Bezug auf 
das (eigentlide) Centrum, in dem andern in Bezug auf 
die (eigentliche) Are, wobei dann immer bas Centrum in einer 
zur Ure fenfredten Richtung liegt. 


2 ähnliche ebene Gewebe laſſen fich ftets in perfpeft. Lage 
bringen und zwar in Bezug auf jeden eigentlichen Puntt als Aehn- 
lichkeitspunft in doppelter Weile. Ganz fo verhält es fic) mit 2 
fongruenten ebenen Geweben, die in Bezug auf jeden eigentlichen 
Punkt als Centrum und in Bezug anf jede eigentliche Gerade als Are 
fommetrifd) gelegt werben finnen. Bei 2 bloß affinen ebenen Ge: 
weben hängt die Möglichkeit der perfpeft. Beziehung von der be- 
jonderen Art der Beziehung ab; giebt eS jedoch eine Gerade, die als 
Ure der perjpekt. Beziehung gelten Tann, fo giebt es deren unendlich 
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viele und zwar im Allgemeinen die fammtliden Strahlen 2er oder 
eines Baralleljtrahlenbüfchels, 

21. 2 Kuren, K und Kj, die fi und die p im Puntte P 
berühren, finnen immer perjpelt. auf.einander bezogen werben, fo 
daß P peripeft. Centrum ijt. Ebenſo können fie immer fo perjpeft. 
auf einander bezogen werden, dag p perfpeft. Are ijt: Sit P Centrum 
und zugleich p Are, fo ijt die Berührung in P immer eine Apunftige, 
jo daß außer P fein weiterer gemeinjamer Punkt und auger p feine 
weitere gemeinfame Tangente vorhanden ijt. Liegt bas perjpeft. 
Centrum für p als Aye in einem von P verfchiedenen Punkte von 
p, jo ijt die Berührung eine 3punttige, jo daß immer nod) ein ge 
meinjamer Schnittpunft und eine gemeinjame Tangente vorhanden ijt, 
welche legtere die perjpeft. Are für P als Centrum darjtellt. Liegt 
endlid) das perfpeft. Centrum für P als Are außerhalb p, jo ijt 
die Berührung die gewöhnliche Zpunktige und die Kurven haben 
entweder nod) 2 Punkte und 2 Tangenten gemein, oder fie berühren 
fic nod) in einem 2. Punfte, (1. Th. Nr. 194.) 

2 Kurven II.K und K,, die von einer Geraden basfelbe reelle 
Stic einjhliegen oder diejelben 2 imagin. fonjungirten Schnitt 
punkte haben, können immer auf 2erlei Weije d. h. für 2 Centra 
für diefe Gerade als Are perjpekt. auf einander bezogen werden. 

2 Kurven I. K und K,, die in denjelben reellen Winfel eine 
gejchrieben find, oder diefelben 2 fonjungirten imagin. Geraden be- 
rühren, können immer auf 2erlei Art d. h. für 2 Aren in Bezug auf 
den Schnittpunkt der erwähnten gemeinfdaftliden Tangenten als 
Centrum perjpeft. auf einander bezogen werden. 

Ruf. 1. Aus der letten Nummer in Verbindung mit 14 folgt 
nun unmittelbar, dag 2 Kreije ftets auf Zerlei Weije perjpeft. auf 
einander bezogen werden finnen für die unendlich ferne Gerade als 
Are ber perjpeft. Beziehung, d. h. daß 2 Kreife immer auf 2erlei 
Weiſe d. h. für 2 Centra perfpeft. ähnlich find, wir nennen in bie 
fem Falle wohl auch die perfpeft. Centra Wehnlid feitspuntte 
der beiden reife. Und ebenjo folgt ferner, dag 2 Kurven II. welche 
einen gemeinjamen Brennpunkt haben (wir nennen fie fonfofal) 
immer auf 2erlei Weije in Bezug auf diefen Brennpunft als Gens 
trum perjpeft. auf einander bezogen werben finnen. 

Zuſ. 2. Jn dem zulegt erwähnten Falle fann die eine der beiben 

Pfaff, neuere Geomitrie. IL 2 
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Kurven ftets durch einen Kreis erjeßt werben, deffen Mittelpunkt 
mit dem Brennpunkt der andern Kurve zufammenfällt. 

Entſprechen die 2 Mittelpunfte 2er Kurven II. einander, fo 
find die Kurven affın. Haben 2 Kurven I. 2 parallele Tangenten 
und find fie dabei in einen ber beiden durch fie gebildeten Parallel 
räume bejdrieben, fo find fie in Bezug auf ben unendlich fernen 
Punkt beider Tangenten als Centrum perfpeft. affin. auf 2erlei Art 
d. 5. für 2erlet Aren. 

Haben 2 Kurven IL, einen gemeinfamen Ourdmefjer, von dem 
fie dasjelbe Stück einfließen, jo fann man fie ſtets als perfpeft. 
affin in Bezug auf diefen Durchmeſſer als Are betrachten und zwar 
auf Zerlei Art d. h. für Zerlei Centra. 


22. Sind 2 affine ebene Gewebe in perfpeft. Lage mit der 
endlichen Are c und dem uneigentlihen Centrum u, fo ergiebt fid 
hieraus eine algebraifche Relation für die Lage entjprechender Punkte, 
bie für die Folge von einigem Intereſſe jein wird und als unmittel- 
bare Anwendung folgenden allgemeinen Sages fic) ergiebt: 

Sind ganz allgemein 2 ebene Gewebe perjpeft. projeft. und 
u ihr Centrum, e ihre Are der perjp. Beziehung fowie a u a, einer: 
feits b u 5, anbdrerfeits je ein Paar entjprechender Punkte, wobei 
nod) die aa, die Are c im Punkte m, die Gerade bb, diefe Are in 
n jchneiden möge, jo ift ſtets uama, m ubn b,, ba die- beiden 
Geraden ab und a,b, als entſprechende Gerade jid) in einem Puntte 
P von e jchneiden und aljo obige beide Würfe als Schnitte eines 
Wurfes des Strahlenbüfchels P erjcheinen, Es ijt aljo, wenn die 
Werthe der beiden genannten projekt. Würfe genommen werden 

(ua, .ma):(ua.ma,) = (ub, .nb):(ub.nb,). 

Jit nun die perfpeft. Beziehung zugleich eine affine, fo 
wird, da u ins Unendlide rückt alfo ua, : ua fowohl als 
ub, :ub gleih 1 werden: am: a,m—bn: bn. 


23. Sit aba, b, ein harmoniſcher Wurf und ijt aa. aa,.cc 
einerfeits bb.b, by .coc, andrerſeits eine Snvolution, fo ift ſtets aud 
am .bb,.cc, eine Snvolution und umgekehrt. 

Wegen der Gnvolution aa.aya,.bb,.coc ift nämlih aa, bb, co 
re aa, by be aber wegen der Involution 6b .b, baa, 2c ijt aa, bb, 
rauabb;c, alfo aud aa, bh bcewaabb,q w. z. b. w. 
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24a. Seder Strahlenbüfchel, der zu einer involut. Kurve IL 
perfpeft. ijt, ift felbft involut. nad I. Th. 61. 

24b. Jedes gerade Gebilhe, das zu einem involut. Strablen- 
büfchel II. perjpeft. ift, ift felbjt involut. 

25. Das Produkt der Entfernungen der beiden Hauptpuntte 
(1. Th. 11) er projett. Geraden von je einem Paar entjprechender 
Punkte ift eine fonftante Größe nad I. Th. 11. Bei einem involut. 
geraden Gebilde fallen die beiden Hauptpunfte in den einen Haupte 
punkt der Snvolution zufammen, der, wenn Ordnungselemente vor- 
handen find, in der Mitte gwifden diefen liegt. Da man nun von 
4 harmonijden Punkten je 2 getrennte al8 die Ordnungselemente 
einer Involution anjehen fann, in ber die beiden andern Punfte 
zugeordnete Punkte darjtellen, jo erhält man nod folgenden Gab: 
bas Produkt der Abjtände von 2 getrennten Punkten eines harmo- 
nischen Wurfes von der Mitte des andern Paares getrennter Puntte 
ift gleich dem Duabrate der halben Entfernung diefer legten beiden 
Bunte. | 

26. Sinb bei 2 foncentrifden projekt. Strahlenbüjcheln je 
2 entiprechende Strahlen auf einander ſenkrecht, in weldem falle 
beide Büjchel fongruent find, fo find fie aud) involut. 

27. Sind die Oronungselemente eines involut. Strahlen: 
büfchels auf einander jenkrecht, jo wird der Winkel je Ber zugeorb- 
neter Strahlen durd) fie halbirt, und umgekehrt: halbiren bei 4 
barmonifchen Strahlen 2 getrennte den Winkel der beiben andern, 
fo müfjen fie auf einander jenkrecht jtehen. 

28. Liegt von 4 harmonischen Punkten einer in der Mitte 
2er getrennter, jo liegt der von ihm jelbft harmonijd getrennte im 
Unendliden und umgekehrt. 


Aufgaben und Muffige. ~ 


29a. Aufg. Es find 2 Gerade mn gegeben, deren 
Schnittpunft unbefannt, man foll eine Ste Gerade finden 
die von einem gegebenen Punkte P aus nad dem Schnitt- 
puntte von mn gerichtet ijt. 

Man ziehe 2 Gerade durch P, deren erfte bie m u. n ina 
b, beren zweite bie m u. n in ba, jchneidet, bezeichnet man nun 
ben Schnittpunkt von aa, u. bb, dur Q, und zieht man durd Q 
eine dritte Gerade, welche diem u.n inc u. c, fchneidet, jo liefern 
nad) la die Sdnittpuntte von ac, u. ac; be, und ch, nod 2 Punfte 
ber verlangten Geraden. 

29b. Aufg. E8 find 2‘Puntte MN gegeben, man foll 
auf einer Geraden m einen mit MN in einer Geraben lie 
genden Punkt finden, wenn die Gerade MN jelbit nicht ges 
zogen werben Fann, 

Zieht man burd) 2 beliebige Punkte von m die 2 nah MN 
gehenden Paare von Strahlen, nämlidh ab, und ba, und wählt 
auf der Verbindungslinie der Schnittpunfte von aa, u. bb, nod 
einen dritten Punkt, von dem aus nad) Mu. N die Strahlen c und 
c geben, fo beftimmen nad 1b die Schnittpunfte ac, u. ca, einer 
feitS und bie Schnittpunfte be, u. b,c anbdrerfeits je eine neue Ge: 
rade, die beide die m in bemjelben Punkte mit der Geraden MN 
ſchneiden. 

30a. Schneidet man 3 Gerade abc eines Strahlenbüſchels P 
durch 3 andere a,b,c, eines anderen Strablenbiifdels P,, jo erhält 
man 9 Schnittpunkte, welde 18 neue Gerade bejtimmen, die zu je 
3in 6 neuen Punkten fic ſchneiden; dieje feds Punkte find die Pole 
von PP, in Bezug auf die 6 möglichen Kurven, die außer durd 
PP, nod durd 3 ſolche ber erwähnten 9 Sdnittpuntte gehen, von 
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denen keine 2 auf einem der 6 gegebenen Strahlen liegen. Denn 
da man bie Strahlen abc auf berlei Weiſe projekt. auf die 3 Strah⸗ 
len des Strahlenbijdels P, beziehen fann, fo folgt der Gag aus 1b. 
30b. Berbindet man 3 Punkte ABC einer Geraden p mit 
den 3 Punkten A,B,C, einer andern Geraden p,, fo erhält man 
9 neue Gerade, welde 18 neue Punkte bejtimmen, die zu je 3 in 
6 neuen Geraden liegen. Die Geraden find die Polaren von pp, 
in Bezug auf die 6 möglichen Kurven II, welche die p u. py und 
außerdem noch joldye 3 der erwähnten Verbindungslinien berühren, 
von denen feine 2 durch einen der gegebenen 6 Punkte gehen. 
Zuj.1. Berallgemeinert lauten dieje beiden Sake: Nimmt man 
auf einer von 2 Geraden m, auf der andern n Punkte an, fo erhält 
man durch deren Verbindungslinien mn neue Gerade, diefe fchnei- 
e-bna-h neuen Bunte 
ten und von diefen Punkten liegen im Allgemeinen *) 
m.(m—1)(m—2).n.(n—1).(n—2) 
1. 2. 3. 


den fic) im Allgemeinen *) in 


mal je 3 in je 1 neuen 


Geraden. 

m Strahlen eines Strahlenbüfchels fchneiden n Strahlen eines 
anderen in mn Punkten, diefe beftimmen Pats ait Kil Cain ala) 
neue Gerade und von biefen gehen im Allgemeinen 
oe) ee) mal je 8 burd je 1 Sunt, 

Ruf. 2. Hinfichtlich der 6 Geraden der Nr. 30b, in denen die 
18 Sdnittpunfte liegen, gilt nun nod der merfwürdige Sag. 
bag diefelben fic) zu 3 und 3 in 2 Punkten P u. Q jchneiben. 

Die 6 verjchiedenen Anordnungen, in welche georbnet bie 
3 Elemente A; B,C, der Geraden p, den 3 Elementen ABC ber 
Geraden p projekt. entipreden fonnen, zerfallen in 2 Gruppen, 
indem die Anordnungen jeder Gruppe durd bie Aufeinanderfolge 
der erwähnten 3 Bunte ftets einen und denfelben Sinn bejtimmen, 


*) Die Zahlen verringern fig, wenn 3 ober mehr folder Geraber durch 
1 Punft gehen, ober wenn ein Syftem von 4 ober mehr Bunften ber einen 
einem Syſtem von 4 ober mehr Punkten ber andern projekt. ijt. 
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fo bag A,B,C,, B,C, A,;, C, A,B, in die eine, A, C,B,, C,B,A,, B,A,C, 
in die andere Gruppe gehören. Und es ſchneiden fic) nun die 3 Ge- 
raben jeder Gruppe, db. h. die Geraden die nad (J. a) durch die 
entjprechende projekt. Beziehung firirt werden, je in 1 Punkte P 
u. Q. Betrachtet man nämlich eine diefer Geraden, jo fann man 
bie 3 Paare von Verbindungslinien der betreffenden Punkte von 
ABC u. A,B,C,, die fidh in ihren 3 Punften fdneiden, als die 
3 entiprechenden Seiten von 2 perſpekt. Dreieden betrachten und 
fudt man nun die 3 Verbindungslinien entiprechender Eckpunkte 
dazu, fo ftellt fid) immer heraus, daß diefe 3 Gerabde die der andern 
Gruppe angehörigen Geraden darftellen; dabei fann bei der Wahl, 
db. h. Beftimmung der perfpeft. Dreiecke felbjt eine Zweideutigkeit 
nicht eintreten, wenn man nur im Auge behält, daß feines derjelben 
einen der 6 gegebenen Punkte als Eckpunkt enthalten darf. 


Betrachtet man 3.8. ABC w A,B,C, jo beftimmen AC,, 
A,C, AB,, A,B; BC,, B,C die 3 Schnittpunfte der einen ber 6 Ge 
raden, will man dieſe 6 Geraden zu 2 perjpeft. Dreiecken vereint: 
gen, jo daß fein Ed in p ober p; liegt, fo geht e8 bloß auf bie 
eine Art, daß man AC, A,C BB, die Seiten des einen und A,B 
AB, CC, die Seiten bes andern fein läßt; die 3 Verbindungslinien 
der 3 entfpredenden Eden find demnad: [(AC, A,C) (A,B AB, )], 
[(AC, BB,) (A,B CC,)], [((A,C BB,) (AB, CC,)], was offenbar 
die 3 Geraden der 2ten Gruppe find. 


Ruf. 3. Als ich diefes Schon zum Druck gegeben, finde ich zu: 
fällig nod) einen von dv. Staudt veröffentlichten eleganten Beweis 
obigen Gages, den id) noch beifüge, da er gleichzeitig über die Lage 
der beiden Schnittpunfte P u. Q nod) weiteren Aufſchluß liefert. 

Sind M,N, diejenigen beiden Punkte von p;, welchen nad 
1. Fh. 226 die Eigenichaft zukommt, dag M,N,A,B,C, = M,N, 
B,C,A, = M,N,C,A,B, und find nun MN diejenigen beiden Punkte 
von p, welde der Bedingung entfpreden, daß ABCMN wa 
A, B,C;M,N,, fo it MNABC w M,N,A,;B,C, = M,N,B,C,A, 
nm M,N,C,A,;B,. Der Sehnittpunft P von MN, u. M,N liegt 
alſo in jeder der 3 Geraden, weldje durch die projekt. Beziehung 
von pu.p; nach Nr. la bejtimmt find, wenn man p u. p; aufeine der 
3 nachfolgenden Weijen projekt. auf einander bezieht: p(ABC..) 2 


u — 


pı (A, B,C,..) und p (ABC..) w pı (B,C,A,..) und p (ABC..) 
wT Py (C, A,B, ich 

Sit auf biejelbe Weife M, N, A, C, B, Bj M, N; C, B; Ay 
re M;N,B,A,C, und entipreden M, u. N, den Punkten M, u. N; 
für die projekt. Beziehung p (ABC...) = pı (A,C,B,...), fo ift 
diefes auch der Fall bei ber projekt. Beziehung p (ABC..) m p, 
(C,B,A,...) und p (ABC..) aw pı (B,A,C,..) und der Schnitt= 
punft Q von M,N, u. M,N, liegt auf jeder ver 3 Geraden, die 
nad 1.a durch die projeft. Beziehung von p u. p, bejtimmt ift, wenn 
diefelbe auf eine von folgenden 3 Arten firirt wird: p (ABC..) 
= pı (A,C,B,..), p(ABC..) w p, (C,B,A,..) u. p(ABC..) 
re pı (B,A,C,..). Da aber die Involution, durch deren Ordnungs⸗ 
elemente nad) I. Th. 226 M,N, beftimmt find, offenbar vollfommen, 
diejelbe ijt wie diejenige, burdy die M,N, beftimmt jind, fo muß 
entweder M; mit M, und dann N, mit N, oder umgefehrt M, mit 
N, und dann N, mit M, ibentijd fein; und man überzeugt fid 
leicht, daß das letztere der Fall ijt. Bezeichnen wir nämlich jest 
burd) AsB,C, die Punkte von der Beichaffenheit, daß ABA,C 
AC,BC ABCB, 3 barmonijde Würfe darjtellen (dieje Punkte wurs 
den in ber citirten Stelle I. Th. 226 durch A,B,C, bezeichnet), fo 
find nad jener Gntwidlung MANA, MBNB, MCNC, harmoniſche 
Würfe, alfo MN.AA.BC eine Snvolution, allo MNABC x 
NMACB, aljo aud) nad) dem Obigen MNABC mw N,M,A,C,B, 
mworaus der Sat unmittelbar erwiefen ift. 

Demnad find P u. Q 2 Eden des Poldreiecks eines voll» 
ftändigen Vierecks MNN,M,, von dem p u. p, das zum britten Eck 
gehörige Paar Gegenfeiten darftellen. P u. Q find daher durd 
Pu. py harmonisch getrennt und find dabei reell nad 1.Th. 186.2) 
injoferne MN, u. M,N fowobl alg MM, u. NN, je ein Baar fon- 
jungirter imagin. Geraber darſtellen. 

Zus. Auf diefelbe Weije ergiebt fic, daß die 6 Schnittpunfte 
der 18 Geraden in 28a zu 3 u. 3 in 2 Geraden liegen, die durd 
P u. Py barmonijch getrennt find. 

31. Schneiden 4 Strahlen abed eines Strahlenbüfchels P 
2 Gerade pp, des Strahlenbüjchels Q, fo geben die Verbindungs- 
linien der Schnittpunfte abcd auf p u. bscd, auf py 12 neue 
Gerade, dieje jchneiden fic) in 42 neuen Punkten, von biejen Punk: 
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ten liegen 6 in einem Strahl bes Büfchele Q, und Smal je 4 mit 
P in je 1 Geraden; jede diejer legten 3 Geraben fchneidet bie p u. 
p; in 2 Punkten, in welchen fie von 4 Kurven berührt werben, deren 
jede noch je 3 der oben erwähnten 12 Geraben berührt. Betrachten 
wir eine jolhe Gruppe von 4 Kurven, fo berührt auger p u. p; 
die erjte die Geraden ab, ba, cd,, die zweite ab, ba, dc, die dritte 
cd, de, ab, die vierte cd, dc, ba,, jo dag alfo bei jeder Gruppe von 
Kurven alle 12 Gerade als Tangenten erjdeinen. Außerdem liegen 
nod) SOmal je 3 Schnittpunfte in 1 Geraden. 

Bezieht man nämlich die Gerade p fo projekt. auf p,, dak 
pl[abc] w p,[b, a,d,], fo erhält man die 1fte, madt man p[abd] 
re pı [bayc,], fo erhält man die 2te; macht man p [cba] = p, [d,c,, J, 
jo erhält man bie 3te und madt man p[cdb] = p, [yca,], fo er: 
Halt man die 4te der oben erwähnten Kurven. Die Geraden, welche 
man namlid) (nad) 1.) bei biefen 4 Arten der projekt. Beziehung 
erhält, enthalten entiprechend ber obigen Orbnung je den Schnitt: 
punft folgender Gerader: 1) aa, u. bb,, ad, u. byc, bo, u. aye; 
2) aa, u. bb,, acy u. b,d, bc, u. apd; 3) cc, u. dd,, ch, u. d,a, 
bb, u. qa; 4) cc, u. boy, ca, u. db, da, u. cb, woraus erhellet 
erjtens, dag alle 4 Gerade durch P gehen, zweitens, dak ſowohl 
die erite als auch die zweite biefer Geraden mit jeder ber beiden 
legten Geraden auger P je nod) 1 Punkt gemein haben, wodurd 
erwiejen, dag alle 4 in 1 Gerade zufammenfallen, von der außer 
P nod 4 Punkte befannt find. Begieht man p u. p, perfpeft. auf 
einander, fo erhält man bie erjte der oben im Gage erwähnten Ge- 
raden (nad 1-). Begieht man 3 Punkte von p fonft nur projekt. 
auf 3 Punfte von p,, was gerade nod auf 80 neue Arten ge 
ſchehen fann, jo erhält man die übrigen 80 Geraden nad 1. 

Aud diefer Sak läßt fid) erweitern, wenn man ftatt ber 
4 Strahlen von P n foldye Strahlen wählt, die Aenderungen, welche 
unter diefer Vorausjegung vorzunehmen, find folgende: Statt der 
„12 Geraden” „n.(n—1) Geraden”. Statt der „42 Scnittpuntte” 


mt — 
wm. (n—1). | 1) —— Schnittpunkte“. Statt der ,, Smal 4 Punkte“ 


„n — Umal 4 Punkte”. Statt der „80 nod iibriger Geraden” 


»{n.(n—1).(n—2) —4]. aoa nod) übrige Gerade. 
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Ruf. Es fei hier dem Lefer überlaſſen, die beiden reciprofen 
Sage hier beizufügen. 

32. Sind abch fowie a,b, c,d; je 4 harmoniſche Punkte 
2er Gerader p und p, berjelben Ebene, fo beftimmen dieje Punkte 
durch ihre Verbindungslinien 16 neue Gerade, die fic gegenfeitig 
in 8.9 neuen Punkten fdneiden. Bon diefen 72 Schnittpunften 
liegen nun 1) 8mal je 6 auf 8 neuen Geraden g und 2) 64 mal 
je 3 auf 64 neuen Geraden h; und von biefen 64 Geraden h 
jchneiden fid) 3) auf jeder der 8 Geraden g gerade 4 Paare, fo 
dag aljo 32 Paare von den Geraben h in je einem Punkte einer 
Geraden g fic) fchneiden. 

Die Behauptung 1) ergiebt fid) unmittelbar aus J. Th. 19 in 
Verbindung mit la. Die Behauptung 2)u. 3) folgt aus 30, wenn 
man dabei folgendes berüdjichtigt: man fann zwar zu 3 Punkten 
von abcd je 3 beliebige Punkte von a,b,c,d, als entiprechende gu- 
ordnen, dabei erhält man aber im Ganzen nur 32 Syiteme von 
3 Geraden, die fic), wie in 30 Zuf.2 befproden, in 1 Puntt jchneiden 
und unter den 3 Geraden je eines jolden Syitems ijt ftets eine der 
8 Geraden g enthalten, woraus der Sas unmittelbar folgt. 

33a. Aufg. Es find 5 Tangenten abede einer Kurve II 
gegeben, man joll auf irgend einer berjelben a. B. auf a 
oder b den Berührungspunft finden. 

Werden bie beiden Tangenten a u. b von den 3 Tangenten 
ede entjprechend in ben Punttenpaaren cc, dd, ee, gejchnitten, und 
zieht man cb, u. eid und ebenjo ce, u. ce, fo ſchneiden fich diefe 
beiden Paare von Geraden in 2 Punkten einer Geraden s, welde 
bie gejudten Berührungspunfte enthält. 

33b. Aufg. Es find 5 Punfte ABCDE einer Kurve 
gegeben, man foll in 1 derjelben die Tangente finden. 

Bezeichnet man die Strahlenpaare, die von A u. B mad ben 
Puntten CDE geben, durd cc, dd, ee;, fo jchneiden fic) die Ver: 
bindungslinien der Schnittpunfte cd, c,d, ce; cye in einem Punkte 
S, durch den die Tangente der Kurve in A und in B gehen muß. 

Zuf. Läßt man in Wr. 33b A u. B ins Unendliche rüden, 
fo erhält man den Gag: 

Zieht man von 3 Punkten CDE einer Hyperbel 3 Paare 
ben Ujymptoten parallele Gerabe, jo bejtimmen bieje 3 Pa- 


rallelogramme, deren 3 nicht durd) CD ober E gehende Dia- 
gonalen fid) in dem Mittelpunft der Hyperbel fchneiben. 

34. Iſt ABCD ein volljtändiges Biered (Fig. 3), fo 
jchneidet jede Seite des Poldreiecks PQR das Paar Gegen- 
feiten, dag zu feinem der beiden auf ber fraglichen Seite 
gelegenen Eckpunkte gehört, in 2 Punkten; die 6 der Art 
fid) ergebenden Punkte bilden die 6 Eckpunkte eines vollftän- 
digen Bierjeits, jo daß aljo 4mal 3 derjelben in je 1 Ges 
raben liegen. 

Betrachtet man, um an einem Beifpiel die Richtigkeit zu zei— 
gen, die beiden harmonischen Würfe P(ARBec) und Q(BRAc) 
oder vielmehr ihre Schnitte mit den beiden 4E&cdsfeiten AC und BC, 
fo ergiebt fid), daß die3 Punkte abc in 1 Geraden liegen, injoferne 
c das Centrum der perjp. Beziehung der beiden perfpeft. Würfe in 
AC und BC ift, für welche perfp. Beziehung a u. b entipredende 
Punkte darjtellen. Ganz auf diejelbe Weife wird dargethan, daß 
dieſes nod) 3 mal d. h. für nod) 3 andere der 6 Sdnittpuntte 
Statt findet. 

35. Legt man durd) 2 Eckpunkte P u, Q eines Dreiecks 
PQR (Fig. 4) 2 Paare von Geraden aa, u. bb,, welde 
duch die Dreiecisjeiten harmonisch getrennt find, fo 
beftimmen deren 4 Schnittpuntte ein vollftindiges 4Ed 
ABCD, deſſen Poldreied PQR ift, fo dak alfo durch R 
ebenfalls ein Paar Gegenjeiten cc, desfelben geht, welches 
aljo aud) durdy die Dreiedsfeiten RP und RQ harmonisch 
getrennt ift. 

Bezeidnen wir wie gewöhnlich die Gegenjeiten der Eden 
PQR durch pqr, jo find als harmonijde Würfe arayq u. brb,p 
projeft. d. 6. perfpeft., dasjelbe findet Statt mit ara,q und 
b,rbp, fo daß alfo die 2 Gegenfeiten AD u. BC des vollitändi- 
gen 468 ABCD wirflid) durch R gehen w. 3. b. w. 

36. Die 3 Paare von Geraden, welche die 3 Wintel 
paare, welche die Seiten eines Dreiecks bilden, halbiren, bil 
den die 6 Seiten eines vollftändigen 4&d8, 

Betrachtet man nämlich das vollftindige 4Eck, welches nad 
35 durh blog 2 Paare Halbirungslinien (27) erzeugt wird, jo 
ijt nur nod) nachzuweiſen, daß das 3te Baar von Gegenjeiten ebenjo 
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wie die beiden andern auf einander ſenkrecht ſteht; dieſes folgt aber 
aus 8 unmittelbar, da 2 Paar Gegenfeiten des fraglichen 4Ecks 
die unendlich ferne Gerade in 2 auf einander ſenkrechten Richtungen 
fchneiden, weßwegen nad) 14 aud) das 3te Paar Gegenfeiten auf 
einander fenfredt jein muß. 

37. Zieht man durd die 3 Eden eines Dreieds 3 Ge- 
rabe abe parallel ben Gegenjeiten und entiprechend durd 
diefelben Ecfen 3 Gerade a,b,c, nad) den Mitten der Gegen: 
feiten, fo bilden die legteren die Diagonalen von 3 Parallelo- 
qrammen, und fdneiden fic) in 1 Puntte. 

Betrachtet man wieder bloß 2 Paare aa, u. bh,, die nad 28 
je durch die Dreiecsjeiten harmonijd getrennt find, jo haben wir 
in dem nad) 35 dadurch bejtimmten vollftändigen 4&d wieder bloß 
darzuthun, daß aud) von dem 3ten Paar Gegenfeiten die eine durch 
die Mitte ber Gegenfeite geht, während die andere zu ihr parallel 
ift; dieß folgt aber unmittelbar aus 34. 

Buf. €8 leuchtet ein, daß hierin der Sag liegt, daß die 
Geraden aus den Eden nad) den Mitten der Gegenfeiten fich in 
1 Punkt jchneiden. 


38. Bleibt bei einem veränderlichen vollftandigen 4Seit 
aa, bb, die eine Seite MN des zugehörigen Polardreiecks felt, 
während die 4 Seiten um 4 fefte Punkte A,B,C,D, fid 
drehen, jo drehen ſich auch die beiden übrigen Seiten des 
zugehörigen Polardreiecks um jel feften Punkt, fowohl wenn 
man N feft und M veranberlid), als aud) wenn man M 
feft und N veränberlih annimmt. 


Denken wir uns Fig. 5 den 1 Schnittpunft N von aa, und 
fomit a u. a, feft, dagegen M veränberlich, jo ändern fic) aud) die 
übrigen 4 Ecken ABCD des 4&eits; dabei ergiebt fic) aber als- 
bald, dag das gerade Gebilde a[A...] perfpeft. ift dem geraden 
Gebilde a, [C...] und ebenfo das gerade Gebilde a[D...] perfpeft. 
bem geraben Gebilde a, |B....]; dabei ift das perfpeft. Centrum von 
a u. a, beibe Male ein Punkt von B,D,. Zu einem ganz abn: 
lichen Refultate gelangt man, wenn man M umd jomit bb, feft, 
dagegen N veränderlich annimmt; in biefem Kalle ift b(C..) per- 
fpeft. zu b, (A...) und eben fo b(D...) perip. zu b, (B...) und 
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dabei iſt beide Male das perſpekt. Centrum ein Punkt von A,C,. 
Schneiden ſich A,C, und B,D, in dem Schnittpunkte von AC und 
BD, jo ijt, man mag M oder N alfo auch beide veränderlich an- 
nehmen, jtets diefer Schnittpuntt felbjt Centrum der perſpekt. Beziehung. 
Buf. Bejondere Faille ergeben fid), wenn man den Schnitt: 
punft von A,C, u. B,D, mit dem Schnittpunfte der Gegenfeiten 
AC und BD zufammenfallen, oder wenn A, B, C, D in einer 
Geraden liegen, oder wenn man die gemeinjame Poldreiecksfeite MN 
ins Unendliche rücken läßt, wie nachfolgende Gage erfennen laſſen. 

39. Haben Fig.6 2 4Seite eine GeiteMN oder M,N, 
des zugehörigen Polardreiecks gemeinjchaftlih, während die 
4 Seiten des einen durch bie 4 übrigen Eckpunkte des andern 
gehen, fo haben beide aud) immer das ber Seite MN ober 
M,N, gegenüberliegende Et ihres Polardreiecks gemeinschaftlich. 

Es tritt hier nämlid, immer der oben erwähnte Fall ein, daß 
das perjpeft. Centrum für das veränberlidye 4 Seit mit dem Ed 
bes Polardreieck des andern zujammenfällt. 

Ein befonderer Fall hievon lautet: 

2 Parallelogramme, von denen das eine bem andern umfdjrie- 
ben ift, haben den Durchſchnitt ihrer Diagonalen gemein. 

40. Bei 2 Parallelogrammen mit demfelben Schnittpunft 
der Diagonalen, jchneidet jedes Paar Parallellinien des einen 
jedes Paar des andern in 2 Punkten, die je mit dem 
Schnittpunkt der Diagonalen in 1 Geraden liegen. 

41. Bewegen fish die Spisen 2er Winkel, deren Schen: 
fel fic) parallel bleiben, auf einer feften Geraben fort, fo 
bleibt auch jede der beiden Diagonalen, des einfachen durch 
fie bejtimmten 48 ftets ſich parallel. 

42. Dreben fic) die 4 Seiten eines vollftändigen 4 Seit, 
von deſſen Polardreieck eine Seite feft ijt, um 4 Punfte einer 
Geraden, fo drehen fid) die übrigen 2 Seiten der zugehörigen 
Polardreiede um 2 fejte Punkte derjelben Geraden. 

43. Drehen ſich die 4 Seiten eines Parallelogramms 
um 4 Punfte einer Geraden, fo drehen fic) aud) die Dia- 
gonalen um 2 Punkte diefer Geraden. 

Diejen beiden legten Sägen werben wir fpäter von anbrer 
Seite aus wieder begegnen. 
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44, Bleibt bei einem veranbderlidjen vollftindigen 4Ed 
ABCD 1€4 des Poldreiecks und 1 der beiden zugehörigen 
Seiten fejt, während die 4 Eden auf 4 feften Geraden fid 
fortbewegen, fo bemwegen fic) auch die beiden übrigen Eden 
des Poldreiecks auf 2 feſten Geraden, die mit 2 jener feften 
Geraden in 1 Puntte fic) fchneiden. 

Ruf. Auch hier ergeben fic) befondre Fälle: es geniige als 
Beifpiel folgender: Bei allen Baralleltrapezen, deren parallele Seiten 
biefelbe Richtung haben, und deren 4 Edpunfte auf 4 feften Gera- 
ben liegen, bie durch einen Punkt P gehen, fdjneiden fich auch die 
beiden nicht parallelen Seitenpaare in den Punkten er Strahlen 
besjelben Punttes P. 


45. Die 3 Höhen eines Dreiecks fdneiden fid in 
1 Punkte. 

Se 2 Punkte der unendlid) fernen Geraden, welche durd 2 
auf einander jenkrechte Gerade bejtimmt find, bilden je 1 Paar zu: 
georbneter Punkte eines involut. geraden Gebildes; nennt man da: 
ber je 2 Strahlen 2er Strahlenbüfchel, die auf einander fentredt 
ftehen, entjprechend, fo find die Büſchel projeft., aus diefem Grunde 
ijt Fig. 7 A[abcd] w Bf[a,b,c,d,], daher aud) der Wurf abed 
rs d;c%,b,a,, woraus der Gag folgt nad 1. 

46. Der Ort bes nten Ecks eines einfachen nEcks, deſſen 
n—1 übrige Eden auf n—1 feften Geraden fic) bewegen, 
und dejjen nGeiten um n Puntte einer Geraden fich drehen, 
ijt eine fejte Gerade, die burd) den Schnittpunkt der liten 
und (n—1)jten fejten Geraden geht. 

Es entjtehen namlid), wenn man die auf einander folgenden 
Paare von Seiten, welche je 1 Ed bilden, als Strahlen von projett. 
Strahlenbüjcheln betrachtet, lauter perſpekt. Strahlenbüfchel. 

47. Die nte Seite eines einfachen nSeits defjen übrige 
(n—1) Seiten um fejte Punfte fic) drehen und bejjen 
n€den auf n feften Strahlen desfelben Strahlenbüjchels 
fid) fortbemegen, dreht fic) ebenfalls um einen feften Punkt. 

Es bilden namlid je 2 auf einander folgende und fomit aud 
bas erjte und legte Ed entfprechende Punkte 2er projekt. und zwar 
zugleich perjpeft. gerader Gebilde. 
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48. Gdneidet man 2 Paar Gegenjeiten eines vollftin- 
digen 4Ecks durd) eine Gerade p und zieht man von dem 
Schnittpunkte P (j. Fig. 8) des Sten Paares von Gegenjei- 
ten nad den 4 Schnittpuntten abcd Gerabe, fo fdneiden 
bieje diefelben 4 Seiten in 4 Punkten a,b,c,d, einer neuen 
Geraden; wobei zu beachten, daß je 2 ſolche zujammengehö- 
rige Punkte wie aa,, die auf einem Strable von P liegen 
zugleich quf einem Paar Gegenjeiten liegen müfjen. 

Betradtet man nur ein Paar folder Punkte a, u. b,, fo be 
ftimmen dieſe eine Gerade p,, welde die p in 3 jchneiben möge, 
denkt man fich die p um S gedreht, fo ändern fid) a, u. b,, allein 
immer bleibt das gerade Gebilde, das durch die verjchiedenen Schnitt 
puntte a, auf ber Seite BC entitebt, perjpeft. bem durch die entjprechen- 
den Schnittpunfte b, auf AD entftehenden, weil fie projeft. find, und ibr 
Schnittpunkt M einen entjprechend gemeinjamen Punkt darftellt. Dabei 
(aft fih alsbald nachweijfen, daß das Centrum der peripeft. Be 
ziehung S ein fefter Punkt der Poldreiedsjeite MN fein muß, denn 
wegen des vollftindigen 4Ecks aba,b, muß M(bPaS) und wegen 
bes vollitändigen Eds ABCD mug M(bPaN) ein barmonijder 
Wurf fein, woraus folgt, daß der Schnittpunkt pp, auf MN liegt. 
Da diefe Schlußfolge für die Schnittpunfte co, u. d, ebenfo gilt, 
und die Geraden p u. p, durd) die feften Geraden SP u. SM bar: 
monifd) getrennt fein miiffen (nad) 6.), fo ift ber Gat ermiejen. 

Bertaufht man P mit M u. N, fo erbalt man nod 2 neue 
Gerade po und p; und diefe 3 Gerade pıpap; haben nun nad) dem 
vorigen Beweis folgende gegenjeitige Lagenverhaltnijje: Sie bilden 
ein dem Dreieck MNP eingefchriebenes Dreieck, defjen 3 Ecken von 
p durd die Ecken des erfteren harmonijd) getrennt find, während 
die 3 Seiten des einen und bes andern fid) in 3 Punkten von p 
ſchneiden. Hieraus folgt ungweifelbar: dreht fid) p um irgend 
einen feften Punkt, fo dreht fich aud) jede der 3 Geraden p,pops 
um einen feften Punkt, umbillt p eine dem MNP eingejchriebene 
Kurve II, jo thut diejes auch p; pops. 

Bejondere Fälle ergeben fi, wenn p ins Unendlide riictt. 

49. Zieht man von einem beliebigen Punkte S nad 
2 Paar Gegenecfen eines volljtändigen 4Seits Strahlen, fo 
jhneiden dieſe diejenige Seite (m) des zugehörigen Polar: 


dreiecks, welche durch das 3te Paar Gegeneden gebt, in 4 
Punkten. Zieht man nun von der Projektion jedes diejer 
4 Eden je nad dem Gegenecfe 4 neue Gerade, jo fchneiden 
fi diefe in einem neuen Punfte S,, wobei SS, durd 
bag der erwähnten Polardreiedisjeite (m) gegenüberliegende 
Ed des Polardreiecks geht. 

50. Schneiden 3 Strahlen abe eines Strahlenbüfchels 
S eine Kurve II in den 6 Punkten ABCA, B, C, fo erhält 
man 8 Dreiecfe von der Beichaffenheit, dak die 3 Eden auf 
den 3 Strahlen abe liegen, zu jedem diefer 8 Dreiecke gehört 
ein anderes derjelben von der Beichaffenheit, daß beide fein 
Ec gemeinihhaftlic haben; wählt man nun ein ſolches IE 
3. B. ABC und zieht von den 3 Eden ABC nad einem 
beliebigen neuen Punkte D der Kurve die 3 Geraden AD 
BD CD, fo jchneiden diefe die 3 Seiten B,C, A,C, A,B, 
des zugehörigen Dreied3 in 3 Puntten eines Strahles d 
von 8. Läßt man hiebei die beiden zujammengehörigen 
Dreiede ABC u. Ay B,C, ihre Rollen vertaufden, und wählt 
dabei das 2te mal an die Stelle von D einen Punft der 
Kurve, der mit dem erjten D in einem Strahle von S Liegt, 
jo erhält man in beiden Fällen denjelben Strahl d von S 
alg Ort der Schnittpunfte. 

Der Beweis ergiebt fid) unmittelbar aus I. Th. 63a., wenn 
man den Strahlenbüjchel abe projekt. auf das Kurvengebilvde ABC 
oder A,B,C, bezieht. 

5l. Sind von den 3 Punkten abe einer Geraden p 
3 Paare Tangenten aa, bb, cc, an eine Kurve II gezogen, 
fo bilden dieſe 6 Gerade 8 verjchiedene Dreiecke, deren 3 Sei- 
ten durch abc gehen, zu jedem berjelben abe gehört gerade 
eines a,b,c, von der Beichaffenheit, daß beide feine Seite 
gemeinjchaftlih haben. Schneidet man nun die 3 Geiten 
abe des einen von 2 ber Art zufammengehörigen Dreieden 
durch eine beliebige neue Tangente d der Kurve, fo geben 
die 3 Berbindungslinien von ad u. ba, bd u. u, ed 
u. ba, durch einen Punkt d von p, läßt man das Dreieck 
a b,c; an die Stelle von abe treten und umgetehrt, und 
wahlt die neue Tangente d,, welche abye fehneibet, jo, daß 
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du.d, aud in einem Punkte von p fic) ſchneiden, fo bleibt 
der Schnittpunft d der 3 Verbindungslinien a,d, und be, 
b,d, u. ac, c,d; u. ba auf p berjelbe. 

52. Sind ABC 3 Puntte einer Geraden p, und legt man 
burd A u. B 2 beliebige Gerade a, u. bo, welche entipredend eine 
andere Gerade py in den Punkten a u. b jchneiden mögen; zieht 
man ferner von dem Punkte C nad a u. b die2 Strahlen c, u. co, 
fo liegen ftets die Schnittpunfte a,c. und boc, in einer Geraben, 
die durch einen feften Punkt von p geht. 

Betrachtet man namlid) die eine Gerade a, (oder bo) als feft 
und läßt die andere b, (oder a,) fic) jtetig ändern, jo ändert aud 
die Lage von co fic) ftetig; allein ftetS jchneidet die be die fefte Ge- 
rade c, und die cy die fefte Gerade a, in entjpredenden Punkten 
2er perſpekt. gerader Gebilde, von denen ein Paar entjprechender 
Punkte in der Geraden p liegt. 

Hieher gehört als befonderer Fall: 

Drehen fih 2 nicht parallele Seiten eines Parallelo- 
gramms um 2 fejte Punkte AB ganz beliebig, während bie 
beiden andern Seiten fic) in einem Punkte C von AB f{djnei- 
ben, fo geht die eine Diagonale ftets durd) einen feften Punkt 
von AB, 

53. Sind die beiden Geraden qyqo zu der Geraden AB 
parallel und werden q, und qo von einer 4ten Geraden p 
in den Punkten MN gefdnitten, fo beftimmen die Geraden 
AM und BN, fowie AN und BM mit q, und qo ftetd ein 
Paralleltrapes, deffen 2te Diagonale durch einen feften Puntt 
von AB geht, wie auch bie parallelen Geraden qy u. qo 
gelegen jein mögen. 

54. Sit S irgend ein Ed eines volljtändigen 4 Seits, 
jo ijt das Berhaltnig der Produkte Sa.Sb:Sa,.Sb, unge 
ändert dasjelbe, wie man aud) die 4 Seiten parallel mit fid 
fortrüden läßt, wenn nur a und b einerjeits und a, und b, 
anbrerfeit8 bie auf den durch S gehenden beiden Seiten ge 
legenen übrigen Eden bedeuten. 

Es folgt diejes unmittelbar daraus, daß Sa u. Sa, entfpre- 
ende Punkte 2er ähnlicher gerader Gebilde darjtellen, und daß die- 
fes ebenjo mit Sb u. Sb, der Fall ijt, fo dag Sa:Sa,—e um 
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8b: 8b, =c, aljo Sa. 8b:Sa, Sb, =e.c; ift, wobei c u. c, fonftante 
Rablenwerthe darjtellen. 

Sit ce; 1 fo werden diefe Produfte einander gleich ; 
find in diefer Beziehung die Richtungen von 3 Seiten des 
4Seits gegeben, jo findet man ftets gerade 2 Richtungen 
für bie 4te Seite, bei der diefer Fall eintritt, Sind hiebei 
die 2 der 3 erjteren Geiten, welche fid) in S fchneiden, auf 
einander jenfrecht, jo hat bei jeder Richtung, die die 3te Seite 
hat, ftets eine ber beiden möglichen Richtungen die Lage, 
daß aud) die Ste und 4te Seite auf einander ſenkrecht ftehen. 

Man findet dieje legte Behauptung beftatigt, wenn man a u. 
b zufammenfallen läßt, denn nad) einem befannten Gab über bie 
Aehnlichkeit der Figuren ift ftets (Sa)?—Sa,.Sb, *). 

55. Liegen die 4 Eden A,B,C,D, eines vollftändigen 
48 auf den 4 Geraden abcd eines volljtändigen 4Seits 
während ein Paar Gegenfeiten A,D, u. B,C, des erften auf 
der Seite MN (Gig. 9) des zum 4Seit gehörigen Polar: 
dreiecks fic) jchneiden, weldye durch die Gegenpunfte ac und 
bd bejtimmt ijt, fo ſchneiden fich ftets nod) 1 Paar Gegen- 
feiten, nämlich A,C, und B,D, auf der 2ten Seite bes zum 
4Seit gehörigen Polardreieds, welche durch bie —— 
ad u. be beſtimmt iſt. 

Denkt man ſich den Schnittpunkt S von A,D, u. B,C, auf 
MN, fowie bie eine der beiden Seiten 3. B. A,D, feft, fo beitim- 
men bie beweglichen Schnittpunfte B, u. C, auf den beiden Seiten 
des 4Seits 2 projekt. gerade Gebilde, deren Scheine von D, u. Ay 
2 perfpeft. Strahlenbüfchel bilden, für welche die Are der perjpet. 
Beziehung PQ ijt, woraus die Richtigkeit folgt. 

Die Betrachtung der Fig. wird alsbald erkennen laſſen, in 
welder Ordnung die Eden des 4Ecks und Seiten des 4Seits gue 
jammengehören. 

Bejondere Fälle diejes Sages lauten: 

56. Zieht man durch die 2 Paar Gegeneden eines Pa- 
ralleltrapezes 2 Paare von Parallellinien, fo bejtimmen dies 


*) In Bezug auf die Vorausfegung diefer geometrifhen Wahrheit beziehe 
id mid auf das in Nr. 19 Gefagte, 
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felben ein Parallelogramm, bejjen eine Diagonale durch den 
Schnittpunft der beiden Diagonalen des Paralleltvapezes 
geht, 

Diefer letzte Say läßt fid) aber nod) etwas allgemeiner fo 
ausbrüden : 

57. Schneidet man die 2 Paar Gegenjeiten eines Paz 
rallelogramms durch 2 Gerade dd,, die ſich felbjt auf einer 
Diagonale des Parallelogramms fdneiden, jo erhält man 
4 Paare von Schnittpunften von folder Bejdafjenheit, dah 
jedes Paar Schnittpunfte von d auf einem Paare von Ge 
genjeiten mit dem Paare von Schnittpuntten von dy auf 
bem andern ein Paralleltrape; bilden. 

58. Liegen die 4 Eden A,B,C,D, eines vollftändigen 
4648 auf den 4 Seiten eines vollftindigen 4Seits abcd 
und jchneiden fid) 2 Paare von Gegenjeiten A,D, u. B,C, 
einerjeit8, A,B, u. C,D, andrerfeit$ auf der Seite des zum 
4 Seit beftimmten Polardreieds, die durch die Gegenpunfte 
ac und bd bejtimmt ijt, jo ijt der Schnittpunft des 3ten 
Paares von Gegenfeiten ftets das Ed des zum 4 Seit ge 
hörigen Polardreiecks, das der erwähnten Seite besjelben 
gegenüberliegt (j. Fig. 10). 

59. Denkt man fih A,D, biebei fejt, jo fann man die Frage 
aufwerfen, ob man immer nod) 2 Punfte B,C, dazu findet, jo daß 
das 4Eck A,B,C,D, die im Gage erwähnte Lage gegenüber dem 
4Seit abcd habe. Man findet aber, wenn man wieder die Seite 
B,C, fic) um den jeften Punkt S drehen läßt, dag dann auch die 
in Nr.55 erwähnten projekt. Punktgebilde b(B,...) und c(C,...) 
von den Punkten A, u. D, aus perjpeft. Strahlenbüjchel erzeugen, 
wie wir biefes in Nr. 55 umgefehrt für die D, u. A, als richtig 
erkannt haben; und man findet die perfpett. Are diefer beiden Büjchel, 
wenn man den Puntt Q mit dem Sdnittpuntte von MA, u. ND, 
verbindet; da wo dieſe perjpeft. Are die Gerade MN jchneidet, ijt 
der Bunkt, in weldem fid) die Seiten A,B, u. D,C, des gejuchten 
4Ecks jchneiden; hieraus erhält man nun folgenden Gag: 

60. Es giebt unendlich viele volljtandige 4Ecke, deren 
4 Eden auf den 4 Seiten eines gegebenen volljtindigen 
4Seit8 liegen, und die die Bedingung erfüllen, dab das Pol- 
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breied des 4Ecks und bas Polardreieck des 4Seits eine Seite 
und die Gegenede gemein haben. 

61. Zieht man durd die 4 Ecken ABCD eines voll: 
ftandigen 48 entjprechend die 4 Geraden a,b,c,d, eines 
vollftändigen 4Seits, jedoch fo, daß bie beiden Gegenpuntte 
ad, u. bye, des leßteren auf einer Geraden s liegen, bie 
burd) das Ee des zum LEE gehörigen Poldreiecks geht, das 
burd) den Schnittpunft von AC und BD beftimmt ift, fo 
liegen ftet8 nod) ein Paar Gegenpunfte nämlich a,c, u. bydy 
auf einer Geraden, die durd) dad Ed des zum LE gehöri« 
gen Poldreied geht, das durd) den Schnitt von AD u. BC 
beftimmt ift. 

Ein befonderer Fall hievon lautet: 

62. Sind AD u. BC, fomie AC u. BD die beiden Ge 
genfeiten eines Parallelogramms und M u. N 2 beliebige 
Punkte einer zu AC parallelen Linie, jo ſchneiden fich die 
2 Qinienpaare MA u. NC fowie MD u. NB in 2 Puntten, 
bie in einer zu AD parallelen Linie liegen, bagegen liegt 
ber Schnittpunft von MA u. NC mit dem Schnittpunkt von 
MB u. NC in einer durd den Schnittpunkt der Diagonalen 
gehenden Geraden. 

63. Zieht man von 2 beliebigen Punkten A und A, 
(1. Fig. 11) 2er Geraden p u. p, nad) Zen Bunften M u. N 
2 Baar Gerade m u. n, m, u. ny, ſo ſchneiden die leßteren 
die beiden erften in 2 Paar Punften von der Lagenbefdaffen- 
heit, bag pm, (oder a) und pin (oder a,) einerjeits, fowie 
pn, (oderb) u. pım (oder b,) andrerjeits Verdindungslinien 
liefern, welche fid) in einem Punkte von MN ſchneiden. 

Denn da nad I Th. 17. Mp,pN w Nypp,M, fo find die 


beiden erwähnten Punktenpaare entfpredjende Elemente 2er in p 
u. p, enthaltener perfpeft. gerader Gebilde, für welche die Schnitt: 
puntte p u, p, mit MN ebenfalls ein Paar entiprechender Punkte 
darjtellen. 


64. Zieht man von den Gefen eines Dreiecks AB nad 
einem Punkte Gerade, bie die Gegenfeiten in abc jchneiden 
und find a,b,c, von abe je durch die Eden ABC harmo— 
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nifch getrennt, fo liegen 1.) abc, ach, bea, und 2.) abye, 
je in 1 Geraden. 

Das lite folgt aus 7, das 2te aus I. Th. 87, da abc und 
ABC perjpeft. Dreiede find. 

65. Bewegt fic) eine Gerade jo, dap fie durch 4 Gerade, 
von benen feine 3 durch 1 Punkt geben, in einem harmoni- 
jhen Wurf gefdnitten wird, jo erzeugt fie eine Kurve IL, 
bie aud) jene 4 Gerade berührt, nad 3. 

66. Bewegt fic) demnad) eine Gerade jo, daß fie von 
3 Geraden in 3 Punften gejdnitten wird, von denen der auf 
der einen Geraden liegende in der Mitte zwijchen den beiden 
andern liegt, jo bejchreibt fie eine Parabel. 

67. Bewegt fid ein Punkt fo, daß die 4 Strahlen, die 
von ihm aus nad 2 feften Punften gehen, einen harmoni- 
{hen Wurf bilden, jo bejchreibt er eine Kurve II, die aud 
durch die 4 gegebenen Punkte geht. 

Ein bejonderer Fall hievon ijt der Sag: 

68. Alle Winkel, deren Schenkel durch die Enden PQ 
eines Kreisdurchmefjerd gehen, und deren Spigen A in der 
Kreislinie Liegen, find rechte Winkel, 

Es bilden nämlich je 2 auf einander fenfrechte Strahlen‘ mit 
den nad den 2 Normalpuntten gehenden Strahlen je einen bar: 
monifden Wurf nad 14. 

69. Eind PQ nit die Enden eines Kreisdurdmeffers, 
fondern die Enden einer beliebigen Sehne, jo hat man zu 
unterjcheiden, in welchem der beiden Kreisbögen PQ die Spige 
A des Winkels liegt; es find nämlich alle Winkel PAQ, de 
ren Epite A in demfelben Bogen PQ liegen, unter ſich gleich, 
dagegen ergänzt jeder Winkel des einen den des andern zu 180°, 
2 zum reife perfpeft. aljo unter fich projeft. Strahlenbüfchel 

P[A...] r Q[A...] ſchneiden nämlich die unendlich ferne Gerade 
in 2 projekt. geraden Gebilden, deren entjprechenb gemeinfame Ele- 
mente die Rormalpuntte find (nad) 14); daher müſſen dieje beiden 
Büjchel Fongruent und gleichlaufend fein, denn ſucht man ganz 
nad) I Th. 30 die entjprechend gemeinjamen Elemente er gleich 
laufender Fongruenter Strahlenbüjchel P, fo findet man eben bie 
Normaljtvahlen von P; woraus nad (17) erfihtlih, daß ber 
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Winkel PAQ für jeden Bogen derjelbe bleibt, während die Bes 
tradtung des Grenzfalles, wo A mit P oder Q zufammenfällt, 
alsbald erkennen läßt, daß je nach den beiden Bögen PQ bie 
Größe des Winkels PAQ den Werth eines der beiden Nebenwinkel 
annimmt, die durd) QP u. PP oder durch PQ u. QQ gebildet werden. 
70. Bewegt fid) die Spite eines Tonjtanten Winkels 
(j. Fig. 12) auf einer feften Geraden p, während ber eine 
Schenkel fid) um einen feften Punkt F dreht, jo berührt 
der 2te Schenkel eine Parabel. Man fann durd) den fejten 
Punkt 2 Gerade ziehen, die mit p den Winkel a bilden, die 
eine derjelben bildet den Schenkel des Winkels a, für wel- 
chen der 2te Schenkel mit p zufammenfällt und ber daber 
nad) dem Berührungspunft von p und der Parabel gebt, 
die andere ftellt die Are der Parabel dar; jo dak alfo bie 
Are und die nach dem Berührungspunft gehende Gerade mit 

der Tangente p ein gleichjchenkliges Dreieck bilden. 

Denkt man fic nämlid durch F eine Gerade parallel dem 
ten Schenkel, jo ift zu erkennen, daß p und die unendlich ferne 
Gerade in 2 projekt. geraden Gebilden gejchnitten werden, wobei 
dem Schnittpunft von p mit der unendlich fernen Geraden als Clee 
ment von p die im Sag als Are bezeichnete Gerade entipricht, wäh: 
rend er als Element der unendlid) fernen Geraden dem oben ans 
gegebenen Berührungspunft entjpricht. Daß F der Brennpunkt iff, 
wird eine jpätere Entwidlung darthun. 

71. Der Ort des nten Eckpunktes eines nEcks, defjen 
n—1 übrige Eden auf feften Geraden fic) bewegen, während 
bie n Seiten um n feſte Punkte fic) drehen, ift im Allgemei— 
nen eine Kurve II. Liegen die n Drehpunfte in 1 Geraden, 
fo geht die Kurve II in 2 Gerade über. 

Sede Seite bildet einen Strahlenbüjhel, der mit dem durd) 
die nächite gebilveten perjpeft. ift, fo dag der erjte und legte pro: 
jeft. ober perſpekt. werden. 

72. Die nte Seite eines nSeits, defjen n—1 übrige Seiten 
fic) um fefte Punkte drehen, während alle Ecken auf n feften Ge: 
raden fid) fortbewegen, umhüllt im Allgemeinen eine Kurve II. 
Diefelbe geht in das Syitem 2er Punkte über, wenn alle 
n feften Geraden fich in 1 Punkte jchneiden, 
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73. Schneidet man ein Dreied durch eine Gerade MN (Fig. 13) 
und zieht von 2 Eden AB des Dreiedes je nah 1 Bunfte von 
MN 2 Gerade, fo fehneiden diefe die Gegenfeiten in Punften M,N,, 
beren Berbindungslinien eine Kurve II berühren, die dem Dreied 
eingeldrieben ift. Aendert fid) MN, jedod) fo, dag ein Puntt P 
feft bleibt, fo erhält man ein Syſtem von Kurven IL, die alle die 
gine 4te Tangente M,N, gemein haben; hiebei leuchtet ein, bay MN 
die Polare von C und daß alfo P dem C fonjugirt ift, hieraus folgt: 

Eine Kurve ift volltommen beftimmt, wenn 3 ihrer 
Tangenten und zu 2 Eden bes durd) fie gebilbeten Dreieds 
je 1 fonjugirter Punkt gegeben ift. 

74, Die Spiten aller gleidhfdjentligen Dreiecke, deren 
Grunblinien in einer feften Geraden p liegen, und deren beide 
Schenkel um 2 fefte Puntte MM, fid) dreben, liegen in einer 
gleichfeitigen Hyperbel, die in das Syſtem er ſenkrechter 
Gerader übergeht, wenn MM, u. p parallel find. 


75. Wenn irgend eine Gerade 2 Gegenfeiten eines einfachen 
ACES in Theile theilt, deren Verhältniß auf der einen Geraden das— 
felbe wie auf ber andern ift, fo find alle Gerade Tangenten einer 
Parabel; und umgetehrt je 2 Tangenten einer Parabel werden von 
den übrigen in 2 ähnlichen geraden Gebilden geichnitten; nad) Nr. 65 
und 1Th. 11. 


76. Es feien 2 involut. Strablenbiifdel M [aa, . bb,] und 
N[aa,. ff...) gegeben (f. Fig. 14); bezeichnet man nun die Schnitt⸗ 
punkte aw aya, aß a,ß, entjprechend burd) aa, bb, fowie den 
Schnittpunkt von ab, und a,b burd) P, jo ftellt P einen involut. 
Strahlenbüfchel dar, wenn man die Strahlen zugeordnet nennt, die 
man von P nad) den beiden Schnittpunften cc; zieht, von denen 
a bon einem und a, von dem andern von 2 zugeordneten Strahlen 
yyı des Büſchels ae, . ff, gefdnitten wird. Se nachdem man zwei 
andere Paare von zugeordneten Strahlen des Büſchels N der obi« 
gen Betrachtung zu Grunde Iegt, erhält man einen andern Mittel: 
punft P, aber alle der Art möglichen Mittelpuntte wie P liegen 
auf einer Geraden p nad) 1, infoferne aa,.bb, cc... je entipre- 
Gende Puntte 2er in a u. a, enthaltener projekt. gerader Gebilde 
darftellen; die Gerade p geht dabei ebenfalls nach Mr. 1 durd die 
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beiden Schnittpunkte von a u. ay, mit demjenigen Strahle bes Bü— 
ſchels N, welder dem gemeinfamen Strable NM zugeordnet ift, 
db. h. p fällt mit demfelben zujammen. Daraus folgt aber noth- 
wendig, daß diefe Gerade p als Ort für die Mittelpunfte der neuen 
involut. Büfchel fic) nicht Ändert, wenn man a u. a, mit einem be= 
liebigen andern Paare gugeordneter Strahlen von M vertaufdt. 
Vertauſcht man nun aber bei diefer Unterfuchung die beiden 
Büſchel M u. N mit einander, fo erhält man ebenjo als Ort für 
die Deittelpunfte der neuen involut. Büchel die Gerade p,, welche 
bie dem Strahle MN im involut. Büfchel M zugeordnete Gerade ift. 
Hieraus folgt nun, dak der Schnittpunft von p u. py und gwar 
diefer allein die in folgendem Sage ausgejprochene Eigenſchaft hat: 
Hat man 2 involut. Strahlenbüfchel M u. N und wählt 
irgend 2 Paare zugeordneter Strahlen derfelben, jo bilden 
diefe ein volljtändiges 4Seit; zieht man num von dem Schnitte 
puntte P der beiden Strahlen, welde dem gemeinjamen 
Strahle MN zugeordnet find, nad) den 3 Paar Gegeneden 
3 Paare von Strahlen, fo bilden diefe 3 Paave zugeordneter 
Strahlen eines involut. Strahlenbüfchels P, defjen involut, 
Beziehung diefelbe bleibt, welche zugeordnete Strahlenpaare 
von M und N man aud) wählen mag. Dabei überzeugt man 
ih alsbald, daß die 3 involut. Büfchel MNP der Art in 
Wechſelbeziehung jtehen, daß jeder derfelben den beiden an— 
dern gegenüber in der hier befprochenen Beziehung jteht. Die 
8 involut. Büjchel haben entweder alle 3, oder e8 hat nur 
1 Ordnungselemente; im erften Falle ftellen die Ordnungs- 
elemente die 6 Seiten eines volljtändigen 4€d8 dar, von 
bem MNP das Poldreieck ift. 
77. Aufg.: Es ift eine Gerade p und außerhalb derfelben 
3 Punkte ABC, die nicht in 1 Geraden liegen, gegeben, man 
fol in p einen Punkt 8 finden, fo dag S(ABCS)*) einem 
gegebenen Wurfe abcd projekt. fei. 
Man jude in der Geraden AB einen Punkt C, von der Bes 
fchaffenheit, dag wenn wir mit D den Schnittpunkt von AB u. 


*) Die Gerade SS fiellt die Gerade p dar, ähnlich der Bezeichnung 
in J. Th. 48, 
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p bezeichnen, ABC,D wabcd, fo ftellt der Schnittpunft von CC, 
und p offenbar den gefudten Punkt S dar. 

78. Aufg. Es find 4 Bunfte ABCD gegeben, man foll 
den geometrifden Ort desjenigen Punktes S finden, der die 
Eigenſchaft hat, bak S(ABCD) aw abcd. 

Sind 3 der 4 Punfte 3. B. ABC in 1 Geraden, jo juche 
man in biefer Geraden den 4ten Punft D, von der Beichaffenheit, 
bag ABCD, dem gegebenen Wurf abcd projekt. ift, alsdann ftellen 
fammtlide Punkte von DD, die gefuchten Punkte S dar. Bilden ABCD 
ein 4 Gef, fo juche man eine durch D gehende Gerade DD von ber 
Beichaffenheit, bag D(ABCD) w abcd ijt; die fammtliden Buntte 
ber Kurve II, welche burd) ABCD gebt und die DD berührt, ftel- 
Ten nad I. Th. 61 die fragliden Punkte S dar. 

79. 2 zu einer Kurve II perfpeft. Strablenbijdel 
A(abe..) m B(a,b,c,..) fchneiden jede zu AB fonjugirte 
Gerade p in zugeordneten Punkten einer Anvolution aa,. 
bb, .cc; . . ., deren Ordnungselemente die Schnittpunfte von 
p und K find, oder mit andern Worten: die 2 Seiten AC 
und BC eines einer Kurve II eingefchriebenen Dreieds ABC 
ſchneiden jede der AB fonjugirte Gerade p in 2 fonjugirten 
Punkten, 

Es ift namlid) p(abe...) m p(aybyc,...), da dieſe beiden ge: 
raden Gebilde Schnitte 2er perjpeft. Strahlenbüjchel A und B find, 
ferner bilden bieje beiden geraden Gebilde ein involut. gerades Ge 
bilde, da ber Schnittpunft von AB undp, jowie der Pol von AB 
einander abwechjelnd entjprechen, und ſchließlich jtellen die Schnitt: 
punkte von p und K die Ordmungselemente diefer Snvolution dar, 
da fie offenbar entjprechend gemeinjame Elemente darftellen. Bejon- 
bere Fälle hievon lauten: 

80. DBeichreibt man in einer Kurve IT K ein Dreied 
ABC, defjen Seite AB ein Durchmefjer ift, jo haben die bei 
den Seiten AC und BC besjelben ftetS die Richtung er 
fonjugirter Durchmeſſer (man nennt fie wohl auch fonjugirte 
Sehnen), Man erhält die Richtung der 2 gleichen Durd: 
mejjer einer Ellipfe, wenn man die Endpunfte der Wren mit 
einander verbindet. 

a 81. Alle Winkel im Halbfreife find — 90°, 


82. Berühren 2 Gerade ab eine Parabel in au. b, und 
zieht man von dem Schnittpunkt ab eine Sefante, weldje die zu 
au. b gehörigen Durchmeffer in a, u. b, jchneidet, fo liegt der 
Schnittpunkt von a,b u. bya ebenfalls auf der Parabel, 

werner folgt hieraus unmittelbar nod) folgendes: 

83. In jede Kurve II laffen ſich unzählig viele Parallelo: 
gramme einzeichnen und ihre Geiten haben ftets bie Richtungen 
von 1 Paar fonjugirter Durchmeffer. Parallelogramme giebt es 
für jeden Durchmeſſer als Diagonale unendlid) viele aber nur 1 
Rechteck, und deffen Seiten haben die Richtungen der Wren. 

84, Berührt eine Kurve II K eine andere K, doppelt, 
und bezieht man die Punktelemente von K, fo auf einander, 
dag je2 Punkte, die auf einer Tangente von K liegen, eins 
ander entiprechen, fo entjtehen in K, 2 projekt. Kurven. 
Sind nimlid Fig. 15 a und b 2 Tangenten anK, die fich in My 

fchneiden, während fie die K, in aa, einerfeits und bb, andrerjeits 
fchneiden, fo ift MM, und gwar für beide Kurven die Polare des 
Punktes, in welchem ſich die gemeinfame Berührungschorde PQ 
und die Polare von M, in Bezug auf K jchneiden. Daher jchneis 
den fid) die Geraden ab, und a,b ftets in einem Punkte der feften 
Berührungshorde PQ; läßt man daher a und ſomit a und a, felt, 
dagegen b fid) ändern, fo ift Strahlenbüfchel a(b.-) rs a(b...) 
woraus ber Gab folgt. 

85. Berührt eine Kurve IL K eine andere K, doppelt, und 
bezieht man die Langenten von K, jo auf einander, bag je 2 ent- 
fprechende fic) in 1 Punkte von K jchneiden, fo ift die Beziehung 
ber Elemente von K, eine projeft. Die beiden Berührungspunfte 
von K und Ky beftimmen hier wie in Nr. 84 die entiprechend ges 
meinjamen Elemente. 

Buf. Es leuchtet ein, daß in 84. und 85. Vorausſetzung 
und Behauptung vertaufcht werden finnen, was bie Gage in der 
gorm von I Th. 73. giebt. 

86. Die Beriihrungsdorden aller Kurven IL, welde 
durch 2 fefte Punkte M und N gehen und eine gegebene 
Kurve II K doppelt berühren, gehen durch einen von 2 fejten 
Punkten P oder Q. 

Zieht man nämlich von M2 Tangenten an K, die fie in den . 
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Punkten ae berühren, und ebenſo von N 2 Tangenten an K bie 
fie in bf berühren, und läßt nun in der K 2 projeft. Kurven 
enthalten fein, in denen entweder bem a u. b das au. 4 oder bem 
au. b das a u. 8 entipridht, während außerdem noch einem 3ten 
Element des erften Kurvengebildes ein beliebiges von abe ver: 
fciedenes Element entjpricht, jo erhält man durch die Schnittpunfte 
der Tangentenpaare an je einem Paare entfpredender Punkte nach 
Nr. 85 alle möglichen Kurven IT, welche die K doppelt berühren 
und zugleich dur M und N gehen. Die beiden entiprechend ges 
meinfamen Punkte der beiden projekt. Kurvengebilde beftimmen daz 
bei in beiden Fallen die Berührungschorden. Nah Nr. 2 findet 
man aber dieſe entfprechend gemeinjamen Punkte durch die Schnitte 
der Kurve K mit einer Geraden, die im 1jten Fall nothwendig durch 
ben Schnittpunft von aß u. ab, im 2ten Falle durch den Sdnitt- 
punft von af u. ab geben muß. 

Hieraus ift nod nad 13 zu erkennen, dak dieſe beiden 
feften Punkte mit MN auf einer Geraden Tiegen und, wie 
unten gezeigt wird ſ. 131, durd fie harmonisch getrennt find. 

87. Wird eine Kurve II K von irgend einer andern Kurve 
II, welche nod) außerdem 2 gegebene Gerade m u. n berührt, bops 
pelt berührt, jo fdneiden fic) die beiden gemeinfamen Tangenten 
auf einer von 2 feften Geraden, welche 2 Seiten desjenigen Pol: 
dreiecks darjtellen, das zu dem 4Eck gehört, bas durd) die beiden 
Paare von Sdnittpuntten der K mit m u. n entfteht; fie fchnei= 
den fid) daher mit m u. n in 1 Punkte und find durch fie harmo- 
nich getrennt. 

88. Die Berührungschorben aller Kurven II, welche 
demjelben 4 Seit eingefchrieben find, gehen für je ein Paar 
diefer 4 Geraden durd) ein Ed des zum 4 Seit gehörigen 
Polardreiecks. 

Der Beweis iſt vollſtändig derſelbe wie in 86, da die projekt. 
Beziehung 2er Cangenten durch die Annahme von bloß 2 andern 
nicht vollftändig firirt ift, wenn man babei bebenft, daß die Berüh— 
rungschorde nad) 2 diejenige Gerade ift, weldje auf den beiden Tan— 
genten die Punkte beftimmt, welche ihrem Schnittpunfte entiprechen. 

89. Die Tangenten in je 2 Eckpunkten eines 4 Ecks 
fchneiden fich für alle diefem 4Eck umjchriebenen Kurven in 
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je 1 von 3 feften Geraden, welche die 3 Seiten des zum 
4Eck gehörigen Polardreiecks darftellen. 

90. Die Berührungschorben aller Kurven IT, welde 
2 fefte Gerade m und n und außerdem nod eine Kurve II 
K doppelt berühren, gehen durch einen von 2 fejten Puntten. 

Schneidet nämlih m u. n die K in den beiden Punktenpaa— 
ren ae u. bA und bezieht man wieder entweder K(abc..) projeft. 
auf K(afy...) oder K(abc..) projekt. auf K (afy..), wobei c 
u. y beliebig ift, fo erhält man wieder duch die Verbindungslinien 
entfprechender Punkte der beiden projekt. Kurvengebilde nad 85. 
Zuf. alle möglichen Kurven II, welde mu.n zu Tangenten haben 
und die K doppelt berühren. 

91. Die Schnittpunfte der gemeinfamen Tangenten er 
fih doppelt berührender Kurven K und K,, von denen K 
feft gedacht wird, während K, nur der Bedingung unterwors 
fen ijt, daß fie 2 feſte Gerade berührt, liegen auf 2 feften 
Geraben. 

Zuf. Die beiden feiten Punkte oder Geraden werden für 
90 u. 91 ebenfo beftimmt wie für 86. und 87. 

Rüden die beiden Berührungspunfte von K u. K, unendlid 
nahe gujammen, fo geht die doppelte Berührung in eine 4 punktige 
Oskulation über, hieraus erhält man den Sab: 

92. €8 gibt im Allgemeinen 4 Kurven II, welche eine 
gegebene Kurve II K 4 punttig o8fuliren und nod durd 2 
fefte Bunfte gehen. Man findet die Ostulationspunfte, wenn 
man von den in 86. oder 91. gefundenen feften Punkten Tan- 
genten an K zieht. 

93. Hat man 2 Kurven II K u. K,, die fich doppelt 
berühren oder 4 punttig fich o8fuliren, und man zieht von 
2 ganz beliebigen Punkten der einen 2 Paar Tangenten an 
bie andere, fo beftimmen deren Berührungspuntte ein 4 Ed, 
von deſſen Poldreie ein Cet ftets auf der Berührungs- 
chorde beider Kurven liegt, während das durch die 4 Tan- 
genten jelbit beftimmte 4 Seit ein Polardreie hat, deſſen 
eine Seite ftets durch den Schnittpunft der gemeinfchaftlichen 
Zangenten von K u. K, geht. 

94. Hat man wieder 2 fich doppelt berührende Kurven 
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U K u. K, und wablt 2 beliebige Tangenten ber einen, fo 
beftimmen auf der 2ten die 4Schnittpunfte diejer 2 Tangenten 
ein LEE von deſſen Poldreie ftets ein Eckpunkt auf der 
Berührungschorde liegt, während von dem durd) die 4 Schnitt« 
punfte bejtimmten umfdriebenen 4 Seit das Polardreied 
eine Seite hat, die ftets durch den Schnittpunkt der gemein- 
Ihaftlihen Zangenten von K u. K, gebt. 


95. Berühren einander 2 Kurven II. K und K, 4 punttig 
und man zieht von 2 Punkten der gemeinfamen Tangente 2 Paare 
Tangenten an fie, jo liegen nicht nur 2 Paare der Berührungspunfte, 
fondern aud) die beiden Schnittpunfte diefer beiben Tangentenpaare 
mit bem Osfulationspunft in 1 Geraden. 


Diefes folgt unmittelbar aus Mr. 21, infofern bei der per: 
fpeft. Beziehung beider Kurven die erwähnten Punkte einander ent- 
fprechen. 

96. Sind die beiden gemeinfchaftlichen Tangenten 2er fich 
3 punttig o8fulirender Kurven IT K u. K, parallel, fo bilden die 
4 Berührungspunfte der 4 Tangenten, die fih in 1 Punkte der 
Scnittlinie von K u. K, fchneiden, ein vollitändiges 4 Ed, von 
befjen 3 Paar Gegenfeiten eines mit ben Tangenten parallel ift, 
während ein 2te8 burd) den Osfulationspunft geht, und ein 3tes 
auf der gemeinfamen Sehne von K u. Ky fic) fchneibet. 

Tolgt ebenjo wie 95 aus Mr. 21. 

97. Bezieht man eine Gerade p fo gleichläufig projeft. 
auf fid) felbft, bag die beiden in p enthaltenen projett. Ge 
raben Gebilde bie beiden Schnittpunfte der p und einer 
Kurve II K entfprechend gemein haben, fo beftimmt jedes 
Paar entfpredender Punkte aa, von p ein der K umfchrie 
benes 4 Seit, deſſen 4 übrige Eckpunkte auf 4 feften Kur- 
ven liegen, die alle jich und die K in den beiden Schnitt: 
punften p K berühren; und eben fo berühren die 4 Seiten 
des duch die Beriihrungspuntte beftimmten vollftändigen 
4&8, welde nicht durch den Pol von p gehen, 4 bejtimmte 
Kurven II die diefelben beiden Tangenten in den beiden 
Punkten p K haben, wie die eben erwähnten Kurven. Sede 
ber 4 erft erwähnten Kurven fteht zu einer der 4 lebten in 
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dem Verhältnig, daß zu jedem Punkt der Iften eine Tan- 
gente ber 2ten al8 Polare gehört. 


Unter der gemadten Vorausſetzung fann nämlich immer die 
Ebene, in der K liegt, auf 4erlei Weife projekt. fo auf ſich bezogen 
werden, daß in den beiden barin enthaltenen ebenen Geweben die K 
fic) jelbjt und die beiden in p enthaltenen projekt. geraden Gebilde 
fih entiprehen, man erhält dadurch auch 4erlei in K enthaltene 
projekt. Rurvengebilde II, die nach Nr. 4 durd) die Tangenten in 
ben entjprechenden Punkten oder durch die Verbindungslinie ent- 
fpredjender Punkte die 8 erwähnten Kurven erzeugen. 

Man fann bei der projekt. Beziehung der ebenen Gewebe 
aud) von ber projeft. Beziehung des Strahlenbüſchels P, den beide 
ebenen Gewebe auger K nod) entfpredjend gemein haben, ausgehen, 
und erhält ganz auf diejelbe Weife wie jo eben folgenden Gag: 

98. Bezieht man einen Strahlenbüjchel P gleichläufig pro- 
jeft. fo auf fic) jelbjt, daß die beiden an eine Kurve II K von P 
aus zu ziehenden Tangenten feine entipredend gemeinfamen Strah- 
len find, jo beftimmen je 2 entſprechende Strahlen durch ihre Schnitt- 
punfte mit K 4€de, deren 4 nicht durd) K gehende Seiten 4 Kur: 
ven II berühren, während die Tangenten in den Schnittpunften ein 
volljtändiges 4 Seit bejtimmen, von dem die 4 Eden, welde nicht 
auf ber Polare von P liegen, in 4 fejten Kurven IT liegen. 

In gewiſſen Gallen können je 2, ja jogar alle 4 der 4 erjten 
wie der 4 lebten Kurven in 1 zufammenfallen. Befondere Fälle die- 
fer beiden Gage find: 

90. Die Eden aller einem Kreife umfchriebenen Pa- 
rallelogramme mit Tonjtanten Winkeln liegen auf 2 dem 
erjten koncentriſchen Kreijen. 


100. Dreht fi ein fonftanter Winkel um den Brenn- 
puntt F einer Kurve IT als feinen Scheitel, jo beftimmt er 
dur die 4 Schnittpunfte feiner Schenkel je 4 Sehnen, die 
2 fejte Kurven II berühren, die denjelben Brennpunft F 
haben; ebenjo jchneiden fid) die 4 Tangenten in den 4 Schnitt- 
puntten je in 4 Punkten, die auf 2 feften Kurven II liegen, 
die ebenfalls F zum Brennpunkt haben. 

Buf. Wird der fonftante Winkel ein rechter Winkel, fo 
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fallen ſowohl die beiden erſten als auch die beiden letzten Kurven 
je in 1 zuſammen. 
101. Die Scheitel aller einer Parabel umſchriebenen 
rechten Winkel liegen auf einer Geraden, Directrix genannt, 
deren Pol der Brennpunkt der Parabel iſt (nach Nr. 4). 
Die unendlich ferne Tangente der Parabel wird nämlich offen⸗ 
bar durch 2 auf einander ſenkrechte Tangenten in 2 zugeordneten 
Punkten eines involut. geraden Gebildes geſchnitten. 


102. Der geometriſche Ort für die Spitzen aller einer 
Parabel umſchriebenen gleichſchenkligen Dreiecke, deren Grund⸗ 
linien in einer feſten Tangente liegen, iſt eine Gerade, die 
durch den Berührungspunft der feſten Tangente und durch 
den Brennpunkt der Parabel geht. 

Denn die involut. Beziehung der unendlich fernen Tangente 
iſt in dieſem Falle derartig, daß ſowohl in der feſten Tangente als 
auch in der auf ihr ſenkrechten je ein Paar zugeordnete Tangenten 
gujammenfallen. d. h. daß dieſe beiden Tangenten die Ordnungsele— 
mente darſtellen. 

103. Dreht fic) ein rechter Winkel um einen Punkt eis 
ner Kurve II als Scheitel, fo gehen die entjtehenden Seh: 
nen alle dur einen feften Punkt der im Scheitelpuntt zu 
erridtenden Normale, 

Offenbar find nämlid die einzelnen Sehnenpunkte Träger 
2er involut. Kurvengebilde, für die die Endpunfte der Normale aud 
gugeordnete Punkte darjtellen. 

Zieht man von je 2 Punkten einer Tangente einer Kurve 
II, welche vom Berührungspunft durd einen feiten Puntt 
P harmonisch getrennt find, je ein Paar neuer Tangenten, 
fo fchneiden ſich diejelben auf der Polare von P. 

Die einzelnen Tangentenpaare ftellen wieder zugeordnete Tanz 
genten 2er involut. Kurven IT dar. 

104, Ein befonderer Fall hievon ift: Wählt man auf einer 
UAjymptote einer Hyperbel einen feften Punkt M und zieht von je 
2 Buntten, die gleid) weit von M abjtehen, Tangentenpaare, fo fchnei- 
den fic) diefelben auf einer zur fraglichen Aſymptote parallelen Geraden. 

105. Bewegen fis n—1 Eden eines einfachen n Eds 
in beftimmter Ordnung auf n—1 feften Geraden abcd... 
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(n—1), während ſich deffen n Seiten in beftimmter Ord- 
nung um n fejte Bunfte ABC... N drehen, fo befchreibt 
das nte Ed eine Kurve, die durd) den Iſten A und Iehten 
Drehpunkt N geht und die in gewifjen Fallen in 1 Gerade 
übergeben Fann, 

Diejer Sa mit dem ihm reciprof verwandten wurde fdon 
in 71 und 72 angeführt und bier nur nod einmal aufgeführt, da 
die nachfolgende Aufgabe in unmittelbarer Verbindung mit ihm 
{te bt. 

106. Aufg. Es foll ein einfaches n Ef gefunden werden, 
defjen Seiten in bejtimmter Ordnung durd dien Eden ABCD... 
N eines gegebenen n Ed8 gehen, während zugleich die n Gefen dese 
jelben auf den n Seiten abc... n eines 2ten gegebenen n Eds liegen, 

Bringen wir dieje Aufgabe in den naturgemäßen Rufammen: 
hang mit dem vorigen Gage, fo lautet fie alfo: Man foll die 
Schnittpunkte der dafelbjt erwähnten Kurve IL mit einer zu den 
dortigen n—1 Geraden abe... nod) hingugefommenen nten Geraden 
gefunden werden; oder alfo: die zu den bortigen n— 1 Geraden 
abc... nod hinzu fommenbde nte wird von den beiden fdjon in 71 
erwähnten projekt, Strablenbiijdeln A u. N in 2 projeft. geraden 
Gebilden desjelben Trägers geichnitten, es follen nun die entſpre— 
hend gemeinjamen Punkte derfelben gefunden werden; es genügen 
namlid) ofjenbar jene Schnittpunfte, wie dieje entiprechend gemein- 
famen Punkte als das Leste oder 1jte Ed des gejuchten n Ed 
der Aufgabe. Diefe Aufgabe hat alfo durdaus feine Schwierigkeit, 
fondern ijt nad) I Th. Nr. 75a als gelöft zu betrachten, 

107. Aufg. Es joll ein n Ed gefunden werden, das 
demjelben einfahen n Ed zugleich ein und auch umfchries 
ben iſt. 

Man braucht in diejem Falle nur die beiden einfaden n Cee, 
durd) die in der legten Aufgabe das geſuchte n Ed bejtimmt wurde, 
auf einander fallen lafjen, um unmittelbar dieje Aufgabe auf die 
vorige zurücgeführt zu haben, ſodaß bie jebige Aufgabe eine bee 
jondere Erwähnung nicht verdiente, wenn an fie nicht einige inte 
vejjante Betrachtungen ſich anſchlößen. 

Sit in der obigen Aufgabe 106 feine Beltimmung über die 
Rangorbnung, in der bie Edfen und in der die Seiten der beiden 
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n Ede auf einander folgen follen, denen das gefuchte ein und 
umjchrieben fein foll, fo find die Möglichkeiten der fraglichen Lö- 
fung höchſt mannicdfad, und es find im Allgemeinen wie man leicht 
findet 22.32.42.5°.62....n? folde- n Ede möylih, die jelbjtver- 
ftändlih gum Theil unmöglidy werden können. 

Fallen die beiden n Ede in 1 gujammen, fo ijt alsbald Elar, 
daß nad) der obigen Löjung mit Hilfe der projekt. Strahlenbüjchel 
fein Ed ein Drebpunft für eine Seite des geſuchten n Eds jein 
fann, von welder ein Ed auf einer der beiden Seiten des gegebe- 
nen n&ds liegt, die in jenem Ede fi jchneiden. C8 wird hie— 
durch die mögliche Zahl der Löfungen weſentlich beſchränkt, jedoch 
überzeugt man fic leicht, dap für den Fall, dag die n Ede eine 
größere Anzahl von Eden haben, die Löjung im Allgemeinen mög— 
lid) fein wird. Ohne jedoch hierauf näher einzugehen, jeien bier 
folgende 2 befannte Sage nod) näher hervorgehoben: 

108. Daß die Aufgabe für das Dreied feine Löſung zus 
lafien kann, ergiebt die einfachſte Betrachtung; interefjant 
bleibt aber, daß auch für pas 4Eck eine Löfung nicht möge 
lich ift, wie alſo ſich ergiebt: 

Sind AB BC CD DA bie 4 Geiten besjenigen der 3 ein- 
fahen 4 Ede des volljtändigen 4 Eds ABCD, für welches die 
Aufgabe geftellt, ein neues einfaches 4 Ed zu fonftruiren, das ihm 
zugleich ums und eingejchrieben ijt, fo ijt flar, daß die Seite des 
neuen 4 Ecks, welde durch A geht, diejenigen beiden Eden des 
neuen enthalten muß, die auf BC und CD liegen, ebenjo enthält 
die durch B gehende Seite die auf AD und CD liegenden Gefen, 
bie durch C gehende Seite die auf AB und AD liegenden Eden, 
und die durch D gehende Geite die auf BC und AB liegenden 
Eden. Hieraus ergiebt fic) für das Verfahren, wie das gejuchte 
neue 4 Eden zu finden fei, ein doppelter Weg, der aber nothwendig 
zu bemjelben Ziele führt, indem in den beiden Fällen bloß die 
Richtung der Bewegung auf demfelben in fich gejchloffenen Wege 
eine verjchiedene ijt. 

Denkt man fic) nämlich nad dem obigen A als Centrum 
eines Strahlenbüjchels, von dem in BC und CD 2 perjpeft. Schnitte 
fi befinden, fo fann man die Gade fo anjchauen, als ob durch 
den Strahlenbüfchel A die Punfte von BC auf CD oder umgefebrt 


die von CD auf BC projicirt wären, im Iften Falle bleibt, wenn 
man bas oben angewendete oder bezeichnete Verfahren fortjegen 
will, feine Auswahl mehr übrig, man muß dann bas erhaltene ge- 
rade Gebilde in CD aus dem Centrum B auf AD und das fo in 
AD erhaltene aus dem Centrum C auf AB, und nun endlich dad fo 
in AB erhaltene aus D auf BC projiciren, auf diefe Weife erhält man 
nad einander in CD in DA in AB und in BC 4 gerade Gebilde, 
die alle zu dem urjprüngli in BC angenommenen projekt. find, 
fo daß in BC felbft 2 unter jich project. gerade Gebilde find, deren 
entjprechend gemeinfame Punkte, und zwar dieſe allein, der geftell- 
ten Aufgabe als je ein Ed des gejuchten 4 Ecks genügen fönnen. 

Hätte man den 2ten Fall in Anwendung gebradt, d. h. wäre 
man von einem in DC gelegenen geraden Gebilde ausgegangen, fo 
wire nichts geändert worden, als daß fowohl die Ordnung ber 
Projeftionscentra von A ausgehend als aud) die Ordnung der 
Seiten oder Geraden von C aus in genau umgefehrter Ordnung 
hätten genommen werben müfjen, und man hätte zulegt in DC 
2 projekt. gerade Gebilde erhalten, deren reelle entjprechend gemeins 
fame Punkte die einzigen Möglichkeiten für eine Löſung der ges 
ftellten Aufgabe geliefert hätten. 

Beide Wege find alfo wejentlich diejelben, ja das Verfahren 
oder der Beweis ijt fogar dem Wortlaute nad derjelbe, wenn man 
bei der Bezeithnung unſres 4 Ecks dasfelbe in umgekehrter Rid 
tung durchlaufen denkt; wir halten uns daher an die Bezeichnung 
bes 1jten Falles. 

Bezeichnen wir aber den Schnittpunft der Geraden AD mit 
der Geraden BC durch E und fuchen nun zu den 3 Bunften BCE 
der erjten Geraden BC durch die obige Amalige Projektion die ent- 
fpredenden Punkte auf den 4 Geraden unjres einfachen 4 Eds, 
jo ift ohne weiteres erjichtlich, daß diefen 3 Punkten nad) der letz⸗ 
ten Projektion aus D auf BC jelbjt wieder ftets die 3 Punkte 
EBC entjprechen, woraus bei jeder gegenjeitigen Lage der 3 Punfte 
BCE nie beide projeft. gerade Gebilde einen Punkt entiprechend ges 
mein haben finnen, denn bezeichnen wir dieje 3 Punkte der Art 
durch abc, daß b denjenigen derjelben bedeutet, der auf der end» 
lichen Strede gwijden den beiden andern liegt, fo leuchtet unmittel- 
bar ein, dag weder auf einer der endlichen Streden ab und be nod) 
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auf der unendlichen Strecke ca ein Paar entſprechender Punkte ent 
halten fein können. 
109. Während beim Dreie und 4 Ed die Aufgabe in 
107 gar feine Löjung zuläßt, läßt fie, was nicht minder in 
terefjant ijt, bei dem 5 Ed unendlich viele Löfungen zu. 
Betrachtet man nämlich wieder von einem volljtändigen 5 Cd 
ABCDE baé bejtimmte der 10 einfachen dadurch firirten einfachen 
5 Ede oder 5 Seite, defjen Seiten in der durd) die Meihenfolge 
der Eden ABCDEA bejtimmt find, jo giebt es hier für jedes Ed 
A des gegebenen 5 Eds und bie duch ihm gehende Seite des 
neuen 5 Eds 3 verjchievene Möglichkeiten, wie die Eden des 
neuen 5 Es auf den Seiten des alten fi gruppiren können; auf 
ber durch A gehenden Seite ded neuen 5 Eds können nämlich die 
2 neuen Edpunfte auf je Zen ber Geraden BC CD DE liegen. 
Daraus ergeben fid) aber nun aud eine große Menge von Baria- 
tionen bei der Unterjuhung der möglichen Löfungen der Hieber 
gehörigen Aufgabe in 107. Wir heben für unfern Zweck d. h. zum 
Beweis des ausgejprochenen Gages folgenden Fall hervor. Pro: 
jieiren wir immer gerade 2 folde Seiten auf einander, zwiſchen 
benen nur eine Seite des 5Ecks liegt, und zwar aus demjenigen Ed 
des 5 Eels, welches der jo eben erwähnten Seite gerade gegenüber 
liegt, jo giebt e8 auch bier wie in 108 nur eine Möglichkeit zu dem 
gefuchten 5EE zu gelangen, obwohl aud hier wieder wie dort auf 
2 fdeinbar verjdiedenen Wegen zum Ziele zu gelangen ijt, die 
fic) jedod) nur der Richtung, in der man vorwärts geht auf dem 
in ſich gejdlofjenen Wege, unterjdeiden. Man kann nämlidy in 
bem einfachen 5 Seit ABCDEA wieder aus A das gerade Ge 
bilde in der Seite BC auf die Seite DE ober umgefehrt bie DE 
auf die BC projiciren; hat man fic) aber einmal für das eine entjchie- 
den, jo bleibt nun unter der obigen Vorausfegung feine weitere Wahl 
fowohl binfichtlih der Aufeinanderfolge der Projeftionscentra als 
aud) der Seiten, e8 überjpringen nämlich ſowohl die eriten als aud 
die legten ftets je ein Ed, und die beiden verfdiedenen Wege um- 
terjpeiden fic) nur in der Art durch die Richtung, fo zu jagen, 
dak die Projeftionscentra in dem einen Fall in der Ordnung A C 
EBD, in dem andern in der Ordnung AD BEC auf einander 
folgen, dabei erhalten wir das erſte Mal in der Geraden BC das 
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andre Mal in der Geraden DE 2 projekt. gerade Gebilde, deren 
entfprechend gemeinfame Punkte als Eden des gejuchten 5 Ecks 
je eine Auflöjung gewähren. 

Sucht man nun aber in der erwähnten Weife zu ben 
3 Punkten in der erjten Geraden (hier BE) von denen 2 (hier 
B und C) zu den 5 Eckpunbkten jelbjt gehören, und dem Schnitt: 
punft (F) der beiden Geraden hier (BC und DE) die zuerjt auf 
einander (bier aus A) projicirt werden, durch fortgejegte Projektion 
in der bejchriebenen Ordnung die entiprechenden Punkte, jo findet 
man ohne Schwierigkeit, daß dieje 3 Punkte in den beiden projekt. 
geraden Gebilden der erften Seite (hier BC) alle 3 entipredhend 
gemeinjame Punkte darftellen, woraus folgt, daß in jedem Puntt 
2 entjprechende Puntte zujammentveffen, fo daß aljo jeder Punkt 
von BC als Ed eines folden 5 Ecks betrachtet werben kann. 

110. Dreben fid) n Seiten eines einer Kurve II K ein: 
gejchriebenen einfachen n +1 Eds um n Punkte M,M,M, 
einer Geraden p, jo dreht fich die letzte Seite ebenfalls um 
einen Punkte diefer Geraden p, in dem alle, wenn n un- 
gerade alſo n + 1 gerade ijt; dagegen berührt dieje letzte 
Seite eine 2te Kurve II K,, die mit K in den Schnitt: 
punften von K und p eine boppelte Berührung hat, in 
dem Fall, wenn n gerade, n + 1 aljo ungerade ijt. 

Läßt man das erfte Eck ftetig fid) ändern, fo ändern fic) alle 
andern ebenfo, und dabei bejchreibt jebes bejtimmte diefer n+ 1 Eden 
ein Kurvengebilde-II in K, das jedem anderen auf biefe Weife er- 
zeugten projeft. ift; alfo bildet auch das legte Eck und das 1jte je 
ein Paar entſprechender Punkte 2er projekt. Punktgebilde LI des- 
jelben Trägers. In dem liten Fall in dem n ungerade aljo n+1 
gerade, entipreden bie beiden Schnittpunkte von K und p einander 
abwechjelnd im 2ten Fall, wenn n gerade aljo n+1 ungerade, find 
biejelben beiden Schnittpunfte entjprechend gemeinjame Clemente, 
woraus der Sats folgt. 

111. Sn dem Falle, daß m +1 ungerade tft, kann tropdem 
ber Fall eintreten, dag die letzte Seite feine Kurve II berührt, 
fondern daß auc fie ftets durch einen feften Punkt geht; es ift 
bieß nämlich defwegen möglich, weil aud, wenn das letzte und 
erite Erf gugeorbnete Punkte eines ipvolut. Kurvengebildes II dar⸗ 
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ftellen, immerhin nod) die Sdhnittpunfte von K und p fic felbjt 
entfpredjen können, nämlich in dem Falle, wenn fie die Ordnungs— 
elemente des involut. Kurvengebildes darftellen. Es mug daber 
aber immer in diefem alle der Pol P von p der fejte Puntt fein, 
burd) den die legte Site ftets geht. 

Hiebei ijt es von Intereſſe, daß diejes Reſultat für jedes 
eingefdjriebene n + 1Eck mit ungerader Seitenzahl auf un- 
endlich vielfache Weije erreicht werden Fann, und daß dabei 
von den n fejten Drebpunften M,M,M,;... von p alle big 
auf einen vollitändig beliebig gewählt werden finnen, wäh- 
rend jedod) dann die legte dadurch vollfommen beftimmt iff. 

Sit nämlich, um beijpielsweife den Beweis fürs 5 Ed zu füh— 
ten, YA, (jf. Fig. 14} ein ganz beliebiges eingejchriebenes 
5G, für welches jedoch a,a,°durd) den Pol P(M,) von p geht, 
und jchneiden die Seiten a, ag aga, aza, aya, entfpredjend bie p 
in den Bunften M,M,M,;,M,, fo erfüllen diefe 4 Punkte die Be- 
bingung, dab für jedes andere eingejchriebene 5 Ed b, by by b, b;, 
dejien 4 erjte Seiten b, bo 2c. ebenfalls durd) M, Mo Mz My geben, 
die legte Seite b, 5b, ebenfalls durch P geht. Hiebei ift lar, dag 
die hier gebrauchte Bedingung, daß a,a, durd) P gehen muß, voll: 
fominen gleichbedeutend ijt mit der, daß 3 der 4 Punkte M will 
fürlich fein dürfen, daß aber der 4te badurd) firirt ijt, denn läßt 
man M,M,M; und das erfte Ed a, ganz willfiirlid) fo find a2 a, 
a; dadurch bejtimmt und nun fann man My immer gerade auf eine 
Weife jo wählen, dag aya, durd) My geht. 

Dah aber die jo eben aufgejtellte Behauptung wirklich richtig 
ift, ergiebt fich aljo: Betrachtet man a, als lites Geof eines neuen 
eingejchriebenen 5Ecks, deſſen Seiten in ber obigen Ordnung wie- 
ber durch M, M,M; My, geben und das in ber Fig. durch ‚b, by b; 
bb, bezeichnet ijt, jo ijt dasjelbe vollfommen firirt, da aber von 
bem der Kurve eingejchriebenen 4Eck b, bo aga, das Paar Gegen: 
feiten by bo und a, a fi in einem Punkte M, von p jchneiden, wäh— 
rend die Seite bya, durch den Pol P von p geht, jo muß nad 
11 aud) deren Gegenjeite boa, durd) P gehen. Ganz aus demiel- 
ben Grunde muß aud b3a; und b,ay duch P geben; und darum 
muß dann aud) endlich der Schnittpunkt der beiden Geraden b, a, 
und O40, weil byay und aa, zugleich durch P geben, auf p d. 6. 
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in M, fic) jdneiden, d. h. e8 muß 6b, mit a, gufammenfallen, d. h. 
in bem projeft. Kurvengebilde, in weldem bas 1jte und lebte Ed 
ber fraglichen 5 Ede entfpredende Punkte find, entfpredjen a, und 
A; und alfo alle Punkte einander abwechjelnd w. 3. b. w. 

Zuf. Bei eingejhriebenen Dreiecken ift nad dem Obigen 
bloß der 1 Drebpunft M, beliebig und der andere M, dadurd 
vollfommen firirt und hier läßt ſich nun aud) noch bie Abhängig: 
feit von M, und M, geometrifd deuten, wie aus dem letten Bes 
weis unmittelbar folgt und aud) auf anderem Wege fich fdon 
ergeben hat. Die Abhängigkeit lautet nämlich alfo: 

Drehen fich bei einem einer Kurve II eingefchriebenen 
Dreiede 2 Seiten um 2 fonjugirte Punkte, fo geht bie 

Ste jtet3 durch den Pol der Verbindungslinie der fejten 

Drehpuntte. 

112. An den in 110 enthaltenen Gah, der für ein einge- 
fchriebenes Viele von gerader Seitenzahl galt, ſchließt fich unmit- 
telbar ein weiterer intereffanter Gab über folche Vielecke an. 

Es jeien nämlich die Kurve K, die Gerade p und in ihr 
eine ungerade Zahl (m—1) von feften Drehpunften M, M,M,... 
gegeben, zieht man nun durch den lften feften Orehpuntt M, eine 
Sefante, welche die Kurve in den beiden Punkten A u. A, fchnei« 
den möge (ſ. Fig. it fo fann man biefe Gerade AA, als bie 
erfte Seite eines der Kurve eingefchriebenen m Eds, befien Seiten 
ber obigen Ordnung nad) durd) die feften Drehpunfte M, Mp... 
gehen, betrachten aber ditefes in doppelter Weife; man fann 
nämlih A als ben 1ften und A, als ben 2ten Eefpunft desfelben 
betrachten oder auch umgefehrt A, als den Iften und A als ben 
Qten; dadurch erhält man 2 eingefchriebene m Ecke, ABCDE..A, 
und A; B,C, D, Ey... A, die beide die Seite AA, gemein haben, 
deren entjprechende m—1 erjte Seitenpaare jich in denfelben m—1 
fejten Drebpunften M,M,... fchneiden, und für welde nun 
aud nad dem Sage in 110 die beiden legten Seiten 
dburd einen und denfelben Punkt von p gehen. Die 
Edpuntte ABCD..A,B,C,D, diefer beiden der Art zufammen- 
gehörigen m Ede bilden aber zujammen offenbar ein einziges 
neues eingefdriebenes Viele, von dem AA, eine Diagonale ift 
und in welchem ſich je 2 Seiten in den m—1 feften Orehpuntten 
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M,M;.. ſchneiden. Hieraus ergiebt ſich der oben angedeutete Sag 
folgender Maßen: Es fet die gerade Seitenzahl bes urjprüng- 
lichen Vielecks mit gerader Eckenzahl durch 2q bezeichnet, fo hat, da 
ja A u. A, obwohl Eden beider 2q Ecken im neuen Vieleck nur ein: 
mal gezählt werben bürfen, das neu entftehende Viele’ 4q—2 Eden; 
gwifden je 2 Seiten desfelben, die fich in 1 feften Drei: 
punft fchneiden, liegen und zwar nad links wie nad 
rechts gerechnet gerade 2q—2 feiner Seiten; die obige 
Bahl (m—1) der feiten Drehpunkte lautet in der jeßigen Bezeich- 
nung 2q—1, wobei für den folgenden Sat mod zu beachten, dag 
M, in demfelben verjchwindet, woraus denn folgender Gab fid 
ergiebt: 
Schneiden ſich in einem einer Kurve II eingejchriebenen 
Vielede von der Edenzahl 4q—2, wobei q eine beliebige 
ganze Zahl ift, 24 —2 Paare von Gegenjeiten in 2q—2 
feften Punkten einer Geraden, fo findet diejes auch mit dem 
leiten Paare Statt. 
Reeiprok zu den legten Sätzen 105, 110, 111, 112 find fol- 
gende: 
113. Drehen fis n—1 Seiten eines einfachen n Seits 
um n—1 fefte Punkte während die n Eden auf n feften 
Geraden fid) bewegen, fo berührt die letzte Seite im Allge— 
meinen eine Kurve II, die auch die erjte und lebte der obi- 
den feiten Geraden zu Tangenten bat. 
114. Bewegen fih n—1 Eden eines einer Kurve II 
K umifchriebenen einfahen n Seits auf n—1 feften 
Strahlen eines Strahlenbüfchels P, jo bewegt fid) der lepte 
Eckpunkt ebenfalls auf einem Strable desfelben, wenn 
bas n Seit eine gerade Seitenzahl hat. ft dagegen n um- 
gerade, jo bejchreibt das lebte Eck im Allgemeinen eine 
Kurve II, welde die K im denjenigen beiden Punkten be 
rührt, welche auf der Polare von P liegen. 

115. Aud) bei einem einer Kurve umijchriebenen Vielecke 
von ungerader Seitenzahl Faun der Fall eintreten, dag alle Eden 
auf n feften Geraden fid) fortbewegen. 

Sind um diefen einen allgemeinen Fall anzuführen in 114 
n—2 Strahlen von P willtürlich, fo fann man den (n—1) 
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ſten ſtets fo wählen, daß es unendlich viele ber K um: 
ſchriebene einfache n Ede giebt, deren n—1 Eden auf den 
erwähnten Strahlen bon P fid) bewegen, während ber nte 
algdann immer auf der Polare von P fich bewegt. 

Fürs umfchriebene Dreieck lautet infonderheit diefer Sag: 

Bewegen fid) 2 Eden eines einer Kurve II umjchriebenen 
Dreiecks auf 2 fonjugirten Geraden, fo bewegt fid) das 3te 
Gd ftets auf der Polare bes Schnittpunfts jener beiden 
eriten Geraden. 

116. Drehen fic) bei einem einer Kurve II umjchriebenen 
einfachen Vielſeit von der Seitenzahl 4q—2 bie Verbin: 
dungslinien aller Paare von Gegeneden bis auf eine (fie 
werben wohl aud) Hauptdiagonalen genannt) um einen feften 
Punkt, jo dreht fid) auch die letzte Hauptdiagonale um den- 
felben Punkt. 

117. Aufg. Es fol in eine Kurve II ein einfaches nC 
eingezeichnet werden, deffen n Seiten in beftimmter Ordnung 
durch n beliebige Punkte gehen, d. 5. einem gegeben n Ed 
M, M.M;... umjchrieben fein fol. 

Bezeichnen wir hier die Ecfen burch A, Ao A;..., mobei A, A, 
durch M;, Ap A, durd My 2c. gehen foll, und denkt man fid) A, durch 
Drehung des Strahles von M,, auf dem es liegt, felbjt veränderlich, 
jo verändern fic) damit alle übrigen Eden, jedoch bejchreiben alle 
dabei projekt. RKurvengebilbe in K. Hiebet wird der letzte Puntt 
An+i, welder mit A, zufammenfallen muß, wenn bas n Ed gee 
ſchloſſen fein, d.h. wenn wirklich ein n€cf und nidt ein n+1 Cd 
durch die verfchiedenen Schnittpunfte der einzelnen Strablen von 
M,M,;M;,;... entftehen foll, im Allgemeinen mit A, nicht zufammen- 
fallen, fondern nur in den beiden Punkten, welche die beiden projekt. 
Rurvengebilde, die A, und An+1 befdreiben, entfpredend gemein ha: 
ben. Hieraus ift wieder zu erjehen, daß die Aufgabe im Allgemeinen 
2 Auflöfungen zuläßt, daß aber auch Feine ober eine oder unendlid 
viele Auflöfungen fich ergeben können, wie denn 111 und 117 von 
dem legteren Falle 2 Beifpiele erkennen Laffen. 

Buf. Für den Fall, daß von ben feiten Punkten M,M, 
M;... eine ungerade Anzahl außerhalb der Kurve liegt, 
giebt e8 nothwendig gerade 2 Auflöfungen. 
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Diefes ergiebt fic) daraus, dah, wie man fic leicht überzeugt, 
in dieſem Falle das erite und legte projekt. Kurvengebilde K(A,...) 
und K(Ansi...) nothwendig gegenläufig projekt. fein und alſo 2 
entipredend gemeinjame Punkte haben müjjen. 

118. Die recipr. Aufg. fautet: Es foll einer Kurve II 
ein einfaches n Seit umfdrichen werden, das zugleich einem 
gegebenen einfachen n Seit eingejchrieben iit. 

Schneidet eine ungerade Anzahl von Seiten desjelben die 
Kurve, fo giebt es gerade 2 Auflöjungen, 

119. Sind dem Dreieck NPQ n Kurven K,K:K;,...Kn 
umjchrieben,, jo jchneiden ſich diefe nod) zu je 2 in den n 
Punkten M, M;M,... namlid) K,K, in M,, Ka; in 
Mp x. Und unter diejer Vorausjegung giebt e8 unendlich 
viele einfache n Ede A, AaAz... An, deren n Seiten nad 
der Ordnung durch M,M»M3... geben, und deren Eden nad) 
der Ordnung in den n Kurven K, K, Ky... liegen, 

Nimmt man A, in K, beliebig an, fo ijt A, eine Projektion 
von A, aufK, aus dem K, u. Ko gemeinjchaftlichen Punkte M,; A; 
eine Projektion von A,aufK, aus dem Kyu. K, gemeinjchaftlichen 
Punkte M, 2c. Und fo gelangt man endlid) in der legten Kurve 
Kn zu dem legten Punkte An. Bewegt fih A, in K,, fo bewegen 
fid) alle Ecken in ihren Kurven und wenn unfer Sat ridjtig jein 
joll, jo muß ftets An und A, mit M„ in 1 Geraden liegen, d. b. 
die beiden Strahlenbiijdel Mn (An...) und M, (A,...) müſſen 
beide perjpeft. zur Kurve K, fein. Daß diefes aber der Fall ijt, 
folgt daraus, daß offenbar alle Strablenbiijdel, die bei der Aende— 
rung von A, entftehen, projekt. find, und daß je 2 aufeinanderfol- 
gende perjpeft. zu der Kurve find, in der ihre Centra liegen, in: 
foferne die 3 Strahlen, die nad) den 3 Punkten NPQ gehen, ent- 
jpredende Strahlen darftellen. 

120. Sind n Kurven dem Dreieck npq eingefchrieben, fo 
giebt es unendlich viele einfache n Seite deren Seiten die einzelnen 
aufeinanderfolgenden Kurven berühren, und deren Ecken in berjelben 
Ordnung je auf der 4ten gemeinfchaftlichen Tangente derjelben bei- 
den Kurven liegen. | 

121. Bezieht man Fig. if bie Punftelemente abc... einer 
Kurve IT K iuvolut. auf die Punktelemente a,b,c, ... derjelben Kurve 
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K und ift M u. m SQnvolution$-Centrum und- Are, und bezieht 
man ferner K (abc...) involut. auf K(ABC...) und K (aby...) 
involut. auf K (A,B,C, ...), jedoch beide Mal für dasjelbe Centrum 
M, und diefelbe Are m, der involut. Beziehung, fo ijt offenbar 
aud) K (ABC...) involut, K (A, B,C,...). Sit nun für biefe 
fegtere involut. Beziehung M, u. m, Snvolutions-Centrum und 
Are, fo gilt nun folgendes: 

MM, u.M; liegen in einer Geraden und e8 find MM, 
dur M, u. m, barmonifch getrennt, woraus dann reciprof. 
von felbjt folgt, daß mm, mp fid) in 1 Punkt fchneiden 
und mm, durch m, u. M, harmoniſch getrennt find. 

Daß MM,M, in 1 Geraden liegen, folgt unmittelbar daraus, 
daß die Schnittpunfte von MM, mit K aud) für die 3te involut, 
Beziehung ein Paar fonjugirter Punkte darftellen; und was den 2ten 
Theil des Sages anlangt, fo jchneiden fic) nad 11 aa, und AA, 
auf der Polare m, von M, und es ift dabei M, u. m, durch die 
Geraden aa, u. AA, harmonisch getrennt. 

Ein bejonderer Fall hievon lautet: 

Zieht man von den Schnittpunften einer Geraden p mit 2 
parallelen Zangenten einer Kurve II noch ein Paar Tangenten an 
fie, jo jchmeiden fic) diefe auf einer zu p parallelen Geraden, die 
in der Mitte zwijchen p und ihrem Pole liegt. 

122. Rieht man von 2 Punkten einer Tagente von 
der Kurve II K, die gleichweit vom Berührungspunft A 
abjtehen, nod) je ein Paar Tangenten an fie, fo ſchneiden 
fi diefe Tangenten- Paare auf dem durch A gehenden Durch: 
mejjer, und die Berbindungslinie der Berihrungspuntte 
läuft mit der Tangente AA parallel. Diefes folgt aus I. Th. 
61 und 4b, injoferne für das in K entjtehende involut, 
Kurvengebilde der unendlich ferne Punkt von AA Snvolu- 
tionscentrum wird. 

123. Zieht man von 2 Punkten einer Tangente AA 
von einer Kurve II K, für welde das Produkt der Entfer- 
nungen vom Berührungspunft A fonftant ift, je nod ein 
Paar Tangenten, fo gebt die Verbindungslinie der Beriih- 
rungspunfte ftets durd) einen fejten Punkt des burd A 
gehenden Durdymefjers, während die Schnittpunfte der ein- 
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zelnen Tangentenpaare in einer gu AA parallelen Geraden 

liegen. 

Diefes folgt wieder aus I. Th. 61 und 4b infoferne in dem 
in K entjtehenden involut. Rurvengebilde die Endpuntte des durd 

A gehenden Durchmefjers zugeordnete Punkte darjtellen. 

124. Die VerbindungSlinien der Berührungspunfte A 
und B 2er auf einander ſenkrechter Tangenten einer Parabel 
gehen durch den Brennpunkt F und die Spigen C aller ber 
ber Art der Parabel umfdriebenen rechten Winkel liegen 
daher auf der Direktrir. 

Da nämlich die unendlich ferne Tangente der Parabel durd) 
je 2 auf einander fenfrechte Tangenten in 2 zugeordneten Punkten 
derjelben Snvolution gefdnitten werben, fo ftellen nad 4b jedes 
Paar Beriihrungspuntte wie AB 2 zugeorbnete Punkte eines in 
der Parabel enthaltenen involut. Kurvengebildes II dar. Dak aber 
das Anvolutionscentrum F wirklid der Brennpunkt tft, folgt dar 
aus, bak je das Paar Gerader FA (oder FB d. h. AB) und FC 
die unendlich ferne Gerade in 2 Punkten fchneiden, die in ber oben 
erwähnten Snvolution zugeordnet, alfo auf einander ſenkrecht find. 
[Die Fig. 16 macht den legten Theil des Beweifes für den anfdau- 
licheren Fall deutlich, daß das involut. Kurvengebilbe reelle Ord- 
nungselemente hat, und bie unendlich ferne Tangente durch eine 
endliche Tangente aa, vertreten ijt; die Drbnungselemente des zum 
involut, Kurvengebilde II perfpett. involut. geraden Gebildes aa, find 
M und N und a Ma, N ift nad 10 offenbar ein Harmonifcher Wurf. ] 

125. Jedes Paar konjugirter Durchmeſſer einer Kurve II 
jchneiden eine beliebige Tangente derjelben in einem Paar 
Punkten, für welche das Produft der Entfernungen vom 
Berührungspunft gleich ift bem Quadrate bes der Tangen- 
tenrichtung fonjugirten Halbmeffers. *) 

Folgt aus 25 und J.Th. 100, wenn man bedentt, dak die Dia- 
gonalen eines einer Ellipfe umjchriebenen Parallelogramms, deffen 
Seiten 2en konjugirten Durchmefjer parallel find, felbjt ein Paar 
fonjugirte Durchmefjer find (nad 13); und dak für die Hyperbel die 


*) Bei der Hoperbel wird die Größe diefes Halbmefferé durch die Hälfte 
bes zwifchen den Afymptoten enthaltenen Stüdes ber Tangente bargeftellt. 


Afymptoten die Drdnungselemente bes burd die konjugirten Durch⸗ 
mejjer gebildeten involut. Büſchels daritellen. 

Zuſ. Aus diefem Bew. ergiebt fic) zugleich, dah bei einer 
Hyperbel der Berührungspunft einer Tangente das Stüd 
derjelben gwijden den Aſymptoten halftet. 

126. Sit Fig.17 ABC ein Dreied, K eine demjelben einge: 
Ichriebene Kurve II und cha deren 3 Berührungspunfte auf den 
3 Seiten cha des Dreieds, jo ift die Kurve vollitändig beftimmt, 
wenn von ben 3 Berührungspunften 2 gegeben find. Aft dieſes 
aber nicht der Fall, jondern ijt für 2 ſolche Berührungspunfte a 
und b bloß die Bedingung feftgefest, dag ab durch einen feiten 
Punft P gehen jolle, jo ändern fid) mit dem Strable ab von P 
aud) die Kurve und der Ste Berührungspunft c, immer gilt aber 
für diefe Kurven folgendes: 

Geht für eine einem Dreieck ABC eingefchriebene Kurve II 
die Verbindungslinie der Berührungspunfte ab durch ben 
feften Punkt P, fo geht aud) die Verbindungslinie ac durd) 
einen fejten Punkt M und ebenfo die Verbindungslinie be 
burd) einen feften Punkt N und außerdem berühren nod 
alle Kurven eine und biejelbe 4te fefte Gerade d und dabei 
it MNP das Polardreieck des 4Seits abed. 

Sudt man nämlid für irgend eine Kurve des fraglichen 
Syitens von Kurven die Tangente, welche von dem Schnittpunfte 
der CB und AP auger CB felbjt nod) an die Kurve fich ziehen 
läßt, jo folgt aus 1. u. 3.. daß diefe Tangente auch durch ben 
Schnittpunkt von AC und BP gehen muß und dabher für alle Kur- 
ven diefelbe ijt. Der übrige Theil des Beweiſes ergiebt fich aber 
unmittelbar aus 13. (vol. 74.) 

2 beliebige Tangenten einer Hyperbel fchneiden die bei- 
den Ajymptoten in 2 Punkten eines Paralleltrapezes, 

Diejes folgt wieder aus 1. u. 3. wenn man bedentt, daß bie 
Berührungschorde der beiden Aſymptoten die unendlich ferne Ge- 
rade ijt. 

127. Zieht man in der Ebene einer Parabel ein Paral: 
lelogramm ABCD, deſſen 2 Seiten AB und AD bie Pa- 
rabel berühren, während das 4te Eo C auf ber Beriih- 
rungédorde (Polare) von A Liegt, fo ift die Diagonale BD 
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ftet8 eine Tangente derjelben Parabel; folgt ebenfalls unmit- 
telbar aus 1. u. 3. 


128. Hat man 5 Gerade, jo beftimmen diefe vollftindig eine 
von ihnen berührte Kurven II, ſucht man nun auf je 2 diefer 5 Ge 
raden nad 1 u. 3 die Berührungspunfte, jo erhält man hieraus 
unmittelbar folgenden Gat: 

5 Linien liefern 10 verjdiedene Paare von Linien, e8 fei 
ab eines ber 10 Paare und werde entipredhend von ben 
übrigen Linien in den 3 Punktenpaaren ab, a, b,, ab, 
geichnitten, fo liegen nach 1 die 3 Schnittpunfte ab, a,b, 
ab ab, abe aob, in 1 Geraden, folder Gerader erhält 
man für die 10 verjchievenen Paare 10, und diefe bilden 
die 10 Seiten eines volljtändigen 5Ecks, das dem gegebenen 
5 Seit eingefchrieben ijt. 

129. Werden 2 Gerade mn von 3 anderen pqr in fol 
hen Punktenpaaren pp, u. qq, u. rr, gejdnitten, dak die 
Streden der einen gu den entfpredjenden Streden der ans 
dern aljo 3. B. pq. p,y, in einem Eonftanten Verhältniß 
jtehen, fo ift diefes mit jedem ber 10 Paare ber Fall die 
aus den 5 Geraden ausgewählt werden fünnen. 

Die 5 Geraden umbiillen nämlich alsdann eine Parabel und 
je 2 der 5 Geraden werden deßwegen von den jämmtlichen andern 
Tangenten in entſprechenden Punkten er ähnlicher gerader Gebilde 
geichnitten (1. Th. 11). 

130. Liegt die Grundlinie eines beliebigen gleichſchenk⸗ 
ligen Dreieds in einer fejten Tangente einer Parabel, wäh- 
rend die Schenkel felbjt Tangenten der Parabel find, fo liegt 
die Spike desjelben ftets in der durch den Berührungspunft 
und Brennpunft gehenden Geraden. 

Die unendlich ferne Tangente der Parabel wird namlid une 
ter bdiefer Vorausjeßung von jedem Paar Schenkel der fraglichen 
Dreiecke in 2 zugeordneten Punkten eines involut. geraden Gebil- 
des geichnitten, defjen Ordnungselemente in ber fejten Tangente 
und einer auf ihr fenfredjten Geraden liegen; aljo beftimmen 
die Berührungspunfte der feiten und der auf ihr ſenkrechten Tan 
gente bie Gerade auf der nad 4b die Spitzen der gleichjchenkligen 


Dreiede liegen müfjen, dieje Gerade geht aber nad 124 durch den 
Brennpunft. 

131. Ein 4Eck ABCD und ein 4 Seit abed, von denen 
das erjte auf K liegt, während bie Seiten des 2ten die Tangenten 
in den Xangenten des ljten darjtellen, haben befanntlid) ein ges 
meinjames Pol oder Bolardreiet MNP (13). 

Und e8 gilt wun ferner der Gag; 

Dap auf jeder Seite des Poldreiecks bie beiden zugehö- 
rigen Gegeneden des umjchriebenen 4 Seits abed durd, die 
Eden harmonijd) getrennt find, 

Betrachten wir Fig. 18 die beiden Gegeneden EE, auf der 
Seite MN bes zum 4Eck gehörigen Poldreieds, fo ijt alsbald zu 
erfennen, dag NEME, entipredhend die Bole find von PM PD 
PN PA; bieje Testen 4 Strahlen bilden aber einen harmonifden 
Wurf nad) 6, wepwegen aud) NEME, ein harmonijder Wurf 
fein muß. 

132. Berühren 3 Kurven II K, Ky Kg diejelben beiden Ge- 
raben ab, und find fie dabei, wenn diefelben reell find, in denſel— 
ben Winkel eingefchrieben, fo fchneiden ſich von ihren gemeinjchaft: 
lichen reellen oder imagin. Gefanten 4 Mal 3 in je 1 Bunte, jo 
daß jie aljo die 6 Seiten eines volljtändigen 48 darjtellen. 

Man fann nämlich den Schnittpunft S von ab für je 2 der 
3 Kurven als perfpeft. Centrum betrachten, d. h. man fann je 2 
der 3 Kurven als entjprechende Gebilde 2er perfpeft. ebenen Gewebe 
betrachten, für welche jedod) ſtets S perjpeft. Centrum ijt (21). 
Sede diejer perjpeft. Beziehungen fann aber (21) auf 2erlei 
Weije firirt werden; bezieht man nun irgendwie K, peripeft. auf 
K, und ebenfo Ky, perjpeft. auf K,, fo ftellen immer nothwenbdig 
jolhe Elemente von K, und K, (rep. ihres ebenen Gewebes), 
welde hiebei einem und demſelben Elemente der Iſten Kurve (rejp. 
ihres ebenen Gewebes) entjprechen immer aud) entſprechende Ele: 
mente der perjpeft. Beziehung von K, und K, für das Centrum 
S bar. Bezeichnen wir nun bie beiden Aren der perjpeft. Bezie- 
hung von K, und K, durdy mg und ng und bie der perfpeft. Bes 
ziehung von K, und K, durdy mp und nz und die ber perfpeft. 
Beziehung von Ky und K, durd) m, und n,, jo ift demnad) noths 
wendig der Sdnittpunft von mz m, ein Punft von m,, der von 


mj, ein Punkt von n,, der von nm, ein Punk von n, und 
ber bon ng no ein Punkt von m,, da ja ftets der fraglide Schnitt: 
puntt ein ent{predend gemeinfames Clement der legten perjpeft. 
Beziehung ift. 

Ruf. Es leuchtet ein, daß in gewiffen Fallen die fo eben er- 
wähnten Elemente fich auf eine geringere Zahl bejchränfen können, 
d. h. daß der Gag in der obigen Fafjung nur im Allgemeinen 
gilt. Sind 3. B., um nur diefen Fall anzuführen, die Berüh— 
rungspunfte PQ von K, auf a u. b diefelben wie die von K; 
b. h. berühren fich diefe beiden Kurven in P u.Q, fo fällt m, mit 
ns d. h. mit PQ zufammen, fo daß man den Sat erhält. 

133. Berührt eine Kurve Ky die beiden gemeinjchaft- 
lihen Tangenten Ber jid) in P u. Q doppelt berührender 
Kurven II K, u. Ky, fo fchneiben fic) 4 der gemeinfchaft- 
lichen Sehnen K,K, u. K,K, in einem Punfte von PQ. 

Die zu 132 und 133 reciprofen Gage lauten: 

134. Haben 3 Kurven II bdiejelbe gemeinjame Chorde, 
und ſchließen fie dabei für den Fall, daß diefe reelle Schnitt: 
punfte enthält, dasſelbe Stic derjelben ein, jo liegen von 
ben Schnittpunkten der gemeinjamen Tangenten je 2er ber- 
jelben, 4 Mal 3 auf je einer Geraden d. h. 6 diefer Tan: 
genten- Schnittpunfte bilden die 6 Eckpunkte eines volljtän- 
digen 4 Seits. 

135. Schließen K,K,K, von einer Geraden dasjelbe Stüd 
PQ ein, während K, u. Ke in P u. Q diefelben 2 Tangenten SP 
und SQ haben, fo liegen 4 Schnittpunkte ber gemeinjchaftlichen 
Tangenten von K, mit K, und mit K, auf einer durch 8 gehenden 
Geraden. 

Bejonderer Fälle von 132, 183 und 134 lauten: 

136. Bon 3 fonfofalen *) Kurven II ſchneiden fic im 
Allgemeinen Mal 3 gemeinfame Chorden in je 1 Puntte. 

137. Haben 2 von 3 Fonfofalen Kurven IT aud) nod) diefelbe 


*) 68 fol hier ausbrüdfich hervorgehoben werben, daß wir unter fon: 
fofalen Kurven die verftehen, weldhe einen Brennpunkt gemein haben, 2 Kur: 
ven II, welche beide Brennpunfte gemein haben, werden wir boppelt fon 
fofal nennen, 
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Direktrix, ſo ſchneiden ſich 4 von den gemeinſamen Chorden, die 
die Zte mit dieſen beiden gemein hat, in 1 Punkte dieſer Direktrix. 
188. Die 6 Aehnlichkeitspunkte Ser Kreiſe bilden die 6 Ecken 

eines vollſtaͤndigen 4 Seits. 


139. Alle Sehnen einer Kurve II K, welche vom Brenn- 
puntt F aus unter fonjtantem Winkel a erfcheinen, berühren 
eine neue Kurve II, welche mit der gegebenen felbft nicht nur 
den gleihen Brennpunkt, fondern aud) die gleiche Direktrir 
bat (vergl. 100). 

Denkt man fic) nämlich die Ebene der Kurve II doppelt 
und algsdann die eine um den Winkel ae um den Punkt F gedreht, 
fo hat man nun 2 Kurven, welche jedoch 2 gemeinjame fonjungirte 
imagin. Tangenten haben, die in F fic) ſchneiden nad 15. Daher 
fann man fie beide als perfpeft. in Bezug auf F als Centrum be- 
tradhten, fo daß aljo auf jedem Strable von F 2 Paare entjpre= 
ender Punkt 2er projekt. Kurvengebilde liegen. Denft man ſich 
mm aber wieder das eine ebene Gewebe um den Winkel & in um- 
gefehrter Richtung um F gebreht, jo fallen num die beiden projekt. 
Kurvengebilde in dem Träger K gufammen und ber erfte Theil 
unſres Gages folgt daher unmittelbar aus 4a. Um mun bie 
beiden Berührungspunfte von K u. K, in ben entipredhend ge 
meinjamen Punttgebildben in K zu ermitteln, jo denken wir ung 
irgend ein Paar Strahlen von F a u. b, welde ben fonftanten 
Winkel a mit einander bilden, und welche entjprechenb die K in 
ben beiben Punttenpaaren aa, u. bb, jchneiden, alsdann liegt nach 
2 offenbar der Schnittpunkt von ab, u. a,b mit den beiden Be- 
rührungspunften in 1 Geraden diejer Schnittpunkt liegt aber ftets in 
der Polare von F (nad 11), d.h. in der Direftrir, und da diejes 
für die übrigen Punkte der Direftrir bei veranderlidem a u. b 
ebenjo gilt, jo müfjen die beiden Berührungspuntte von Ku.K, in 
ber Direftrir liegen, woraus der 2te Theil folgt. 

140. Zieht man durch den gemeinfamen Brennpunkt F 
2er fonfofaler Kurven IIK u. K, eine Gerade a und zieht 
von ben beiden Schnittpuntten aa, derjelben mit ben beiden 
Direftricen die beiden Tangentenpaare, jo beftimmen biefel- 
ben ein 4 Seit, deffen beide von aa, verfdiedenen Diago- 
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nalen bei veränderlichem a fid) nicht ändern und die durch 
den Schnittpunkt der beiden Direftricen jelbjt gehen. 


Denkt man ſich namlid) K u. Ky perfpeft. projekt. in Bezug 
auf F als Centrum, fo find bei beiden Arten ber perſpekt. Bezie 
hung dod) die beiden Direftricen entiprechende Gerade und alfo a 
u. a entjprehende Punkte, daher bilden, wie man ſich alabald 
überzeugt die beiden obenerwähnten Diagnolen die beiden Wren der 
perjpeft. Beziehung, woraus der Sat unmittelbar folgt. 


Nehmen wir in diefem legten Sabe die eine der beiden per: 
fpeft. Uren feft an, jo erhält man, da ja für je 2 Kurven die beiden 
Direktricen fid) auf diefer Are ſchneiden müfjen (nad) dem Obigen) 
folgenden Gab: 

141. Die Direftricen aller fonfofalen Kurven II, die 
burd 2 fefte Punkte gehen, von deren Trager fie, falls 
fie reell find, dasjelbe Stüd einjchliegen , ſchneiden jich in 
1 Punkte diejes Trägers. 

142. Gehen 3 Kurven IT KK,K, durd 2 Punkte AB, 
jo fdneiden fid) ihre 3 übrigen gemeinjamen Chorden in 
1 Punfte. 

Es jet S der Schnittpunkt der beiden Chorden C.D, u. C,D,, 
welde K mit K, einerjeits und mit K, andrerſeits gemein bat; 
zieht man nun durch S eine Gerade s, welcye durch Feinen gemein- 
famen Punft der 3 Kurven geht, und fchneidet diefe s die K in 
EF, die K, in E,F, und bie K, in E,F, dagegen die AB in T, 
jo ift wegen bes K u. Ky gemeinjam eingejchriebenen 4 Eds 
ABC,D, EF.E,F,.ST, aber wegen des ber K u. K, gemeinjam 
eingejdriebenen 4Ecks ABC,D, EF.E,F,.ST eine Involution auf 
8. Betrachtet man baher die auf s durch die Gegenjeiten des der 
K, u. Kg gemeinjam eingejchriebenen 4 Ecks erzeugte Involution, 
fo muß, da diejelbe durch E,F,.E,F, volljtändig firirt ift, die zur 
Seite AB gehörige Gegenfeite CD ebenfalls durch S gehen, da ja 
nad dem vorigen E,F,.E2F,.TS eine Suvolution ift. 

143, Haben 3 Kurven II diefelben 2 CXangenten, jo lie 
gen die Schnittpunfte der nod) übrigen beiben Langenten 
von je 2 berjelben auf einer und derjelben Geraden. 


Ein befonderer Fall von 142 ift; 
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144. Die 3 gemeinſamen Chorden Zer Kreiſe ſchneiden 
ſich in 1 Punkte. 

Den obigen Satz 142 kann man auch in folgender Faſſung 
wieder geben. 

145. Zieht man von einem beliebigen Punkte S der ge, 
meinſamen Chorde C.D, 2er Kurven II KK, 2 Sekanten, 
von denen die eine die K in C,D,, die andere die K, in 
CD jchneiden möge, jo liegen immer die 4 Bunfte CDC,D, 
mit den beiden noch übrigen Schnittpunften AB von KK, 
in einer neuen Kurve II. 

Ein bejonderer Fall hievon lautet: 

146. Zieht man von einem Punkte der gemeinjamen 
Chorde 2er Kreiſe nach jedem eine Gefante, jo liegen die 
4 Schnittpunfte in einem neuen Kreiſe. 

Die Sdhnittpunfte CD oder C,D, oder C.D. oder AB kön— 
nen einander unendlich nahe rücden, hieraus erhält man unter an: 
deren folgende Gage: 

147. Zieht man von einem Punkte der gemeinfamen 
Chorde C.D. 2er Kurven IT KK, an jede derjelben eine 
Tangente, deren Berithrungspunfte C, u. Cy fein mögen, fo 
giebt e8 immer eine Rurve Ky, welche durch die beiden nod) 
übrigen Schnittpunfte von KK, geht und die K in C, und 
die K, in Cy berührt. 

148. Zieht man duch den Schnittpunkt 2er gemein— 
jamer Tangenten Zer Murven II KK, eine Gerade s und 
legt von einem Punkte derjelben an K und von einem andern 
Bunfte an K, je 1 Paar Tangenten, fo liegen dieje 4 Tan— 
genten mit dem andern Paar gemeinjamer Tangenten von 
K u. Ky in einem Strablenbüjfchel II. 

- Da der Sak 142 d. bh. der Beweis diejes Gages nad 9 
nod) volljtändig gilt, aud) wenn man an die Stelle einer oder der 
andern oder aller Kurven II ein Linienfyjtem Zer Geraden oder 
beim reciprofen Gag ein Paar Punkte jett (vergl. hiezu die unten 
folgende 191), jo erhält man nod) verjchiedene bejondere Modifika— 
tionen der obigen Gage, wovon hier noch einzelne folgen jollen: 

149. Der Sak 30a ijt ein bejonderer Fall von 142, wenn 
man irgend 3 Paar Gerade, von denen 3 buch A, die 3 ane 
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deren durch B gehen, al je eine Linie II betrachtet, ebenfo ift 30b 
ein bejonderer Fall von 143. 

150. Wählt man eine Kurve II K und 2 Paare von 
Geraden ab u. a,b,, die durch 2 Punkte AB der K geben, 
jo erhält man den Pasfalfden Sag als einen befondern 
gall von 142. 

Es ijt ndmlid) Fig. 19, ab ala K, a,b, als K, betrachtet, 
CD die gemeinjame Chorde KK,, EF bie gemeinfame Chorde KK; 
und PQ die gemeinjame Chorde K,K, und PQ geht nun durd den 
Schnittpunkt von CD u. EF. Wertaujdt man a mit a,, fo erhält 
man bdenfelben Gag bei anderer Unordnung der Fig. ES tritt 
RS an bie Stelle von PQ, CE an die Stelle von CD und DF 
an die Stelle von EF. 

Ein bejonderer Yall dieſes Satzes 150 läßt fih alfo aus: 
fprechen: 

151. Zieht man 2 Paare zu den Afymptoten einer Hy 
perbel parallele Gerade, jo beftimmen fie auf diefer Kurve ein 
eingejchriebened 4 Ed, von dem 2 Paare von Gegenfeiten 
fic) auf den beiden Diagonalen des durch die Geraden be 
ftimmten Parallelogramms jchneiben. 

Wählt man 2 Kurven II und ein Paar Gerabe, jo erhält 
man den Gag: 

152, Zieht man durd) 2 Sdnittpunfte AB 2er Kur: 
ven II K u. K, 2 Gerade, fo bejtimmen fie auf den Kur: 
ven je nod) eine Sehne, die fic) beide in der von AB ver: 
jchiedenen gemeinfamen Chorde CD von KK, ſchneiden. 

153. Wählt man 4 Punkte AA, BB,, die zu 2 und 2 
auf 2 Tangenten einer Kurve II liegen, und zieht von ih— 
nen bie nod) möglichen 4 Tangenten, jo liegen von deren 
Schnittpunkten 2 Mal 2 je mit einem Schnittpunfte der 
2 Paar Gegenjeiten des 4Ecks AA,BB, in einer Geraden. 

Zuſ. Diefer Sat enthält den Pasfalfden (refp. den zu bie: 
fem reciprofen gewöhnlich Brianchonſchen Gag genannten) Sat wie 
ber wie 150 als befondern Fall in fid. 

154. Sieht man von 2 Punkten, die auf 2 gemeinjchaftlichen 
Tangenten ab 2er Kurven IT KK, liegen, die 2 Paare neuer Tan- 
genten an fie, jo liegen die beiden Schnittpunfte diefer beiden Paare 
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mit bem Schnittpunfte der beiden von ab verfdiedenen gemeins 
ichaftlihen Tangenten von KK, in 1 Geraden (ijt reciprof zu 152). 

Gin bejonderer Fall hievon lautet: 

155. Zieht man von 2 Punkten der einen gemeinjchaft- 
lichen Tangente er fic) doppelt berührender Kurven II an 
jede derfelben noch 1 Paar Tangenten, jo liegen die beiden 
Schnittpunkte diefer Tangentenpaare in einer Geraden mit 
dem Berührungspunfte auf der andern gemeinfamen Tan- 
gente. 

Diejes folgt aud) nod aus 21. 

Da bei 2 Kurven die eine Gerade a in demjelben Punfte A 
berühren, a als Snbegriff 2er Tangenten zu betradten, die ihren 
Schnittpunkt in A haben, jo erhält man nod: 

156. Sind die 4 Seiten eines Parallelogramms Tan- 
genten 2er Parabeln mit parallelen Aren, fo geht die eine 
Diagonale desjelben ftets durd den Schnittpunkt der beiden 
gemeinjchaftlihen Tangenten beider Parabeln. 

Da ebenjo der Berührungspunft 2er Kurven II als Schnitt- 
punkt 2er unendlid) nahe zufammengerücter gemeinjamer Tangenten 
derjelben gelten muß, jo erhält man auf diefelbe Weile: 

157. Alle Kurven die mit 2 gegebenen K u. K, diez 
jelben 2 Tangenten gemein haben und fie beide noch berüh— 
ren, thun dieſes in 2 Punkten, die mit bem Schnittpunfte 
der 2 übrigen gemeinjamen Tangenten von K u. K, in 
1 Geraden liegen. 

158. Schneiden fi) von den gemeinfamen Chorden 3er 
Kurven II von je Zen 1 aljo im Ganzen 3 in 1 Punt 8, 
fo bilden diefe 3 und ihre Gegenjeiten in den gemeinfam 
eingejdriebenen 4 Eden 6 Seiten eines volljtändigen 4 Eds, 
b. h. e8 giebt nod) 3 Punkte wie S, in denen je 3 diefer 
6 Chorden zujammentreffen. 

Denkt man fid nämlich durch einen Punkt S einer gemein- 
fchaftlihen Chorde a,b, 2er Kurven II K u. K, nod) 2 Sehnen 
gezogen, von denen die erfte die K in a,b,, die 2te die K, in ab 
fchneidet, und denft fid) nun durd) aba, by eine Ste Kurve II Ky 
gelegt, weldje die azb, in den Punkten ch jchneiden möge, fo ift 
auf der Sefante agbo die Snvolution jowohl für KK, als aud 
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für K,K, und die ihnen gemeinfam eingefdriebenen 4 Ecke durd 
die beiden zugeordneten Punktenpaare aob,.cd vollfommen firirt 
und da in den beiden diejen 2 Kurvenpaaren gemeinfam eingejchrie- 
benen 4 Gefen die eine Seite durdy den Punkt S geht, jo muß für 
beide die diefer Seite zugehörige Gegenfeite durch denjelben Punkt 
von a,b, gehen. Wie bier der Sat für a2b, ebenjo läßt er fid 
für a,b, u. ab führen, woraus der Sag folgt. 

159. Schneiden 3 Seiten eines einfachen einer Kurve II 
eingejchriebenen 4Ecks eine beliebige Gerade in 3 feiten 
Puntten, jo ift diefes auch mit der 4ten der Fall nad 9. 

160; Schneidet eiu Paar Gegenjeiten eines einer Kur: 
ven IT eingejchriebenen volljtändigen' 4 Eds eine beliebige 
Gerade in 2 Punkten aa,, die von ben Schnittpunften mm, 
derjelben mit der Kurve gleich weit abftehen, jo ijt dieſes 
mit den Schnittpunften der beiden übrigen Gegenfeitenpaare 
bb, cc, ebenfalls der Fall. 

Die Mitte von mm, tt in diefem Falle das eine Ordnungs- 
element der entitehenden Snvolution nad 28. 

161. it ebenjo für einen beliebigen Punk P von p 
für die wie joeben bezeichneten Schnittpunfte Pm.Pm, = 
Pa.Pa,, fo find diefe Produkte aud) — Pb. Pb, = Pc. Pe, 
nad) 25. 

162. Zieht man durch die Mitte M einer Sehne 2 be- 
liebige Gerade, jo beftimmen dieje auf K ein volljtändiges 
4Eck, dejjen 2 übrige Paare von Gegenfeiten die Sehne in 
Bunftenpaaren jehneiden, für die M ebenfalls die Mitte ift. 

Es ijt wiederum der eine Ordnungspunft M. | 

163. Zieht man durd) die Witte Einer Sehne eine neue 
Sehne, jo jchneiden die Tangenten in den Schnittpunften der 
legtern mit der Kurve die erjtere in Punkten, für die M 
ebenfalls die Mitte tft. 

Es find bier in der neuen Sekante 2 Gerade zufammen- 
fallend gedacht. 

164. Die 3 Höhen eines Dreiecks ABC jchneiden ſich 
in 1 Punkt. 

Kennt man nämlich die Höhen, welche auf den 3 Seiten 
abe des Dreieds ſenkrecht jtehen, entjprechend a, b,c,, fo bilden 
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aa, bb, ein Ed, in weldhem die 2 Paar Gegenfeiten aa, bb, auf 
einander jenfrecht find, betrachtet man nun den Schnitt der 3 Paar 
Gegenfeiten desfelben mit der unendlich fernen Geraden, fo jicht 
man, bag das 3te Paar Gegenjeiten, nämlich die Seite AB und 
die durch bas 3te Eck C und den Schnittpunkt der beiden Höhen 
ab; gehende Gerade, aud) auf einander jenfredjt fein, d. h. daß 
dieje lette Gerade die Höhe c, fein muß w. 3. b. w. 

165. Alle gleichjeitigen Hyperbeln, die durch 3 Punfte 
ABC geben, geben aud) durch den Höhenpunft diejes 
Dreiecks. 

Zieht man nämlich von B auf AC einen Perpendikel, be— 
zeichnet den von B verjchiedenen Punkt der Hyperbel, der darauf 
enthalten ijt, durd) D und betrachtet die Snvolution, welche durch 
die Kurve und das eingejchriebene 4Eck ABCD auf der unendlich 
fernen Geraden erzeugt wird, jo liegen jowohl die beiden Schnitt: 
punfte mit der Kurve als auch die beiden in den Gegenfeiten AB 
CD enthaltenen Schnittpunfte je in einem Paar auf einander ſenk— 
rechter Richtungen, und es müfjen daher auch die Gegenjeiten AD 
nu. BC fowie CD u. BA auf einander fenfrecht fein, w. 3. b. w. 

St das Dreieck ABC in B ſenkrecht, jo fällt der Höhenſchnitt— 
punft mit B zufammen und auf dem Perpendifel, der von B auf 
die AC gefällt werden fann, liegt daher auger B jelbjt tein Punkt 
der Hyperbel; daraus folgt: 

166. Bei jedem einer gleichjeitigen Hyperbel eingezeich- 
neten redjtwinfligen Dreiecf berührt der Perpendifel, den 
man von der Spite des rechten Winkels auf die Hypotenufe 
ziehen fann, die Hyperbel. 

167. Durd 4 Punkte, von denen feiner der Durch— 
ſchnittspunkt der 3 Höhen des durch die 3 andern gebildeten 
Dreiecks ift, lapt fic) immer gerade 1 gleichjeitige Huperbel 
legen. 

Retrachtet man nämlich das involut, gerade Gebilde in ber 
unendlich fernen Geraden, das nach 9 durch das 4G und das daz 
durch beftimmte Kurvenſyſtem firirt ijt, jo giebt es in demjelben 
nad 14 gerade 1 Paar fonjugirter Punfte die in 2 auf einander ſenk— 
rechten Richtungen liegen, und durd) diefe beiden Punkte geht die 
fragliche gleichjeitige Huyperbel. 
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Die Verbindung der beiden Sage 165 und 167 ergiebt nun 
unmittelbar folgenden Gag, wenn man den Sak auf die 4 Dreiede 
des 4Ecks von 167 anwenbet. 


168. Die 4Eckpunkte eines beliebigen 4Ecks, fo wie die 
4 Punkte, in denen fic) die Höhen der 4 durch das 4 Ed 
beftimmten Dreiede fdneiden, Tiegen auf derjelben gleich: 
feitigen Hyperbel. 

169. Schneidet eine Gerade p 2 Gegenfeiten eines Kreis: 
vierecks unter gleichen Winkeln, jo jchneidet p auch die beiden 
übrigen Paare von Gegenjeiten unter gleichen Winkeln. 

Betrachtet man namlid die Gnvolution, welche dburd die 8 
Paare von Gegenfeiten eines’ Kreisvierecks auf der unendlich fernen 
Geraden erzeugt wird, fo müfjen nad 14 die Orbnungselemente 
berfelben in 2 auf einander jenfredten Richtungen enthalten fein 
und ba fie aud) durch jedes Paar Gegenfeiten harmoniſch getrennt 
fein follen, fo miiffen fie nach 27 in denjenigen 2 Richtungen enthal- 
ten fein, welche bie beiden Winkel eines Paares von Gegenfeiten 
halbiren, fie müfjen daher in dem unendlich fernen Punkte von p 
und in der barauf ſenkrechten Richtung liegen, 

Zuſ. Aus diejem letzten Beweife folgt zugleich unmittelbar 
folgender Sat: 

170. Halbirt man die 3 Winfelpaare der 3 Paare von 
Gegenfeiten eines Kreisvierecks, jo find die dadurch erhal 
tenen 6 Geraben zu 3 und 3 parallel. 

171. 2 Punkte P u, P, die durd) 2 Paar Gegenjeiten 
eines vollftindigen 4 Ecks harmonisch getrennt find, find 
dies nicht nur aud) in Bezug auf das 3te Paar, fondern 
fie find aud) in Bezug auf jede Kurve IT, welche durd die 
4 Eckpunkte des 4 Ecks geht, einander fonjugirt. 
Betrachtet man nämlich die Snvolution, welche auf der Ge: 

raden PP, dur bas 4 Ee und das dadurch beftimmte Kurven: 
ſyſtem entfteht, fo find P und P, offenbar die Ordnungselemente 
berfelben, woraus der Sat folat. 

172. 2 Gerade p u. py, welche durch 2 Paare von Ge 
genpuntten eines volljtändigen 4 Seit harmonisch getrennt 
find, find e8 nicht nur aud) durch das Ste Paar, fondern 
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fie find aud in Bezug auf jede Kurve II, welche dem 
4 Seit eingejchrieben ift, einander fonjugirt. 

Man ann diefe 2 legten Sage auch) fo ausſprechen: die Po- 
laren eines Punktes P in Bezug auf alle einem 4 Ed umfchriebe: 
nen Kurven II fdjneiden fid) in einem Punkte P,, den man findet 
als den Schnittpunkt derjenigen beiden Geraden, die von dem geges 
benen Punkte P durd) 2 Paare von Gegenfeiten des 4 Ed8 har: 
moniſch getrennt find. 

Die Pole einer. Geraden p in Bezug auf alle einem 4 Seit 
eingefdriebenen Kurven II liegen auf einer Geraden p,, weldje 
man findet als Verbindungslinie derjenigen 2 Punfte, welche von 
der p durch 2 Paare von Gegenecfen des 4 Seits harmoniſch ge- 
trennt find. 


BVefondere Fälle hievon find: 
173. Die Mittelpunfte aller demjelben 4 Geit einge 
fchriebenen Kurven II liegen auf einer Geraden, welche die 
3 Streden gwifden je 2 Gegeneden des 4 Seits halbirt. 


174, Die Mittelpunfte aller demfelben Winkel einge 
ſchriebenen fonfofalen Kurven II liegen in einer Geraden, 
die bie Strecke gwifden dem Brennpunkt und dem Scheitel 
des Winkels halbirt. 

Bezeichnet man die 3 Schnittpunfte von je 2 Gegenfeiten eines 
vollftändigen 4 Es ABCD durd MNO und erwägt, wie nad 
172 zu einem unft P der fonjugirte Punkt P, für das durd 
bas 4Eck ABCD beftimmte Kurvenfyftem gefunden wird, fo ijt zu 
erfehen, daß MP u. MP, ebenjo wie NP u. NP, je ein Baar gue 
geordnete Strahlen eines involut. Strahlenbüjchels darjtellen, 
deſſen Ordnungsftrablen je die Gegenfeiten des 4 Ecks darftellen. 
Hieraus folgt, dag M[P..] wM[P,] u. N[P..] »N[P...]. Hat 
nun bas Syftem von Punkten P, für welche man die fonjugirten 
Punkte P, fucht, die Lage, dag M[P..] »N[P...], fo liegt P, 
auf einer Kurve II oder einer Geraden. Hieraus erhält man unter 
anderen folgende Gage: 

175. Sudt man die fonjugirten Punkte zu allen in 
einer Kurven II gelegenen Punkten, die durch 2 ber 3 
Punkte MNO 3. B. durd) MN geht, in Bezug auf die durd) 
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das 4 Ge beftimmten Kurven, fo liegen fie auf einer neuen 
Kurve II, die durch diefelben 2 Punkte MN geht. 

176. Gucht man in Bezug auf dasjelbe Kurvenjvitem 
die fonjugirten Punkte zu allen auf einer Geraden p liegen: 
den Punkten, jo liegen diefe in einen Geraden p,, wenn p 
burd) einen Punkt des zum 4 Ge gehörigen Poldreiects 
MNO geht, und zwar find pp; durch die zu dem fraglichen 
Gd gehörigen Gegenfeiten des 4 Eds harmoniſch getrennt. 
Außerdem liegen fie in einer Kurve IL, welche nothwendig 
durch die 3 Gefen MNO bes Poldreieds geht. 

Läßt man im legten Fall die p ins Unendliche ritcfen und 
fudjt zu jeder Richtung der Ebene die fonjugirten Durchmeſſer des 
Syſtems, jo jchneiden fich dieje je in 1 Punkte einer Kurve IL, und 
dieje Kurve geht nicht nur durch die 3 Ecfen MNO des Poldreiecks, 
fondern aud) durd die 6 Mitten der 6 Seiten des volljtändigen 
4 Eds, wie fich dieſes daraus ergiebt, wenn man zu den 6 Schnitt: 
punkten der 6 Seiten des 4 Ecks mit der unendlid) fernen Geraden 
die fonjugirten Punkte nad) 172 jucht. 

Betrachtet man nun ferner irgend 2 der zu dem joeben be: 
tradteten Syſtem von Kurven gehörigen Kurven KK,, wählt ihre 
Mittelpuntte CC, und fucht zu allen Richtungen der Ebene für 
die 2 Kurven II die fonjugirten Durchmeſſer, fo jehneiden fic) dieje 
ebenfalls in den Punkten einer Kurve II und dieje Kurve geht 
nun, wie man auf dicfelbe Weife, wie joeben, erhält, durch die 6 
Mitten der 4 Eckſeiten, d. b. diefe Kurve ijt mit der vorigen iden: 
tif, woraus denn, da die beiden Mittelpunfte CC, ebenfalls auf 
diefer letzten Kurve liegen, folgt: 

177. Die Mittelpuntte aller Kurven II, weldhe demiel- 
ben 4 Eck umſchrieben find, Liegen in einer neuen Kurven II, 
weldye durch die 3 Ecfen des zum 4 Ed gehörigen Poldrei: 
ecf8, fowie durch die 6 Mitten der 6 Seiten bes 4 Eds 
geht. 

Offenbar ijt jede Tangente an der legterwähnten Mittel: 
punftsfurve im Punkte C derjenige Durchmefjer der Kurve, die ibe 
ren Mittelpunkt in eben diefem Punkte C hat, der der Nichtung 
fonjugitt ift, fiir welche alle fonjugirten in demjelben Punkte C 
fic) ſchneiden. Betrachtet man daher irgend eine Kurve des Syſtems, 
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die ihren Mittelpuntt in ber Mitte seiner der 6 4Ecksſeiten 3. B. 
AB hat und jucht die Richtung der Tangente der Mittelpunftsfurve 
in eben diefem Punkte, fo mug man die Richtung juchen, für welche 
ſich alle Eonjugirten in eben diejem Punkte fchneiden, dieje Richtung 
wird aber offenbar nad) 172 durch die BVerbindungslinie MO 
der beiden Eden des zum LEE gehörigen Poldreiecés bejtimmt, 
durdy welde AB nicht geht, da daher für die Mitte der Gegen: 
feite diejelbe Betradtung unverändert gilt, jo ijt erfichtlich, daß die 
beiden Tangenten, welche in den beiden Mitten je 2er Gegenfeiten 
des 4 Ecks an die Mittelpunktskurve ſich ziehen lafjen, parallel 
jind, woraus denn unmittelbar folgender Gag folgt: 


178. Berbindet man die 3 Paar Mitten der 3 Paar 
Gegenfeiten eines vollftindigen 4 Eds durd 3 Gerade, jo 
ichneiden fic) diefelben in einem Punfte, welcher den Mit— 
telpunft derjenigen Kurve darftellt, in der alle Mittelpuntte 
der dem 4Eck umfdriebenen Kurven II enthalten find. 


Ruf. Dag die 3 Verbindungslinien der Mitten von je 2 
Gegenjeiten des 4 Ges ſich in 1 Punkt jchneiden, folgt aud) direkt 
aus dem Sage über perjpeft. Dreiecke, da fic) alsbald ergiebt, dag 
die 3 Seiten der beiden Dreiede, von denen je 2 Halbirungspunfte 
2er Gegenjeiten entjprechende Edpunfte darjtellen, parallel find. 

179. Weiß man von einem Dreied ABC, daß es in Bezug 
auf eine Kurve II K und aljo aud in Bezug auf das ebene Po: 
larſyſtem, das K zur Ordnungsfurve hat, abjolutes Polardreieck 
jein joll, jo entjpricht diefe Angabe bei der Firirung der Kurve K 
jelbjt der Angabe von 3 Punkten oder 3 Tangenten, und man ftopt 
häufig auf die Aufgaben, eine Kurve zu finden, wenn unter den 
Beitimmungselementen ein foldes abjolutes Polardreiect gegeben ijt. 

Es mögen daher hier die einfachjten Faille behandelt werden: 

Es jeien außer dem abjoluten Polardreiet ABC nod 

2 Punfte DE der K gegeben. 

Schneiden in diejem Falle die 3 Seiten abe von ABC die 
DE in abe und find a,b,c, entjprechend von abe durch DE har— 
monifch getvennt, fo find Aa, Bb, Ce, die Polaren von abe und 
jchneiden jid) nad) 8 (wobei zu vergleichen 192 und 193) im 
Pole P von DE; die Gerade PA , PB over PC liefern alsdann 
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durch die Ordnungselemente einer in ihnen leicht zu beſtimmenden 
Involution je 2 Punkte der geſuchten Kurve. 

Gind DE reell, fo ergiebt fid) die Auflöfung unmittelbar 
dadurch, da man auf jeder Geraden, die von D u. E nad einem 
Ge von ABC geht, alsbald nod) einen 2ten reellen Punkt von K 
findet, 

ALS befonderer Fall verdient hier folgende Aufgabe hervor: 
gehoben zu werden. Liegt D auf einer Seite AB von ABC, fo ijt 
CD die Tangente in D und, wenn ADBD, ein harmonijder Wurf, 
CD, die Tangente in D, x. Liegen Du. E auf AB, jo ift bie 
Aufg. unbejtinmt. 

180, G8 ift ein Dreieck gegeben, man foll denjenigen 

Kreis fuchen, für welchen (als Ordnungsfurve eines Polar: 

ſyſtems) basfelbe abjolutes Polar-Dreieck ift. 

Da für einen Kreis als Ordnungskurve je 2 auf einander 
ſenkrechte Punkte der unendlich fernen Geraden einander fonjugirt 
find, fo ijt jede Höhe des Dreiects die Polare des unendlich fernen 
Punktes der auf ihr jenkrechten Seite, daher ijt der Schnittpunkt 
der 3 Höhen der Mittelpunkt des gefuchten Kreifes; und hieraus 
findet fid) nun der Kreis jelbjt leicht nad) 25, wenn man bedentt, 
day je 2 Punkte desjelben die Ordnungspuntte der Jnvolution bar 
itellen, für welche der Mittelpunkt Hauptpuntt ift; man braucht daber 
nur nad einem Eckpunkt A des abfoluten Polardreieds eine Gerabe 
zu ziehen, dieſes A und der Schnittpunkt A, der Gegenfeite find dann 
ebenfalls ein Paar zugeordnete Punkte der fraglichen Ynvolution. 

181. Iſt außer dem abfoluten Polardreied nod) zu einem 
Punkte P die Polare p gegeben, jo ijt die Aufgabe nichts anderes 
als der im L Th. 96 behandelte Sag, und es laſſen ſich wie bier 
oben in 179 auf PA, PB over PC alsbald je 1 Paar Punkte der 
Kurve finden. 

182. Iſt endlich zu dem Punkte P nicht wie foeben die 
Polare p jelbft, fondern nur ein Punkt Q, durd) den fie 
gehen foll, gegeben, d. h. ift ein Paar fonjugirte Punkte 
PQ außer dem abſoluten Polardreieck ABC gegeben, fo it 
die Aufgabe fine beftimmte, es find bloß 4 einfache Bebin- 
gungen gegeben, die K erfüllen foll, und man findet denn 
aud) vwirtlih, dag es eine unendlid große Anzahl von 
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Kurven giebt, die die erwähnten Bedingungen erfüllen, die 
jedoch alle burd 4 Punkte geben. 

G8 folgt diefes nämlich unmittelbar aus dem obigen Satze 171. 
denn fucht man in den beiden Strahlenbüfcheln, deren Mittelpunute 
2 Eckpunkte des Polardreieds ABC find, die 2 Strahlen, die fo- 
wohl durdy die Seiten bes Dreieds als purd) P u. Q harmonijd 
getrennt find, fo erfüllt jede Kurve IL, welche durch deren 4Schnitts 
punfte geht, die in ber Aufgabe oder dem Sake angeführte Be- 
dingung. 

Zuſ. Liegt der eine Punkt P’ auf einer Dreiedsjeite AB 
jelbjt, jo ſuche man die beiden Strahlen des Büſchels C, welche 
fowohl burd A u. B als aud durd P u. Q harmonisch getrennt 
find, jede Kurve II, weldye diefe beiden Strahlen in ihren Schnitt- 
punften mit AB berührt, genügt der Aufgabe, In diejem befon- 
dern Falle geht aljo das Apunftige Syitem der Kurven II in eines 
über, in weldem 2 Mal 2 der 4 Punkte einander unendlich nahe 
riicfen. 

Mir kehren nad diefer furzen Abſchweifung wieder zu 177 zurück 

Sind 2 und fomit alle 3 Paare von Gegenfeiten des 4 Ecks 
auf einander fenfrecht, fo wird die Mittelpunftsturve ein Kreis, da 
algdann 3 auf je einem Durchmeſſer ftehende der Kurve eingeſchrie— 
bene Winkel rechte Winkel find. Da in diefem alle jede Kurve 
des Syſtems ebenfo wie je 2 Gegenjeiten die unendlich ferne 
Gerade in je 2 Punkten jchneiden, deren Richtungen auf einander 
ſenkrecht find, jo erhält man in Verbindung mit 165 hieraus den Sag: 

183. Die Mittelpunfte aller einem 3 Eck umfchriebenen 
gleihjeitigen Hyperbeln liegen auf dem Umfange desjenigen 
Kreijes, der die 3 Seiten des Dreiecks und die 3 Höhenab- 
jchnitte zwijchen den Eden und dem gemeinjamen Schnitt: 
punfte der Höhen halbirt, und außerdem durdy die 3 Fuß— 
punfte der Höhen geht. 

184. Wenn man zu den Tangenten irgend einer Kurve 
II, welche 2 Seiten des zu einem 4 Seit abed gehörigen 
Polardreiecks berührt, die in Bezug auf alle diefem 4 Seit 
eingejchriebenen Kurve II fonjugirten Geraden fucht, fo be- 
rühren dieje wieder eine Kurve II, die diejelben 2 Seiten 
des Polardreieds zu Tangenten bat. 
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185. Sudt man zu allen Strahlen eines Strahlenbüjchels 
P wiederum biejenigen Geraden, welde in Bezug auf alle dem 
4 Seit abed eingefchriebenen Kurven II ihnen fonjugirt find, fe 
berühren biejelben eine Kurve IDK, die bloß dann wieder in einen 
Strahlenbüfchel IP, übergeht, wenn der Mittelpunkt des erften 
auf einer Seite des Polardreiecks liegt, P u. Py find alsdann durch 
bie Eckpunkte des Polardreieds harmonifd getrennt. Diejer Strah— 
lenbüjchel II K, ftellt zugleich die Polaren des Centrums P für jede 
Kurve des Syftems dar, der Art, dak für diejenige Kurve des 
RKurvenfyftems abcd, für Welche die Tangente jelbft die Polare 
des Gentrums P ijt, der Berührungspunft jelbft der Pol desjeni- 
gen Strahles von P darjtellt, für welchen alle Pole auf der frag: 
lihen Tangente liegen. 

186. In Bezug auf alle demfelben 4 Seit eingejchriebe- 
nen Kurven IT umbüllen alle derjelben Richtung Fonjugir- 
ten Durchmefjer eine Kurve II, die ftets die 3 Seiten des 
Polardreieds berührt. 

Man erhält verfdhiedene Modifikationen der allgemeinen Sage 
der Nrn. 173 u. 177, wenn man 2 oder je 2 der 4 Punkte in je 
1 zufammenfallen läßt 3. ®. 

187. Die Mittelpunfte aller Kurven II, welhe 2 Ge 
rade in denfelben 2 Punkten berühren, liegen in der Gera: 
den, welche den Schnittpunft der Tangenten mit der Mitte 
der Berührungschorde verbindet. 

188. Es giebt 2 Kurven II, welche durch 4 Bunfte geben 
und eine gegebene Gerade, die durd) feinen der 4 Punfte 
geht, berührt. 

Man findet nämlih die Berührungspunfte der fraglichen 
Kurven und der gegebenen Geraden, als die Ordnungselemente 
derjenigen Juvolution, für weldje je ein Paar Gegenfeiten des durch 
die 4 gegebenen Punkte bejtimmten vollftandigen 4 Ecks die Gerade 
in gugeordneten Punkten jchneidet. 

189. Es giebt 2 Kurven IT, welche 4 Gerade berühren 
und durch einen Punkt gehen, der auf Feiner der 4 Tangen- 
ten liegt. 

Scneidet man 2 Kurven IT K u. Ky, die durch 4 Puntte 
ABCD geben, durch fammtlide Strahlen eines Strahlenbüfchels, 
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deſſen Mittelpunkt einer der 4 Punkte (A) iſt, ſo erhält man 2 
projekt. Rurvengebilbe K (abc...) = Kao(anbren. . .) projieirt man 
beide je aus einem von 2 entſprechenden Punkten z. B. K(abe...) 
aus a und K, (a,b,c;...) aus a,, fo erhält man 2 projeft. Strah— 
lenbüfchel, welche eine Ste Rurve II Ky erzeugen, die offenbar 
außer duch a und a, nod) durch die 3 Punkte BCD geht. Bes 
tradtet man nun 2 derartig entitehende Kurven II K, und Kz, 
welche durch die projekt. Strahlenbüfchel a u. a, einerfeits und b 
u. b, andrerjeits entjtehen, jo hat man 4 Kurven II KK, Ky Kz, 
welche alle die 3 Punkte BCD gemein haben, und deren 6 übrige 
Schnittpunfte die 6 Ecfen eines vollftindigen 4 Seits bilden, injo- 
ferne nad) der Vorausfegung Aaa, und Abb, je in 1 Geraden 
liegen und außerdem offenbar aud) nod) der Schnittpunft von ab 
und a,b, ein gemeinjamer Bunft von Ky und K, ift, jo daß aljo 
von den Schnittpunften 4Mal 3 in je 1 Geraden liegen. Hieraus 
ergiebt jid) nun durch Umkehr unmittelbar folgender Gab: 

190. Befdreibt man um die 4 Dreiecfe, welche durch 
ein vollitändiges 4 Seit gebildet werden, 4 Kurven II, welche 
außerdem alle nod) durch 2 fefte Punkte gehen, jo jchneiden 
fi) diefelben noch in einem 3ten feiten Puntte, 

ALS bejonderer Fall ergiebt fid) hieraus, wenn die 2 gemeine 
jamen Punkte imagin. werden: 

191. Bejchreibt man um die 4 Dreiecte eines volljtän- 
digen 4 Seits 4 Kreiſe, jo jchneiden fic) diefelben in 1 
Puntte, 

192. Der Sak von der Involution, welche durch den Schnitt 
eines volljtingen 4 Ecks durch eine Gerade entjteht, läßt fic) in 
einer Form ausfpredhen, welde für die Anwendung häufig eine 
anjchaulichere Faſſung und darum bequemere Behandlung darbietet ; 
in diejer Faffung lautet er aljo: 

Zieht man von irgend einem Punkte nad) den 3 Eden 
eines Dreieds, fowie nad) den 3 Schnittpunften der Seiten 
mit einer Geraden je 3 Strahlen, jo bilden je 2 Strahlen, 
von denen der eine nad) einem Ed und ber andere nad) 
den Scnittpunfte mit der Gegenfeite geht, ein Paar zuge: 
ordnete Elemente einer Snvolution. 

Hieraus ergiebt fic) aber durch Umkehr alsbald folgender Sag: 
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193. Zieht man von den Eden eines Dreieds 3 folde 
Strahlen, welde mit den 3 Sanittpuntten der 3 Dreiecks— 
feiten mit einer Geraden in ber vorhin angegebenen Ord- 
nung eine Snvolution bilden, fo ſchneiden ſich dieſelben in 
1 Punkte. 

194. Zieht man nach den Ecken eines Dreiecks von 
einem beliebigen Punkte aus Strahlen und wählt nun 3 
neue Strahlen, die mit diejen 3 eine Snvolution bilden, je 
ſchneiden diejelben die 3 Dreiedisfeiten in der aus 192 zu 
entnehmenden Ordnung in 3 Punften einer Geraden. 

Der reciprofe Saw liefert fein neues Refultat. 

Ueber die Anwendung diejes Sages und einige verwandte 
Sie mögen die nachfolgenden Ren. näheres bringen. 

195. Schneidet eine Gerade p die 3 Seiten abc eines Dreis 
eis in den Punkten abc, und jucht man zu diejen Schnittpunften 
in jeder Ordnung die 4ten harmonijden Punkte a,b,c, jo dab 
aba,c 2c. je einen harmonifden Wurf parftellt, jo ſchneiden ſich 
die 9 Geraden, die von den 3 Eden ABC nad den 3 Punkten 
a,b,c, fich ziehen laſſen, in bloß 10 neuen Punkten, indem durd 
4 diefer 10 Punfte je 3 der 9 Geraden gehen. Diefer Sak folat 
unmittelbar aus 193 in Berbindung mit Iften Th. 34. Hierin 
ijt unter anderen als bejonderer Fall der Gag enthalten, dag die 
Transverjalen von den Eden nad den Mitten der Gegenfeiten ſich 
in 1 Punkt jchneiden. 

Wählt man die unendlich ferne Gerade ftatt p und wählt 
die involut. Beziehung fo, daß je 2 Puntte derjelben, die in 2 auf 
einander fentredjten Geraden liegen, einander zugeorbnet find, fo 
erhält man den Sab: 

Die 3 Höhen eines Dreiects ſchneiden fid) in 1 Punkte. 

196. Schneidet man die 4 Seiten eines volljtändigen 4 
Seit? durd eine Gerade p und find abcd die 4 Schnitt: 
punkte von p mit ben 4 Seiten und haben a,b,c,d, die 
Lage, dab aay . bb, „CC, DD, gugeordnete Elemente eines in: 
volut. geraden Gebildes find, jo liegen die 4 Transverjal: 
puntte, die man nad) 193 für das involut. gerade Gebilde 
aa, . bb. in Bezug auf die 4 Dreiede des volljtändigen 
4Seits erhält, in 1 Geraden. 
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Denken wir uns die eine Seite d des 4 Seits um ihren 
Schnittpunkt d mit p ſich drehen, ſo ändert ſich die Lage von Zen 
ber 4 Transverſalpunkte PyP.P, (Fig. 20), jedoch bewegen fie ſich 
offenbar auf 3 feften Geraden die durch B oder C oder F geben; 
und es läht fic) nun leicht darthun: 1) daß die geraden Gebilde, 
die der Art durch die Punkte P,P,P, auf den feiten Geraden ent- 
ftehen, perfpeft. find, und 2) daß das Centrum der perfpeft. Beziehung 
je 2er der 4te fefte Punkt P, ijt. Diefes foll nun für 2 der 3 
Transverfalpuntte nämlich für Py das zum Dreieck ABE und für 
P, das zum Dreie ECD gehört, nachgewiejen werden. P, bewegt 
fic) auf der feften Geraden d,B, P, auf der feften Geraden d,C, 
bie verfdiedenen P, werden erhalten durch die Sdnittpuntte des 
zum Strahlenbüſchel D(E..) oder d (d) perfpeft. Strahlenbüjchels 
6,(A...) oder a, (E...), die verfdhiedenen P, dagegen durch die 
Snittpuntte des ebenfalls zum Strahlenbüfchel d (E) perfpeft. 
Strahlenbüſchels 6, (D...) oder  (E...), alfo ift dB [P,..] 
wd, C [Po..] fallt aber d mit da zufammen, fo muß P, und 
P, mit d, gujammenfallen, aljo find beide gerade Gebilde per: 
fpeft., fällt p mit dF aljo D und A mit F zufammen, jo ent: 
Halt b,F ein Paar entjprechende Punkte, fällt p mit DB un 
endlid) nahe gujammen, jo enthält c, B ein Paar entjprechende 
Punkte, injoferne in diefem Falle E und fo mit aud) P, mit B 
gujammenfallt. Alſo ift der Schnittpunkt von b,F und c, B das 
Gentrum der perjpeft. Beziehung; diefer Punkt ift aber offenbar 
der Transverfalpuntt des unveränderlichen Dreied3 BCF d. h. P; 
w. 3. b. w. 

197. Läßt man p ins Unendliche rüden, und wählt die in- 
volut. Beziehung fo, daß je 2 Punkte derjelben, die in 2 auf ein- 
ander jenfredjten Strahlen liegen, einander zugeorbnet find, jo ere 
Halt man folgenden Gab: 

Zieht man im jedem der 4 Dreiecke eines vollftindigen 
4 Seits die 3 Höhen, fo fchneiden fid) diefelben zu je 3 in 
4 Punkten einer Geraden. 

198. Zieht man von einem Punkte P nah den 4 Eden 
eines 4 Ecks 4 Strahlen abed und ftellen aa,.bb,.ccı.dd;. 
gugeordnete Strahlen eines involut. Strahlenbüjchels dar, 
jo gehen bie 4 Transverfalen, welche durch diefe involut, 
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Beziehung nad) 194 in den 4 Dreieden des 4 Eds be 
jtimmt jind, durch einen Punkt. 

Zieht man von einem Punkte P aus nad den 4 Eden 
ABCD eines 4Ecks die Geraden abed, find entjprechend 
die Geraden a,b,e,d, auf diejen jenkrecht, jo find unter den 
24 Schnittpunften diefer leteren 4 Geraden mit den 6 Sei 
ten des volljtändigen 4 Ecks ABCD 12, die zu je 3 in 4 6era- 
den liegen, die fih in 1 Punkt fdneidben; man darf um 
die richtigen Punkte zu erhalten, auf jedem Strahl a, nur 
die 3 Schnittpunfte mit denjenigen der 6 Seiten des voll 
jtändigen 4 Eds wählen, die ein Dreiec bilden, in weldyem 
das Ed A des zugehörigen Strahls a nidt als Ed cr: 
jcheint, 

198. Zieht man von einem Punkt P auf die 3 Seiten 
eines Dreiecks ABC ‘Perpendifel, und wählt man auf diejen 
3 Strahlen 3 neue Punfte A,B,C, als die 3 Eden eines 
neuen Dreiecds, jo fdyneiden fid) die 3 Perpendifel aus den 
Ecken des alten Dreiecks auf die Seiten des neuen in einem 
Bunte, 

‚(Bon jedem Ed A muß dabei der Perpendifel auf die Seite 
B,C, gefällt werden, von deren Eden feine mit A in 1 Strable 
von P liegt.) 

Nimmt man nämlid ganz allgemein an, eS jeien Pa, Pb, Pe, 
3 Strahlen, welche eine beliebige Gerade p in den Punkten a, b, cı 
jchneiden, die zu 3 Schnittpunften abe der 3 Dreiedsjeiten BC AC 
AB mit derjelben Geraden p eine Involution aa, .bb,.cc, bilden, 
wählt auf 2 diefer 3 Strahlen 3. ®. Pa, u. Pb, 2 beliebige feſte 
Bunfte A,B,, während man auf dem 3ten Strahl nämlich auf Pe, 
einen veränderlichen Puntt C, annimmt; zieht man nun, während 
C, fic) ändert von A u. B je nad 2 folden Punkten d, u. e 
von p, welde in der Snvolution aa,.bb, den Schnittpunften > 
und e der Geraden B,C, und A,C, zugeordnet find, Gerade, jo 
ichneiden dieje fic) in Punkten Py, welche ſämmtlich in einer Gera: 
ben liegen, die den Punkt C mit demjenigen Punkte von p ver 
bindet, der dem Schnittpunkt von A,B, in der obigen Snvolution 
gugeordnet ijt, Wan überzeugt fic) nämlich leicht, 1) daß Strab- 
lenbitfdel A|dı...]| m B [e&ı...), 2) dag beide Büjchel peripeft. 
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find, wie fid) ergiebt, wenn man C, mit c, zufammenfallen läßt, 
3) daß C auf ihrer perfpeft. Are liegt, wie fich ergiebt, wenn man 
C, mit P zufammenfallen läßt, 4) daß der Punt f,, welcher dem 
Schnittpunkt von A, By zugeordnet ijt, ebenfalls auf diejer Are 
liegt, wie fid) ergiebt, wenn man C, auf diejer Geraden annimmt. 

Hieraus folgt aber unmittelbar, daß für jedes C, das zu= 
gehörige P, ſtets die Lage hat, dak die 3 Strahlen P,A P,B P,C 
die Eigenfchaft haben, die p in 3 Punkten, d, e, fi, zu jchneiden, 
welche den Schnittpunften der Seiten des Dreied8 A,B,C, mit p 
in berjelben Involution aa,.bb,, wie fie oben fejtgefest, zugeorbnet 
find; oder umgefehrt, daß die Strahlen, welche von ABC nad 
den genannten 3 zugeordneten Punkten d, e,f, geben, ſich je in einem 
Punkte P, jchneiden. — 

Ruf. Es leuchtet ein, daß der obige Gag bloß einen bejon- 
deren Fall des foeben bewiejenen allgemeineren Gages darjtellt, den 
man folgender Magen ausjprechen fann: 

Werden die 3 Seiten eines Dreiecks ABC von einer Gera- 
den p in den 3 Punkten abe und die Seiten eines anderen Drei: 
ecks A,B,C, derjelben Ebene von p in den Punkten def gejchnit- 
ten, und hat nun das eine Dreie A,B,C, die Eigenſchaft, daß die 
Strahlen, welche von einem Punfte Py aus nach feinen 3 Eden 
gehen, die p in den 3 Punkten a,b;c, jchneiden, jo daß aa,.bb,. 
ec, eine Anvolution ift, jo kommt aud) dem andern Dreied ABC 
die Eigenjhaft zu, daß für einen leicht zu bejtimmten Punkt P die 
3 Strahlen PA PB PC die p in 3 Punkten d,e, fi jchneiden von 
ber Beichaffenheit, daß dd, .ee,. ff. eine Gnvolution ijt, und zwar 
gilt dabei immer noch das, daß aay. bb,.ccy. dd, .ee,.ffj. diejelbe 
Involution darftellen. 

199. Sind ABC und A,B,C, 2 perfpeft. Dreiede mit 
dem perfpeft. Centrum S und jchneidet eine Gerade p die 
3 Geiten des erften in den Punkten abc, fo jchneiben 
die 3 Strahlen Sa Sb Sc die entjprechenden Geraden des 
2ten Dreiecks ebenfalls in 3 Punkten einer Geraden p;. 

Ym Strahlenbüfchel S ift nämlih S [Aa.Bb.Cc] eine In— 
volution, alfo aud S [Aa,. Bb, . Ce, ]. 

Zuſ. Die Richtigkeit des Satzes ergiebt fic) ebenfalls einfach, 
wenn man ABC u. A,B,C, als entjprechende — 2er perſpekt. 
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ebener Gewebe betrachtet, p und p, find dann gleichfalls entipre: 
chende Gebilde. 

Aud) der Gab 50 ergiebt fic) als ein bejonderer Fall 
des allgemeinen Gages. 

Es ift nämlid um bei dem leßtgewählten Beifpiel in 50 
ftehen zu bleiben D[AA,.BB,.CC,] eine Snvolution, woraus der 
Sag folgt nad 194. 

200. Zieht man von den 3 Gefen eines Dreiefs ABC 
3Gerade abe, welde eine fefte Gerade p je unter demſelben 
Winkel fchneiden, als die Gegenfeiten des Dreiecks, ohne 
mit ihnen parallel zu fein, jo jchneiden fich diefe 3 Strab- 
len in 1 Buntte. 

Die Jnvolution ijt in diefem Falle auf der unendlich fernen 
Geraden und zwar find deren Ordnungselemente der unendlich ferne 
Punkt von p und der auf einer zu p fentredjten Richtung liegende 
Puntt. 

201, Zieht man durd die 8 Eden ABC des Dreiedis 3 
Gerade a,bye,, welche mit den entjprechenden 3 Strahlen abe in 
dem legten Gage 3 Paar Richtungen von gugeordneten Strahlen einer 
Involution bilden, die die 2 Drdnungselemente der vorigen zu zuge: 
orbneten Elementen hat, fo jchneiden dieſe die unendlich ferne Gerade 
offenbar in 3 Punkten, die mit den Schnittpunkten der 3 Gegen 
jeiten ebenfalls eine Involution bilden, und daher jchneiden fie fid 
aud) in 1 Punkte. Daher erhält man 3. B. den Sag: 

Daß die 3 Strahlen, welche in ben Eden ABC auf den 
Strahlen abe der Nr. 200 ſenkrecht ftehen, fich ebenfalls 
wie diefe Strahlen felbjt in 1 Punkte ſchneiden. 

Wählt man eine Gerade p, die die 3 Seiten eines Dreiects 
ABC in den Punkten abe fchneidet, und fucht man die Punkte 
bit, die von diefen durch die Eckpunkte des Dreiecks harmoniſch 
getrennt jind, jo jtellen ABC und a,b,c, 2 perjpeft. Dreiede dar, 
für welde (nad 64) p Are der perfpeft. Beziehung ift, 
jo daß die Seiten des Iſten und 2ten Dreieds durch diejelben 
Punkte von p gehen, zieht man daher von den Ecken a,b,c, Ge 
rade aya by 8 yy nad 3 folden Punkten a Ay von p, dak aa. be. cy 
eine Involution ijt, jo jchneiden fid) diefe Geraden in 1 Puntt: 

Bejondere Fälle hievon find die Sage: 
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202. Die 3 Perpendifel in den Mitten der 3 Seiten 
eines Dreiecks fchneiden fic) in 1 Punft. 

203. Zieht man durch die Mitten der 3 Dreiecksſeiten 
3 Gerade, die mit einer beliebigen Aten Geraden je denfel- 
ben Winkel bilden, wie die entjprechenden Dreiedsfeiten, fo 
ſchneiden fich diefe 3 Gerade in einem Punkte. 

204. Sucht man zu den Richtungen der 3 Seiten abe 
eines Dreiecks in jeder beliebigen Ordnung die 4te har: 
moniſche Richtung aybyc,, jo daß alfo aba,c ac,ba abch, 
die unendlich ferne Gerade in 3 harmonischen Würfen jchneiden 
und zieht durch die 3 Mitten a (von BC) b (von AC) und c 
(von AB) je 3 mit a,b,c, parallele Strahlen, fo fchneiden 
fi) von diefen 9 Geraden 4 Mal 3 in je 1 Punkt (I. Th. 
89. t.) 

PVetradhtet man ein 4 Eck oder vielmehr die 4 durch das- 
felbe beftimmten 3Ede und läßt dabei zugleich die involut. 
Beziehung der Geraden p für alle 4 Dreiede biejelbe 
fein, fo bilben die 6 Linien, die man bei Anwendung bes legten 
Verfahrens auf dieje 4 Dreiecke erhält, ein volljtändiges 4 Ee, 
wenn fie fic) nicht in 1 Punkte jchneiden. 

Hieraus erhält man als bejondere Fälle unter anderem fol- 
gende Sage: 

205. Zieht man durch die Mitten der 6 Seiten eines 
4 Ges je mit der Gegenjeite eine Parallellinie, jo jchneiden 
fid) diefe 6 Geraden in den 4 Punkten eines 4 Cds. 

206. Grridtet man in den 6 Mitten der 6 Seiten eines 
4 Ecks Perpendifel, jo bilden fie die 6 Seiten eines neuen 
4 Eds, das in einen Punkt übergeht, wenn das 4 Ed ein 
Kreis 4 Ed ift. 

207. Zieht man von den Mitten der 6 Seiten eines 
4 Es 6 Gerade von der Beichaffenheit, daß jede mit der 
entiprechenden 4 Ecksſeite die beiden Schenkel eines gleich 
ſchenkligen Dreiecks bildet, deffen Grundlinie eine feite Ge: 
rade in der Ebene des 4 Ecks ift, fo find diefe 6 Geraden 
die Seiten eines 4 Eds, 

Zu einer ganz ähnlichen Entwidlung gelangt man, wenn man 
wiederum die 6 Punkte auf den 6 Seiten eines 4Ecks in Betrachtung 
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zieht, bie von ben Schnittpunkten dieſer Seiten mit einer Geraden p 
burd) deffen Eden harmoniſch getrennt find, dabei aber nicht, wie joeben 
je 3 ſolche Punkte, welche auf den 3 Seiten eines der 4 3 Ede des 
4 Ecks liegen, als die Ecfpuntte eines zu eben diejem Dreied pers 
jpeft. Dreiecks betradtet, jondern vielmehr 3 ſolche Punkte zu Ed: 
punkten eines Dreiecks wählt, die auf den 3 durch ein Eck gehenden 
4 Ecksſeiten liegen. Diejes 3 Cel ift dann ftets dem Dreiec per- 
fpeft., welches von den 3 andern 4 Ecksſeiten gebildet wird, und 
zwar entjprechen je 2 Eden, die auf derjelben 4 Ecksſeite liegen, ein= 
ander, und die Are ber perfpeft. Beziehung beider Dreiede i ft 
wieder bie Gerade p. Hieraus ergeben ſich unter anderen ganz 
wie in 205 2. wieder folgende Gabe als bejondere Fälle. 

208. Fällt man von den Mitten der 6 Seiten eines 

4 Ecks Perpendifel auf die Gegenfeiten *), jo bilden diefel- 

ben die 6 Seiten eines 4 Eds; ift hiebei bas 4 Eck ein fol- 

des, um das fid) ein Kreis bejchreiben lagt, fo geben alle 
die 6 erwähnten Geraben durd einen Punkt, vergl. 
Nr. 212. 

209. Zieht man von den Mitten der 6 Seiten eines 

4 Eds 6 joldhe Gerade, daß jede derjelben mit der Gegen- 

jeite des 4Ecks die Schenkel eines gleichjchenfligen Dreiecks 

bildet, deffen Grundlinie eine fejte Gerade ijt, jo find dieje 

Geraden die 6 Seiten eines 4 Ecks. 

210. Sn 171 haben wir gejehen, daß die Pole einer Ge: 
raden p in Bezug auf alle einem 4 Ed umfchriebenen Kurven II 
in einer Kurve II liegen, die durch die 3 Eckpunkte des zum 4 Ed 
gehörigen Poldreiecks, jo wie durd) die 6 Punkte auf den 6 Seiten 
des 4 Ecks geht, die von der Geraden durch die Eden harmoniſch 
getrennt find; dabei hat fid) ergeben, daß die einfachite Art, die 
Punfte der Kurve zu finden, darin bejtand, dag man nad) den ein- 
zelnen Punkten P... von p von 2 Edpunkten des Polbreieds aus 
Gerade zog und diejenigen Geraden bejtimmte, die von diefen durd 
das zugehörige Paar Gegenjeiten des 4 Eds harmonifd getrennt 
find, ihr Schnittpunkt P, lieferte einen Punkt der fraglichen Kurve, 


*) D. b. die Gegenjeiten je zu benen, durch deren Mitte ber Perpen- 
bifel geben joll. 
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in dem ſich zugleich die ſämmtlichen Polaren von P ſchneiden. Es 
giebt nun nod) eine intereſſante weitere Art die einzelnen Kurven— 
punkte zu ermitteln, wie alsbald gezeigt werden ſoll. 

Es ſchneide Fig. 21 die Gerade p die beiden Seiten AC u. 
BD des 4Ecks ABCD in den beiden Punkten a u. 6. Sind nun 
a, auf der Geraden AC von a und ebenjo b, auf ber Geraden BD 
von b durd) die Edpunfte des 4 Ecks harmonisch getrennt, dagegen 
au. ay einerjeits b u. A, andrerfeits auf der Geraden p in Bezug 
auf irgend eine Kurve IT des Syſtems ABCD fonjugirt, jo ſchnei— 
den fid) a, 8, und b, a, in einem Punkte der Kurve II, die alle 
Pole von p in Bezug auf das Kurvenſyſtem ABCD enthält. 

Bezeichnet man namlid) mit M und N bie beiden Schnitt: 
punfte der Kurve und p und mit cb die Schnittpunfte von p und 
den beiden Gegenfeiten AD u. BC, fo ift MN.ab.ch eine Snvo- 
{ution und da MaNa, zz NbMB, als harmonifde Würfe, jo find 
aud) a, und A, ein Paar gugeordnete Punkte der legterwähnten 
Snvolution, alfo bei Wenderung der Kurve p (a...) wp 
(B,...), woraus folgt, dag a, 8, und bya, fic) in den Punkten 
einer Kurve I] jchneiden, zu deren Punkten auch der Schnittpunft 
von a, a und b, 8, gehören; daß aber dieje gujammenfallt mit der 
fragliden Kurve K,, die die Pole von p enthält, folgt daraus, 
daß b, A, die Polare von b, a, a, die Polare von a, aljo ihr 
Schnittpunkt, der auf der Kurve liegt, der Pol von p in Bezug 
auf die jeweilige Kurve darjtellt. 

Aus diefem Beweife ift zugleich folgendes erfidtlid): Bon einer 
Kurve zur andern ändern fic) von dem 4Eck a, a,b, A, die beiden 
Puntte a, B,, während a,b, und die Verbindungslinie a, A, d. 5. 
p fejt bleibt, die beiden Eden des zu diejen 4E&den gehörigen Pol- 
dreieds, die nicht auf p liegen, db. h. der Schnittpunft von a, a; 
und b,A,, fowie der Schnittpunkt von a, 8, und b, a, bilden ftets 
ein Paar Punkte der fraglihen Kurve Ky, die die Pole von p ent» 
Halt, und da ihre bewegliche Verbindungslinie die fefte Gerade a,b, 
in einem Punkte fdneiden muß, der von ber p durd) die feften 
Punkte a, u. b, harmonifch getrennt ift, jo geht diefe veränderliche 
Verbindungslinie ftets durch den Pol von p in Bezug auf K,, 

Diefer Sag führt zu verfdjiedenen befonderen Fallen: 

211. Zieht man von den Witten der 6 Seiten eines 
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einer Kurve IT K eingefchriebenen 4 Ecks ABCD nad dem Mit 
telpunfte O derjelben 6 Gerade und alsdann von eben den: 
jelben Mitten Parallellinien je zu derjenigen ber ebener 
wähnten 6 Geraden, die von ber Mitte der Gegenfeite nad 
O gezogen wurde, jo jchneiden fid) dieje neuen 6 Geraden 
in einem neuen Punkte O,, wobei bei enderung der 
Kurve K die Mitte von OO, ein fefter durch das 4 Ed 
ABCD bejtimmter Punkt ijt, nämlich der Schnittpunkt der 
3 Linien, die die 3 Mitten der 3 Paar Gegenfeiten ver- 
binden (vergl. 178), 


212. Zieht man von den Mitten der 6 Seiten eines 
einem Rreife eingejchriebenen 4 Ces Perpendifel auf die Ge: 
genjeiten, jo jchneiden fic) diefe in einem Punkte O,; dabei ift 
wiederum der Schnittpunkt der 3 Berbindungslinien der 
Mitten je 2er Gegenjeiten in der Mitte zwifchen bem er- 
wähnten Schnittpuntt O, und dem Mittelpunfte des 
Kreijes. 

213. Zieht man von den Mitten der 6 Seiten eines 
einer gleichjeitigen Hyperbel cingejdriebenen 4 Eds Gerabe, 
die mit einer der beiden Aſymptoten denſelben Winkel bil: 
den, wie je die Gegenfeite, fo ſchneiden fich diefe 6 Gerabe 
in einem Punkte O,, für welchen wieder in Bezug auf den 
Mittelpunkt der Huperbel bas in 212 angeführte gilt. 


Zuſ. Da a, B, in 210 zugeordnete Punkte desjenigen invo- 
tut, geraden Gebildes in p find, deffen zugeorbnete Punktenpaare 
je in 1 Kurve des Syftem$ ABCD ober in einem Paar Gegen 
feiten des 48 ABCD liegen, fo folgt daraus, daß aud) die Orbd- 
nungselemente diejer Snvolution in der fraglichen Kurve K, liegen 
müffen. Hieraus folgt unmittelbar unter anderem der befannte 
Sat von 183. 

214. Schneidet man bas Syftem aller durd 2 fefte 
Punkte AB gehenden Kurven II durch eine Gerade p und 
zieht von einem feiten Punkte M von AB aus je nad einem 
Paar Schhnittpunften einer ber Kurven 2 Gerade, jo be 
jtimmen diefe auf derjelben Kurve eine 2te Sehne, die burd 
einen feften Punkt von AB geht, 
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Es ijt diefes nämlich der dem Schnittpunft von p u. AB in 
der Ynvolution AB.MM jugeordnete Punkt nad 8, 

215. Hat man ein einem 4 Ed umfchriebenes Kurven: 
fojtem, ſchneidet dasjelbe durch eine Gerade p und zieht von 
einem feiten Punkte P aus je nad den beiden Schnittpunt: 
ten von p und einer Kurve des Syitems ein Paar Gerade, 
jo bejtimmen bdiefe auf derjelben Kurve eine neue Chorbe 
pı von der Beichaffenheit, dak für alle Kurven des Sy- 
ſtems p, durch einen feften Punkt P, geht. 

Sit P, der Punkt, welder nad) Nr. 171 im Bezug auf alle 
Kurven des Syftems dem Punkte P fonjugirt ift, und zieht 
man die Gerade PP,, fo mug, da für jede Kurve p u. py ein 
Paar Gegenfeiten eines eingejchriebenen 4 Ecks darjtellen, von 
dem ein Paar Gegenfeiten fic) in P jchneiden in der Involution 
die auf PP, durch die einzelnen Kurven und die fo eben erwähn- 
ten verjchiedenen 4 Ede entjteht, ftets P u. P, die Ordnungsele— 
mente darftellen, und daher müffen alle verjchiedenen p, diefe Ge- 
rade PP, in einem Punkt P, jchneiden, der vom Schnittpunkt von p 
durch P und P, harmonisch getrennt ift, woraus die Richtigkeit 
folgt. 

Da P u. Py nad Ya. auch durd je ein Paar Gegen: 
feiten des vollftändigen 4Ecks ABCD harmonifch getrennt find, fo 
gilt diefer hier beiprochene Sat aud nod), wenn man am bie 
Stelle einer Kurve des Syſtems irgend ein Paar Gegenfeiten die: 
je 4&d8 febt; denn zieht man nad den Schnittpunften von p 
mit 2 Gegenfeiten von P aus 2 Gerade, jo bejtimmen beren 
neue Schnittpunfte mit denjelben 2 Geraden eine Gerade p,, von 
der ebenjo wie joeben bewiefen wird, daß fie durch den Punkt von 
PP, geben miiffe, der vom Schnittpunfte von p durch P und P, 
harmonisch getrennt ift. Diejer Sat (apt fic) fo ausjprechen: 

216. Zieht man von einem Punkte P aus je nad den 
2 Sdnittpuntten einer Geraden p mit einem Paar Gegen- 
feiten eines vollftändigen 4Ecks 2 neue Gerade, fo erhält 
man der Art 2 einfache 4Ede, deren 3 von p verfdiedene 
Diagonalen ſich in 1 Punkte jchneiden. 

Ruf. Fällt P mit einem Ec M des zum 4Eck ABCD ge 
börigen Poldreieds zujammen, fo muß für jede Kurve p, von p 
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burd das Ed M und die Gegenfeite des Poldreiecks harmoniſch 
getrennt fein, d. h. pı muß für alle Kurven diejelbe Gerade jein; 
hieraus ergiebt fid) der Sag Nr. 48 als bejonderer Fall, wenn 
man wieder ein Paar Gegenjeiten des 4 Eds ftatt einer Kurve 
wählt. — Reciprof zu 215 ijt: 

217. Zieht man von einem Punkte P aus an alle Kurven, die 
demfelben 4Seit abed eingefchrieben find, Tangentenpaare, und zieht 
von den Schnittpunftenpaaren berjelben mit einer feiten Geraden p 
nod je ein Paar Cangenten je an diejelbe Kurve, jo liegen deren 
Schnittpunfte auf einer feften Geraden pꝛ. Sind hiebei p u. p; 
in Bezug auf alle Kurven des Syſtems einander fonjugirt, jo ijt 
P u. py durd p u. p, harmoniſch getrennt. 

218. Schneidet man alle Kurven II eines 4 punftigen 
Kurvenfyftems ABCD burd 2 Gerade ab, welche durch 2 
der 4 Punfte A u. B d.h. die eine a durd den Punkt A 
und bie andere b durch den Punt B geben, fo gehen alle in 
ihnen durd) die Schnittpunfte von ab bejtimmten Chorden 
durch einen fejten Bunft von CD. 

Gs genügt den Beweis für 2 Kurven KK, des Syftems 
geführt zu haben. i 

Sind Fig. 22 aa, die Schnittpunfte von a mit KK, und 
bb, die Schnittpunfte von b mit KK, und fchneidet die ab die CD 
in S, fo ziehe man a, S, welche die K, nod in by die AB in dem 
Punkte S, und die K in cc, fchneide; alsdann ift wegen des ge 
meinjamen 4Ecks ABCD von KK, ajba.cc,.SS, eine Snvolution, 
ebenfo wegen des 4 Ecks ABab cc,. SS, .. ab, eine Jnvolution, 
wenn b, den Punkt bedeutet, in bem die Gerade b von a,S ge 
jchnitten wird, hieraus folgt, daß b, u. b, und jomit aud) b, iden: 
tijd) fein müfjen, w. 3. b. w. 

Zu. 1. Ein anderer Beweis diejes Sages ergiebt fic alfo: 

Denkt man fid) a fejt b verandcrlid), fo find aud bu. b, 
veränberlich, aber immer ijt Strahlenbijdel a (b..) m a, (b,...), 
weil beide perfpeft. zum Büjchel B (b...) oder B (b,...); außer: 
bem ergiebt jich unmittelbar, daß fie auch perfpeft. find, und dag 
CD als Are der perjpeft. Beziehung erjcheint, woraus der Sag 
folgt. 
3Zuſ. 2. Betrachtet man die beiden Geraden ab als eine 
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Kurve II die durch die beiden Punkte AB geht, jo ift offenbar der 
Sat 218 bloß ein befonderer Fall des Sates 142. 

Zul. 3. Nod) möge des Rujammenhangs mit der nadfol- 
genden Nr. wegen ein Ster Beweis diejes Sages 218 hier folgen: 

Stellen wir durch EF Jig. 23 die Reprajentanten der 
beiden Schnittpunfte von a u, b mit irgend einer beliebigen Kurve 
des Syſtems dar, fo dag alfo EF an die Stelle von ab ober a,b, 
der Fig. 22 tritt, jo ift immer AECDFB ein der Kurve einge 
jchriebenes 6 Ed, jo dab aljo die Verbindungslinie der Schnitt: 
punfte von AE (oder a) u. DF, BF (oder b) u. CE durch den 
Schnittpunkt von AB u. CD geht. Bei veränderliher Kurve ijt _ 
daher bod) ftets Strablenbiifdel D (F...) wm C(E..) alfo aud a 
(E...) ab(F...) und es ift alsbald zu erjehen, daß beide zugleich 
perjpeft. find, und daß das perfpeft. Centrum anf CD Liegen mug, 
da in diefer Geraden fowohl 2 entſprechende Strahlen der Büjchel 
D (F...) u. C (E...) al aud 2 entfprechende Punkte von 
a(E...) u. b(F...) enthalten find. Will man das perfpeft. Cen- 
trum felbjt fuchen, fo wähle man diejenige Kurve IL, welche durd 
den Schnittpunft M von ab jelbit geht, jude die Tangente in M, 
indem man ABCDM als ein 6 Ef, von weldem 2 Punkte in 
M unendlich nahe zufammengerüct find, betrachtet, und man findet 
alsbald, daß die beiden Schnittpunfte von a u. BC und von b u. 
AD mit diejem Gentrum auf CD in 1 Geraden liegen. 

Buf. 4. Der obige Sak 218 gilt nod) ungedndert, wenn man 
aud eine Kurve des Syftems durch ein Paar Gerade alfo ent: 
weber burh AC u. BD over durch AD u. BC vertreten Täßt, d. h. 
mit andern Worten: 

Sedes diefer Paare von Gegenfeiten des 4Ecks ABCD wird 
von a u. b in 2 neuen Punkten gejchnitten, deren Verbindungslinie 
ebenfalls durch den im Sat bezeichneten Sehnen-Schnittpunft geht. 

Die obigen Beweife erleiden nämlich faft feine Aenderung. 

219. Iſt wieder ein Syftem von Kurven gegeben, das 
burd 4 Punkte ABCD*) geht, und legt man durd 1 die 


*) Gs fei bier ein für alle Male nod einmal darauf aufmerkſam ge: 
madt, daß ftets hiebei 2 ober mehrere ber 4 Punkte einander unendlid 
nabe rüden fonnen. 
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fer Punkte A 2 Gerade mn, jo beftimmen biefe in jeder 
Kurve eine Sehne, und diefe jo erhaltenen Sehnen berühren 
eine Kurve II K, welde nicht nur m u. n, fondern aud 
die 3 Seiten bes Dreies BCD zu Tangenten hat. 


Behalten wir ganz die Bezeihnung und bas Verfahren bei 


der Beweisführung in 218 Zuf.3 bei, jo ergiebt ſich aus dem ein: 


gejchriebenen 6 Ef BFAECDB Fig. 24, daß BF und CE fi bei 
veränderlicher Kurve d. h. bei veränderlihem E u. F doch immer 
in 1 Punfte der durd die beiden unveränderliden Schnittpunfte 
mn, von m u, BD und von n u. CD beftimmten Geraben fchnei: 
den miifjen, woraus folgt, daß Strahlenbüfchel C(E...) x B(F...) 
und aljo aud) gerabes Gebilde m (E...) m n(F...) dabei Tiegen 
in jeder Seite des Dreiecks BCD ein Paar entfpredende Punkte von 
m u.n. Denn BC ift ein entfprechend gemeinfamer Strahl der projeft. 
d. 5. perfpeft. Bifdel B(F...) w C(E...) und die Strahlen CD 
und BD ſchneiden entfpredhend die Geraben eye in den Punt 
ten ny u. m der perfpeft. Are; hieraus folgt der Sak nad 3a. 


Buf. 1. Sn dem zulett befprodenen Falle, wo E u. F in 
eine Seite des Dreieds BCD zu liegen fommen (ng mm,, nı, 
oder ppi), geht die fraglide Kurve in das Syſtem 2er Geraber über. 


Ruj. 2. Hinfichtlicd eines andern Beweifes diejes Gages 219 
jf. 1. Th. 158. 

220. Zieht man von 2 Punkten MN einer Tangente a 
an alle Kurven des Kurvenſyſtems, das die 4 Geraden abed 
berührt, je noch ein Paar Tangenten, fo liegen die Schnitt- 
puntte diefer Tangentenpaare auf einer neuen Kurve II K, 
welche nicht bloß durch M u. N, fondern aud durch die 
3 Edpunfte des Dreiecks bed geht. 

221. Beſondere Fälle von 219 unb 220 find: 

Alle Kreiſe, welche durch diefelben 2 Punfte AB geben, 
werden von 2 Geraden mn bie durch den Punft A geben in 
jolhen Punkten gefdnitten, daß die dadurd) bejtimmten 
Sehnen alle diejelbe Parabel berühren, deren Brennpuntt 
B iſt. 

222. Liegen die 6 Ecken 2er Dreiecke auf einer Kurve IL 
fo berühren die 6 Seiten derjelben ebenfalls eine Sturve L. 
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G8 ift diefes naͤmlich ftrenge genommen ber Sat 219 in an- 
derer Form ausgejprochen, wobei BCD bas eine und AEF bas 
andere Dreieck darſtellt. Es werden nämlich nad) diejem Sate 
die m u. n vom einer Kurve II berührt, die auch die 3 Seiten 
bed Dreiecks BCD und die Sehne EF zu Tangenten hat. 

223. Jedes Ed eines Kreisviereds tann als Brennpunkt 
einer Parabel betrachtet werden, die bie 3 Seiten des durch 
die übrigen Ecken beftimmten Dreiecks berührt, vergl. 221. 
Hier find E u. F von 219 die Normalpunfte. 

224, Die Brennpunkte aller einem Dreiede eingejchrie- 
benen Parabeln Liegen auf dem dem Dreiect umfchriebenen 
Kreife, 

Die Tangente a von 220 ift nämlich in diefem beſonderen 
Falle die unendlich ferne Gerade und die Punkte Mu. N bie Nor: 
malpuntte. 

Betradtet man ein 4 Seit, jo fann man um jebes feiner 
4 Dreiece einen Kreis bejchreiben, der alsbann geometrifcher Ort 
für die Brennpunkte der dem fraglichen Dreieck eingefchriebenen 
Parabeln ijt; da aber unter jedem biefer 4 Syfteme von Parabeln 
bie einzige bem 4 Seit felbft einzufchreibende Parabel mit inbe- 
griffen ift, ſo folgt hieraus in Verbindung mit 223 der Sat 191: 

225. Zieht man um die 4 Dreiecte eined 4 Seits die 
4 möglichen Kreife, fo jchneiden fic dieje in 1 Puntte, 
der Brennpunkt der dem 4 Seit eingejchriebenen Parabel ift. 
An den Sab 219 oder 220 (wir wählen der Anfchaulichkeit 

der Fig. wegen ben leßten ber beiden reciprof verwandten Sige) 
ſchließt fid) unmittelbar folgender Gab an: 

Sit Fig, 25 @ ein Punkt der Kurve K, aljo «Mu. «N ein Paar 
Tangenten einer Kurve K, des Kurvenfyftems abed, fchneiden fer: 
ner die 3 feften Tangenten bed die fejte Tangente a in den Puntten 
bicidi, dagegen irgend eine 5te Tangente e von K, im den Punkten 
bed, fo ijt offenbar Strahlenbüjhel a [MN 6,c,d,] = @ [MN bed] 
injoferne ja nad) 3a. MN a,6,c, w mnabc, wenn mu. n die 
Sahnittpuntte der Tangenten aM u. aN mit der Tangente e find. 

Hieraus folgt nun unmittelbar folgender Gat: 

226. Bezeichnet man unter Vorausfegung des Sakes und 
der Bezeichnung von 220 die Schnittpunkte der Tangente a 
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auf der MN liegen, mit den 3 andern feften Tangenten bed 
durch bed wählt einen beliebigen Punkt & der Kurve K, 
und bezieht nun den Strahlenbüfchel a projekt. auf das ge 
rade Gebilde MN bed, fo dah die den Punkten M u. N 
entjprechenden Strahlen durch fie jelbjt gehen, jo liegen ftets 
die Schnittpunfte der den Punkten bed entipredenden Strab- 
len entjprechenb mit den Geraden bed in einer Tangente 
derjenigen Kurve bes Syſtems abed, welche aud) die Gera- 
den aM u. aN berührt. 

Ruf. Diejem Sab fann man eine einfachere Faſſung geben, 
wenn man die Vorausjeßung fo zu fagen ganz auf die Kurve K, 
die Behauptung alsdann auf die Kurve K, des urfpriinglicen 
Kurvenfyftems bezieht, wo er dann alfo lautet: 

Schneidet eine beliebige Gerade a die 3Seiten bed eines 
in eine Kurve K eingefchriebenen Dreieds in den Punkten 
bed und bezieht man einen Strahlenbüfchel, defjen Mittel 
punkt a ebenfalls auf K liegt, projekt. auf das gerade Ge 
bilde a (bcd...) der Art, dak die Schnittpunfte a K beide 
in ben ihnen entjprechenden Strahlen von & liegen, fo 
jchneiden die den Punkten bed entjprechenden Strahlen bie 
bed in 3 Puntten einer Geraden p, wobei abcd p fowie 
bie beiden von @ nad) den Schnittpunften a K gehenden 
Strahlen Tangenten 1 Kurve II find. 

Der reciprofe Sak lautet: 

227. Bezeichnet man unter Beibehaltung der Bezeichnung 
von 219 die 3 Geraden, die von A nad BCD geben, durd 
bed, wählt eine Tangente & der Kurve K und bezieht nun 
das gerade Gebilde a jo projekt. auf den Strahlenbüjchel A, 
daß die beiden Strahlen mn von A durd) die ihnen entipre- 
chenden Punkte von a gehen, jo geben jtets die den Strah— 
len bed entfpredenden Punkte entjprechend mit BCD ver- 
bunden 3 Gerade, die fic) in einem Punkte derjenigen Kurve 
des Syſtems ABCD jchneiden, zu deren Punftelementen 
aud) die Schnittpunfte von m u. n mit @ gehören. 

Zuſ. Aud diefem Sage läßt fic) wie dem 226 eine be: 
quemere Form geben, in welcher Faffung er dann lautet: Zieht 
man von einem beliebigen Punkte A nad den 3 Eden BCD 
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eines einer Kurve II K umfchriebenen Dreieds 3 Strahlen 
bed und bezieht man ein gerades Gebilde a, deffen Träger dies 
jelbe Kurve K berührt, projekt. auf diefen Büfchel jo, daß die 
beiden Tangenten von A an K durch die beiden ihnen ent: 
fprechenden Punkte gehen, fo geben die den Strahlen bed 
entipredenden Punkte von @ entjprechend mit BCD verbun- 
den Gerabe, die in einem Punkte P fi jchneiden, wobei 
ABCDP und bie beiben Schnittpunfte der von A an K 
gezogenen Tangenten mit @ in 1 Kurve II liegen. 
Bejondere Fälle hievon find: 

228. Zieht man von einem beliebigen Punkte a eines einem 
Dreieck umjchriebenen Kreiſes nad) den 3 Seiten diejes ein- 
geichriebenen Dreiecks unter gleidem Winkel Gerade, fo lie 
gen deren 3 Schnittpunfte mit den betreffenden Seiten in 
einer Geraden, welche Tangente einer dem Dreiecf einge 
jchriebenen ‘Parabel ift, die a zum Brennpunft hat. 

Das M u. N von 226 find hier die Normalpunfte der un: 
endlich fernen Tangente; denn von dem Strablenbiijdel a geben 
bei diejer Wahl der entipredenden Strahlenpaare nad 16 wirklich 
die Hauptitrablen durch ihre entjprechenden Puntte. 

Auf. Es lafjen fic) von @ nad den 3 Seiten des Dreiedis 
6 Gerade unter demfelben Winkel legen; da aber die 3 Strahlen, welche 
von a ausgehen im vorigen Gage auf der unendlich fernen Gera- 
den ein gerades Gebilde erzeugen müfjen, das fongruent dem durch 
die 3 Schnittpunkte der 3 DreiedSfeiten ift und ihm gleichläufig, 
jo kann über die Wahl der jedesmal zufammengehörigen jener 
6 Geraden fein Zweifel fein. 

Beniigt man nod 225, jo erhält man: 

229. Zieht man von dem Schnittpunfte der 4 Kreife, 
die fih um die 4 Dreiecke eines einfachen 4 Seits oder 4 Eds 
beichreiben lafjen, Gerade unter gleihen Winkeln an die 
4 Seiten, jo liegen deren Schnittpunkte mit den entjprechen- 
ben Seiten in 1 Geraden, weldje die dem 4 Seit einges 
fchriebene Parabel berührt, und deren Brennpunft  diefer 
Schnittpunkt ift. 

230. Zieht man von dem Brennpunft einer Parabel 
nad allen Tangenten berjelben Gerade unter demjelben 
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Winkel, fo liegen deren Schnittpunkte auf einer neuen Tan⸗ 

gente derjelben. 

231. Gchneidet eine Gerade p bie 3 Seiten eines einer 

Kurve II K umjdriebenen Dreieds ABC in den Punkten 

abe und find ihnen in p bie Punkte a,b,c, fonjugirt, fo 
ſchneiden die Strahlen die von einem Punkte « von K nad 
ab ce, gehen, die Seiten abe bes Dreies in 3 Puntten einer 

Tangente einer Kurve II, bie aud) ‘abc p, fowie bie von a 

nad) den Schnittpunkten p K gehenden Geraben berühren. 

Hieher würde der ſchon in 228 enthaltene Gag als bejonde- 
ver Fall gehören:, Zieht man von einem Punkte @ eines einem 
Dreieck umjchriebenen Kreiſes Perpendifel auf die Dreiedsfeiten, fo 
liegen deren Fußpunkte in der (Scyeitel) Tangente ber dem Dreied 
eingejchriebenen Parabel, für die a Brermpunft ijt. 

232. Betrachtet man in dem lebten Gage ein einer Kurve II 
K eingejdriebenes 4 Ed ABCD, fo fann man jedes Ed als den 
Punkt betrachten, von dem bie Geraben ausgehen, welche die 3 Sei- 
ten des burd) bie übrigen 3 Eckpunkte gebildeten Dreiecks ſchneiden. 
Und es gelten nun in Bezug auf bie 12 Schnittpunfte der auf 
diefe Weiſe erhaltenen 12 ſchneidenden Geraden folgende Gage: 

1) Se 2 der 4 Eden bes 4 Ecks ABCD 3. B. AC liegt 
mit den der 12 erwähnten Schnittpunfte auf einer Kurve II K, 
welche auc) durch die Schnittpunfte p K gebt, und dabei ift diefe 
Seite AC und p in Bezug auf K einander fonjugirt. 

2) Die fragliden 12 Schnittpunfte liegen zu je 3 auf 4 
Geraden Imno nad 231, und bieje 4 Geraden fdneiden 
jid in 1 Punfte S. 

3) 4 Mal je 3 diefer 12 Schnittpunfte Liegen mit dem Puntt 
S in einer Kurve Ki, die durd) die Schnittpunfte p K geht. 

Betrachtet man nämlich Fig. 26, welche bloß eine Kurve K 
und eine Kurve K, gezeichnet enthält, 3. B. A und C als Mittel: 
punkte 2er Strahlenbüjchel, fo ftellen offenbar AD u. CM,; CB 
u. AL,; AB u. CM,; CD u. AL, 4 Paare entfprechender Strab: 
len 2er projeft. Büfchel dar, für welche die nad) den beiden Schnitt: 
punkten pK gehenden Strahlen ebenfalls entjprechende Strahlen find. 
Es liegen aljo L,M,L,M, auf einer der Kurven II K von 1) ebenio 
M,0,M,0, und N,0,N,0; und L,N;L,N; umd M;N;M;N; und 
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L,0;L,0,. Und da jedes dieſer entſprechenden Strahlenpaare bie 
p in fonjugirten Punkten ſchneidet, d. h. in Punkten ſchneidet, die 
durch pK oder pK harmonisch getrennt find, fo folgt, daß jede 
Seite wie AC der p in Bezug auf K fonjugirt ift nad 79. 
Daß ferner Mal je 3 der 12 Schnittpuntte in 4 Geraben Imno 
liegen, folgt aus 231; denkt man fid) aber hiebet D veränderlich 
der Art, daß es die K durchläuft, ABC dagegen feft, jo drehen ſich 
Imn der Art um die feiten Punfte LAM>N,, daß die dadurch ent- 
ftebenden Strahlenbüfchel unter fic) projekt. find, weil fie ed jind mit 
den Strahlenbüfcheln A(D...) oder B(D...) oder C (D...), wie 
dieje8 für den einen diefer Büjchel Ly folgende Betrachtung als: 
bald darthut: Betrachtet man das veranderlide Dreieck BCD, jo 
ſchneiden jih A (Lg...) und BD als entipredende Strahlen 2er 
projekt, nicht perfp. Büchel in einer Kurve II, welche aud) durd 
L, gebt, da, wenn D nad C gelangt, die AL, der entfprechende 
Strahl wird, woraus denn ber Sag folgt, daß L, (Ls...) m 
B(D...). 

Betrachtet man nun aber diejenige Kurve, welde 2 der Art 
projeft. Strahlenbüjchel, wie L, (L;...) x Mo(Mg...) (oder N; (No...) ) 
erzeugen, jo überzeugt man fid) alsbald, daß die Kurven II, 
welde je 2 diejer 3 Büfchel erzeugen, identifd find. 
Denn für je 2 derjelben 3. B. Ly (Ly...) = Me (My...) liegen 
nicht nur die beiden Schnittpuntte p K und bie beiden Centra L, 
u. M, auf der fraglichen Kurve Il, fondern aud der Punt 
N;. Diefes legtere, was allein eines Nachweijes bedarf, folgt un- 
mittelbar daraus, wenn man D in den Schnittpunft D, von BN; mit 
K rüdt, und nun die Dreiede ABD, und BCD, betrachtet, als- 
dann tritt N, an bie Stelle bes M, ober auch an die Stelle von 
Ls, d. 6. LAN, und M;N, find entjprechende Strahlen ber erwähn- 
ten projekt, Büjchel L, und M, wm. 3. b. w. Es jchneiden ſich ba= 
her in jedem Punkte der Kurve MK, welche durch L,M.N, gebt, bei 
veränderlihem D 3 ber 4 Geraden Imno in 1 Punkte, und da 
dieſes ebenjo gilt für je 3 andere diejer 4 Geraden, wenn man ein 
anderes Erf veränderlich und aljo ein anderes der 4 Dreiecke des 
4 Ecks feit annimmt, fo müflen fich alle 4 Gerade immer in 
1 Punkte S jchneiden, in dem fid) ſelbſtverſtaͤndlich andy die 4 
Kurven K, ſchneiden. 
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Gin befonderer Fall diefes allgemeinen Gages lautet: 

233. Sit ABCD Fig. 27 ein Kreis4Ed und fällt man 
von jedem der 4 Eden je auf die 3 Seiten des durd die 
übrigen Eden gebildeten 3 Ecks Perpendifel, jo Liegen jedes: 
mal die 3 Fuppunfte derjelben in einer Geraden, diefe jo 
erhaltenen 4 Geraden Imno jchneiden fid in einem Puntte 3. 
Außerdem liegen 6Mal je 4 von den 12 Fuppuntten in je 
einem Kreiſe Kudeſſen Durchmefier eine der 6 Seiten des 
Kreis 4 Es ijt; und ebenjo liegen 4Mal je 3 der 12 Fuß— 
punfte mit dem Punkte S in je einem Kreife K,, und zwar 
ergiebt fid) aus dem obigen allgemeinen Beweije alsbald, 
daß die 3 Fußpunkte, welche je mit S in einem Kreije liegen, 
gerade immer die Fuppuntte der 3 Höhen eines der 4 Dreis 
ecke des 4 Ecks find, jo dak aljo diefe 4 Kreife KR, auch je 
burd) die Mitten der 3 Seiten eines diefer 4Dreiede geben 
nach 183. 

Zuſ. Hinfichtlic der Lage diefer 12 Fußpunkte von 233 
gilt nod) folgender merkwürdige Sag: die 12 Fußpunkte 
liegen zu je 4 in 3 Rveijen, deren Mittelpunft S ijt. 

Betrachtet man nämlich die 6 Kreife K und die 4 Kreiſe K, 
von 233, fo ift alsbald zu erfeben, daß für jeden der Rreife RK; 
und je 2 der 3 Jußpunfte, die in ihm liegen, e8 gerade immer einen 
der obigen Kreiſe K giebt, der diejelben 2 Fußpunfte enthält, 3. B. 
für das der obigen Betradtung in 232 zu Grunde gelegte fefte Dreied 
ABO liegt L,M, in dem Kreije K, dejjen Durchmeffer AC, L,N; in dem 
Kreife K, deffen Durchmeſſer AB, und M,N, in dem reife K, 
defjen Durchmefjer BC ijt. Betrachte man nun aber ein folded 
Paar Kreije, das 2 foldhe Fußpunkte gemein hat, aljo 3. B. von 
den K den Kreis L,M,I,M, und von ben RK, den Kreis L,SM;N;,, 
jo geht der 2te durch den Mittelpunft des liten, wie ſchon oben 
bemerft, und 2 foldje Streife haben immer die Cigenfdaft, dak, 
wenn man von den beiden Schnittpunften derfelben 2 Gerade zieht, 
bie fic) auf dem 2ten Kreije jchneiden, jebe der beiden im ten der 
Art erhaltenen Sehnen glei ift dem Stüd der andern Sehne, 
das zwijchen den beiben Sreislinien eingejchlofjen ijt, d. b. für 
unjre Fig. ift SM, = SL, und SL, = SM,, benft man fid 
nämlich Fig. 28 einen Punt S den Bogen L,M, durdlaufend, jo 
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iſt ſtets — L,SM, konſtant derſelbe, ebenſo aber auch iſt 
ber Winkel L,M,M, fonftant derſelbe, daher iſt auch Winkel 
SL,M, immer fonjtant derjelbe, betrachtet man aber die Lage von 
S, bei welder es im Mittelpunft des lften Kreifes K, fo erjieht 
man, bay SL,M, ftet8 ein gleichſchenkliges Dreieck darftellt w. 
3. b. w. 

Auf diefelbe Weife findet man nun, wenn man hinficdtlid 
der Fuppuntte L, und My eine andere Wahl trifft, daß SL, — 
SM, = SN, = SO, ebenjfo SL, = SM, = SN, — SO, und 
enblich SL; = SM; = SN; = SO; (f. Fig. 29). 

Buf. 1. 8 ift nod 183 der Mittelpunkt der gleichjeitigen 
Hyperbel, die fid) dem Kreis4Eck umfchreiben läßt; aber auch alfo 
Lagt fich die geometrijche Bedeutung von S dharakterifiren nad) 228: 
die 4 Scheiteltangenten derjenigen 4 Parabeln, welche den 4 Drei- 
ecfen eines Kreis4Ecks jich einjdreiben laſſen, während jeder 4te 
Eckpunkt den Brennpunkt der fraglichen Parabel darftellt, fchneiben 
fid in 1 Punfte S und es ftehen die Schnittpunfte der jedesmali- 
gen 3 Seiten des der Parabel umjchriebenen Dreieds von S auf 
der einen Scheiteltangente in beftimmter Ordnung genau ebenfo- 
weit ab al8 auf der anbdern. 

234. Schneidendie 3 Seiten abe eines einer Kurve II K ein 
gefdriebenen Dreiecks eine Gerade p inden Punkten abe, zieht man 
ferner von einem 2ten Punfte a, von K nad abe Gerade, und 
nad) den neuen Schnittpunften diejer 3 Geraden mit K von einem 
5ten Punfte a von K 3 Strahlen, fo fchneiden dieſe entfprechend 
die abe in 3 Punkten einer Geraden, welche Tangente einer Kurve 
ijt, die die Geraden abe p und die von @ nad) den Schnittpunften 
p K gehenden Strahlen berührt. 

Rum Schlufje diefer verjchiedenen Anwendungen fei nur nod 
ein bejonderer Fall von 227 angeführt, der vor Allen deutlich er: 
fennen läßt, wie mit Hilfe der neueren Geometrie die jcheinbar dis- 
parateften Gage unter einem Gefichtspunfte vereinigt, d. h. zujam- 
mengehörig, erjcheinen. 

Läht man namlid) in 227 Auf. A den Brennpunft der Pa- 
rabel K fein und @ ins Unendliche rüden, jo erhält man: 

225. Zieht man von dem Brennpuntt A einer Parabel 
nad) den 3 Eden BCD eines der Parabel umjchriebenen 
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Dreiecks Gerade, und von denfelben 3 Eden BCD 3 neue 
Gerade, fo daß jedes durd) 1 Ed gehende Paar den: 
felben Winkel bildet als die beiden andern Paare, (hinſicht⸗ 
lid) der in jedem Ed möglichen neuen Geraden gilt genau 
und genau aus bemjelben Grunde wieder das in 228 Zu. 
ſchon erwähnte), fo fchneiden fic) dieje neuen 3 Geraden in 
einem Sreife, der aud durch ABCD geht. 

Diefer Say läßt ſich füglich in folgende Sage zerlegen, bie 
zugleidy in ihm enthalten find; 

1) Seder Kreis, der ſelbſt einem einer Parabel umjchriebe: 
nen Dreiecke umfchrieben it, geht durch deren Brennpuntt 
vergl, 224. 

2) Alle Winkel in einem Kreisbogen, die auf einer Sehne 
ftehen, find gleich groß. - 

Bei der Fafjung der beiden Hauptſätze (219 u. 220) worauf 
diefe Entwidlungen bisher fic) geftitgt haben, waren die beiden Ge 
raden mn als feft betrachtet und die Kurven des Rurvenfyftems 
veränberlih, man fann nun aber die Geraden ſich veränderlicy den- 
fen und irgend eine Kurve des Syftems als fejt der Betrachtung 
unterwerfen, dadurd erhält man nad) dem oben ſchon geführten Bes 
weife unmittelbar folgende Gage: 

236. Zieht man durch einen Punkt A, der mit den 3 
Eckpunkten BCD eines Dreieds die 4 Eden eines 4 Eds 
bildet, alle möglichen Geraden und judt auf jedem berjelben 
einen Punkt von der Bejchaffenheit, dak ermit den 3 Schnitt: 
punkten der Dreiecjeiten in bejtimmter Ordnung einen Wurf 
von gegebenem Werth bildet, fo liegen alle diefe Punkte auf 
einer durch ABCD gehenden Kurve II. 


237. Gudt man zu allen Punften einer Geraben a, 
welche mit den 3 Seiten bed des Dreiedd ABC ein 4 Seit 
bildet, je einen Strahl von der Bejdhaffenheit, daß er mit 
den 3 nad) BCD gezogenen Strahlen in bejtimmter Ord- 
nung genommen, einen Wurf von gegebenem Werthe Liefert, 
jo liegen dieje Strahlen alle in einem Strahlenbüſchel IL, 
zu deſſen Elemente auch die Strahlen abed gehören. 
Bejondere Fälle ergeben fic) unter andern folgende: 
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Läßt man eine Seite ins Unendliche rücken und zugleich den 
Wurf einen harmoniſchen ſein, ſo erhält man: 

238, Sucht man auf allen Strahlen eines Punktes A 
die Mitten der endlichen Strecfen, die von 2 andern Gera: 
den auf diejen Strahlen abgefdnitten werden, jo liegen fie 
auf einer Hyperbel, die durch A und det Schnittpunkt M 
der beiden Geraden geht, und deren Afymptoten parallel die: 
fen Geraden find. 

Zuſ. Nod) läßt fid) Betreff des Mittelpunkts diejer Hye 
perbel leicht erkennen, dag diejelbe nothwendig auf der Ge 
raben MA liegen miifje, wie nachfolgender allgemeine Ga 
erkennen läßt. i 

239 Sind abc Fig. 30 die Schnittpunfte einer Geraden p 
mit den 3 Seiten eines einer Kurve IL K eingejchriebenen 
Dreied8 ABC aa, die beiden Schnittpunfte mit K und ift 
dabei aba ein barmonifder Wurf, jo muß die Gerade, die 
man von a, nad) dem Pol der Seite zieht, anf der a liegt, 
ſtets durd) das Gegenedd A des Dreiecks gehen. 

Dreht fich nämlich; die Gerade p um ay, jo bleibt dod immer 
ber Wurf, welder durch die Schnittpunkte mit den 3 Seiten und 
dem Zten von a, verjchiedenen Schnittpunft p K gebildet wird, ein har- 
monijcher eben nad) 2384. Zieht maw aber nad dem Pole von 
BC einen Strahl, jo wifjen wir, dak alsdann die beiden Sehnitt- 
punkte ber Kurve durch die beiden übrigen Seiten AB und AC 
harmoniſch getrennt jein müfjen, wobdurd) man nothwendig auf einen 
Widerſpruch geführt fein würde, wenn nicht eben diefer Strahl gu- 
gleich das Gegeneef von BC enthielte, in welchem Falle in diefem Eck 
A 3 ber 4 Punkte des harmonijden Wurfes in E zufammenfallen. 

An diejen Gab 236 jchließt jicdy unmittelbar folgender Gab an: 

240. Sudt man auf den Strahlen eines Strahlenbü- 
ſchels S je 2 in Bezug auf eine gegebene Kurve KII, die 
nit durd 8 geht, fonjugirte Punkte aay, bb... 
bon denen je einer a, b,.... auf einer gegebenen Geraden p 
liegt, fo liegt je der andere Qh... auf einer Rurve II 
K, welche durch die Berührungspunfte AB ver beiden von 
SanK zu ziehenden Tangenten, fowie aud) durd) die Schnitt- 
puntte CD von K und p und endlich durch S felbjt geht. 
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Zieht man nämlich (ſ. Fig. 31.) durch die beiden Berührungss 
punkte AB nad) demjelben Punkte a von p die beiden Strahlen 
Aa u.Ba, weldye entiprechend die K zum 2ten Male in den Punkten 
a u.a, jchneiden, fo jchneidet, da S der Bol von AB ift nach 79. der 
Strahl Sa fowohl die Seiten des Dreiecks AaB als aud) die Sei- 
ten des Dreiecks Ba, A in 2 fonjugirten Punkten b. h. die beiden 
Gegeneden aa, ded 4Seits Aa, Ba find in Bezug auf K fonjugirt. 
Nun ijt aber bei veränderlibem a... offenbar Strablenbüjchel A 
(a...) aB (ay...) weil fie perfpeft. p (a...) find, alfo aud A 
(a...) @B (a...) worausfolgt, daß a, auf einer durd) Au. B gehen⸗ 
ben Kurve liegt; läßt man a mit C ober D zufammen fallen, fo 
fällt nothwendig aud) a, damit gujammen; läßt man a mit dem 
Schnittpunkt *) von p und ber Polare von S zufammen fallen, jo 
fällt a, mit 3 zufammen; hieraus folgt der übrige Theil obigen 
Sages. 

Ruf. 1. Schneidet die Gerade Scdie K nicht in reellen Punt: 
ten, fo ijt doch nad I Th. 189.c.cc, durd die beiden fonjugirten 
imagin. Schnittpunfte diefer Geraden und K harmonijcy getrennt. 

Es möge hier nod ein zweiter Beweis diefes Gages folgen, 
der troß feiner größeren Einfachheit nicht vorangeftellt wurde, da 
obiger Beweis den Zuſammenhang des vorigen Gakes mit den nach— 
folgenden in das Licht zu ſetzen befjer geeignet ijt. 

Man erhält offenbar die den verfchiedenen Punkten a von p 
fonjugirten Punkte auf den einzelnen Strahlen a... des Strab: 
lenbüſchels S durd die Schnittpunfte der Strahlen a mit den Po: 
laren a,... der einzelnen Punkte a..., nun iftaber. . . Strab- 
fenbiifdel S, (a1...) w p (a...) alfo aud) w S (a...) woraus 
folgt, daß die den einzelnen Punkten a fonjugirten Punkte auf einer 
durch S und den Pol S, von p gehenden Kurve II Liegen. 

241. Der lebte Sat gilt aud dann nod), wenn S auf der 
Kurve II jelbjt liegt, die beiden Punkte A und B vereini- 
gen fic) in diefem Falle im Punkte S, in welchem fid K 
und K berühren. 

Es mögen (j. Fig. 32) die Strahlen abed... des Büſchels 8 


*) Fallt p felbjt mit der Polare von S zufammen, fo reducirt fi die K 
auf den Punt 8 felbjt. 
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bie p in ben Punkten abcd..., die K in den Puntten afyd... 
fchneiden, während a, b,c d,... die den Punkten abch... fonjugir- 
ten Punkte fein follen. Alsdann iſt (SNaa,) m M (SN#b,) 
mM (SNyq) x. da alle diefe Würfe harmonifde Würfe find, 
Daher ijt nad I. Th. 385 sM(SNaPyd...) aM (SNa, by yd...) 
oder, was für unfern Zweck hinreiht, M (a@Byd) mM (a,bycyd;.. 
Ganz auf diefelbe Weije findet man aber nun dak N (afyd... 
TEN (a,b, 0;...) alfo aud, da M (aßyd..) m N (aßyrd... 
ift, M (a, by cy dy...) naz N (a, by cy By...) w. 4. b. w. 

242. Diejer Sak gilt aud dann nod), wenn p die K berührt. 

G8 ijt nämlich unter Beibehaltung der obigen Bezeichnung 
(j. Fig.33) A (SAaa,) aA (SApb,) m A (SAyc,) 2. daher 
ganz wie im legten Beweiß A(SAapßyd...) wm A(SAub;cd....) 
aljo aud) A(aByd...) nA (ayb,c,d,...) da aber S(apyd...) A 
(aByd...), joift der Sak erwiefen, und K u. & berühren einan= 
der in A und S wie alsbald erfichtlich. 

243. Diefer Sat 240 gilt aud noc) vollfommen unge 
ändert, wenn man ftatt ber Geraden p eine Kurve IIK, 
annimmt, welche durch die 240 bezeichneten Punfte AB geht, 
ſ. Fig. 34. 

Zieht man wieder Fig. 34 nach dem beliebigen Punkte a 
von K, von A u. B aus Gerade, wodurd in K das 4Ed MABN 
entfteht, fo muß ganz wie oben ſchon dargethan, ftets die eine Seite 
des zugehörigen Poldreiecks, auf der a und ber ihm fonjugirte 
Punkt a, als Eden erfcheinen, durch den feften Punkt S, als Pol 
von AB, gehen und es ift dabei A (a) wB(a...)d. b. Ale...) 
mB (a,...) alfo aud) A (a,...) 7 B (ay...) woraus der Sag folgt. 

Buj. 1. Liegt hiebei S auf K, felbjt, fo geht, wie man fic 
alsbald überzeugt, wenn man a nach S rüden läßt, die blog projekt. 
Beziehung der Strahlenbüjchel A (a...) und B (a, ...) indie perjpeft. 
über, und gwar ijt bie von AB verfchiedene gemeinjchaftliche Gefante 
von Ku. K, die Are der perfpeft. Beziehung. Hiebei ijt leicht zu er- 
fennen, daß biefer Gall ftrenggenommen derfelbe ift wie 240, nur mit 
dem Unterſchiede, dak dort von den Punften der Geraden aus bie 
Punkte der Kurve von hier erhalten wurden, während hier gerabe der 
umgekehrte Weg von derjelben Kurve zur gedadjten Geraden führt. 

Ruf. 2. Von diefem Gabe 243 verdient der Fall nod be 
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fonderer Grwmabhnung, in welchem K und K, in eine Kurve gujam- 
menfatler. 

Da nämlich, wie man ſich leicht überzeugt K, und K mit K 
biefelben 4 Punkte gemein haben, jo genügt es, dag K und K, 
nur nod einen Punkt gemein haben, um vollfonmnen identifd) zu 
fein. 

Einer fpäter folgenden Entwiclung wegen (j.292x.) möge bier 
noch befonders hervorgehoben werden, da in dem bier erwähnten 
befonderen alle nothwendig die vonS nach den beiden von A u. B 
verjchiedenen Schnittpuntten M und N von K und K, gebenden 
Strahlen SM und SN die Kurve K, d. h. K, berühren müjjen, da 
auf ihnen unmöglich noch ein zweiter Punkt der neuen Kurve ent- 
halten fein fann. Es ijt demnach S der Pol von AB für K und 
ber Pol von MN für K, oder K. 

Gin bejonderer Fall von 240 lautet: 

244. Die Mitten aller Sehnen eines Kreifes, die durd 
einen feften Punkt S geben, liegen auf einem neuen Kreije, 
beffen Mittelpunkt 3 ift. 

245. Wn obige Gabe 221 und 222 ſchließt ſich ummittelbar 
folgender intereffante Gag an: 

Zieht man von 2 feiten Punkten MN einer (d) von den 
4 gemeinfchaftlichen Tangenten abed eines dadurch beftimm: 
ten Kurvenfyjtems an irgend eine Kurve K, des Softems 
nod ein Paar Tangenten mn, jo geht die Berührungs— 
chorde e d. b. die Verbindungslinie der beiden Berührungs:- 
punfte auf m und n durd) einen fejten Punkt. 

Fragt man nämlich, durch welche Cigenfdaften die Punkte 
einer ſolchen Berührungschorde e für irgend eine Kurve des Syſtems 
charakteriſirt find, jo läht jich die Beantwortung diefer Frage wohl 
am einfachften aljo firiren: Zieht man von einem Punkte von e ein 
Paar nene Tangenten pq an die Kurve K,, fo find diefelben 1) 
durch die PuntteM N harmonijd) getrennt, injoferne bie 4 Tangen: 
ten pmgn einen harmonischen Wurf bilden (10) und alfo die 
Tangente d in einem harmonischen Wurfe jchneiden (1. Th. 61). 
2) bilden fie ein Paar gugeordneter Strahlen einer Involution, die 
burd die nach den Gegenecten des 4 Seite abed gehenden Strahlen 
firiet ift. Umgekehrt tann aber fein Punkt, ber nicht auf der 
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fraglidien Berührungschorde liegt, diefe Beiden Bedingungen gue 
gleich erfüllen. Zieht man nun von ben 3 Gefen des 4 Seitsabed, 
welche nicht auf d liegen, je nad) demjenigen Punkte von d, der von 
dem Schnittpunfte der Gegenjeite des durch diefe Ecken gebildeten 
Dreiecks durch M u. N harmonisch getrennt ift, 3 Strahlen, fo 
ſchneiden fic) diefe nach 192 in 1 Punfte B und durch diefen Punkt 
müfjen min alle Berührungschorden gehen, infoferne er offenbar bie 
beiden oben erwähnten Bedingungen für jede Kurve bes Sy 
ftems erfüllt, da ja in dem involut. Strahlenbüſchel R, deffen 
gugedrdnete Strahlen nad den 3 Paar Gegeneden des 4 Seits 
abed gehen, nach ber obigen Edhwicthing die nad) M u. N gehen: 
den Strablen die Ordnungsftrahlen daritellen. 
246. Schneidet man alle Kurven eines dburd 4 Punkte 
ABCD beitimmten Kurveninftems burd 2 Gerade mn des 
Strahlenbüfchels D und zieht an je ein Paar Sdnittpuntte 
mit je einer Kurve des Syſtems die beiden Tangenten, fo 
jchneiden fic) diefelben auf einer feften Geraden. 

Ein befonderer Fall des erften Sages lautet: 

247. Die Direktricen aller demfelben Dreieck eingefdrie- 
benen Parabeln fchneiden fid) in dem Schnittpunfte der 3 
Höhen des Dreiecks. 

M und N find in bdiefem alle die Normalpunfte berjelben 
nad 15. 

Ruf. Da der dem Dreieck umfchriebene Kreis alle Brenn- 
punfte der dem Dreie eingefchriebenen Parabeln enthält (224), 
ba die Perpendifel von einem Brennpuntt auf alle Tangenten in 
der Scheiteltangenten liegen (228), die zwifchen Brennpunkt und 
Direftrir in der Mitte liegt, jo folgt hieraus nachfolgender 


Sab: 

247. allt man von einem Punfte A eines einem Dreieck 
umjdriebenen Kreifes Perpendifel auf die 3 Seiten, fo lie 
gen deren Fuppuntte in einer Geraden , die in der Mitte 
zwifchen A und dem Scnittpunfte der 3 Höhen liegt. 

Die fo eben in 245 und 246 entwidelten Gage laſſen fid 
nun nod) erweitern, wie folgende Betrachtung erkennen läßt: zieht 
man von irgend einem Punfte der Beriihrimgsdorde e (wir bes 
halten die Bezeichnung von 245 Bier bei) nod ein Paar Tangen- 
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ten pq an Diefelbe Kurve, jo bilden mpqn einen barmonijden 
Wurf, daher wird jede Tangente wie d von diefen 4 Tangenten 
in 4 Punften MPN Q eines harmonischen Wurfes gefchnitten; und 
umgekehrt, jchneiden 2 Tangenten pq einer Kurve K des Kurven: 
ſyſtems abed die gemeinjame Tangente d in 2 Punkten PQ, welche 
von den Tangenten mn an diejelbe Kurve K harmonijd getrennt 
find, fo liegt der Schnittpunkt von pq auf der durd) mn beftimm: 
ten Berührungsdorde e. Berüdjichtigt man nun diejes, fo bran: 
chen die beiden Punfte M und N, deren Berührungschorde durd 
den fejten Punkt geht, nicht jelbjt gegeben zu fein, jondern es ge 
nügt, wenn man fie aus ber Natur der Aufgabe oder des Gages 
ermitteln Fann, biedurch erhält man verjchiedene Gabe, von denen 
nachfolgende genügen mögen: 

249. Zieht man von 3 Punften MPQ einer (d) von 4 
feiten Tangenten abed eines dadurch bejtimmten Kurven- 
ſyſtems Tangenten mpg an die einzelnen Kurven, jo gebt 
jtetS die Verbindungslinie des Berührungspunftes auf einer 
(m ) diefer 3 Tangenten mit dem Schnittpunfte der bei— 
den andern pq durch einen feiten Punkt R, den man alfo 
findet: man fuce den Punkt N von der Beichaffenheit, das 
MPNQ ein harmonifcher Wurf, ziehe von ab nad dem 
Punkte von d, welder vom Schnittpunft cd durch M u.N 
harmonisch getrennt tt, eine Gerade, ebenjo eine 2te u. 3te 
Gerade, die man auf diefelbe Weife durch Vertaujdung von 
b und c oder durd) Vertaufchung von au.e erhält, dieſe 3 
Geraden bejtimmen durd) ihren Schnittpunft (nad) 192) den 
gejuchten Punkt R. 

M und N haben bier die gleiche Bedeutung wie in 245, 
während der Schnittpunft pq und der Berührungspunft von m 
auf der Berührungschorde e liegt. 

Ein bejonderer Fall diefes Sabes lautet: 

250. Zieht man an irgend eine einem Dreieck abe ein: 
gejchriebene Parabel eine Tangente von einer beftimmten 
Richtung, jo geht die Verbindungslinie des Berührungspunftes 
und des Brennpunttes durd) einen feitgn Punkt R, der je 
auf einer Geraden liegt, die man von einem Ge des 3 Eds 
fo ziehen kann, daß fie mit der Gegenfeite ein gleichichenfli: 
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ges Dreie bildet, deffen Grunblinie diejelbe Richtung hat, 
als bie fraglidje Tangente (vergl. 16). 

Ruf. Läßt man den Punkt M fic) ändern, dagegen P und Q 
feft, fo ändert fid) der Schnittpunft R. Wenn wir nun mit ab die 
beiden Punfte bezeichnen, in welchen die d von den beiden Tangen- 
ten a und b gefdnitten wird und mit a, und b, die beiden Punkte, 
welche in der Snvolution MM.NN.PQ.aa, .bb, diefen Schnittpunf: 
ten zugeordnet find, fo muß für jedes M und N PQab,nQP 
4brPQba, d.h. da PQ ab feft find, d[a,.] #d[b,... fein. Da 
aber die Verbindungslinien des Punktes a, mit dem Ed be und 
des Punktes b, mit dem Ed ac bes 4Seits durch ihren Schnitt: 
punft den Puntt KR beftimmen, fo liegt bei veränderlichem M das 
R auf einer Kurve II. Dieje geht aber offenbar durch die beiden 
erwähnten Eden be und ac und eben fo natürlich durd das Ed 
ab und außerdem nod) burd) die Punkte M und N,, infofern, wenn 
F mit M oder N zufammenfällt, diefes nothwendig nicht nur mit P, 
jondern aud) mit a, und b, der Fall fein muß. Dieſe Kurve ift 
daher offenbar identifd) mit derjenigen. auf welder der Schnittpunft 
der Tangenten mn liegt. 

Zuſ. 2. Aus der obigen Entwicklung geht ohne weiteres her: 
vor, daß für bie Tangenten, welche durd) den Punft N an alle 
Kurven des Syftems ſich legen lafjen, durchaus derfelbe Punt R 
erhalten wird, wie für die Tangenten von M wie diefes aud) 
direft daraus hervorgeht, daß MPNQ% ein harmonifder Wurf ift, 
aljo die Polare von mn für jede Kurve durd den Schnittpunkt 
der Tangenten pq gehen muß. 

Zieht man ftatt durch 3 Punkte durdy 4 Punkte PQST von 
d Tangenten pqst an die verjchiedenen Kurven des Syftems, fo 
fann man das eine Mal pq einerjeits u.st anbdererfeits als je ein 
Paar Tangenten betrachten, das durd) 2 Tangenten mn harmonijd 
getrennt ijt, mn ftellen in biefem Falle die Ordnungsitrahlen des 
involut. Strahlenbüfchel II pq. st dar, und bie Verbindungslinie 
von pq u. st d.h. die eine Seite ded zu dem umjchriebenen 4 Seit 
pqst gehörigen Polardreieds ftellt die Berührungschorde e d. b. 
die Polare von mn dar. Da man aber die 4 Tangenten auf3erlei 
Art zu je 2 zujammengehörigen Paaren zufammenjtellen fann, jo 
erhält man hieraus nad) ber obigen Erweiterung folgenden Gag : 
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251. Sieht man durch 4 Punkte einer d von 4 Tangen- 
ten eines dadurd) beftimmten RKurvenfyftems an irgend eine 
biefer Kurven 4 Tangenten, jo gehen die 3 Seiten des zu 
diejem 4Seit gehörigen Polardreiecks durd 3 fefte Punkte. 

Gin befonderer Fall bievon Tautet: 

252. Legt man an irgend eine einem Dreieck eingejchrie: 
bene Parabel je ein Paar Tangenten von beitimmter Rid: 
tung, jo geht die Berbindungslinie des Schnittpunftes biejer 
2 Tangenten mit dem Brennpunkt durch einen feften Punft. 

Die zu 249 und 251 reciprofen Gage lauten: 

253. Schneidet man alle einem 4 Eck ABCD umſchriebe— 
nen Kurven IT durd) 3 Strahlen n des Büſchels D, jo 
fchneidet jede Tangente in einem der 3 Schnittpunkte 3. B. 
mit m die Berbindungslinie der beiden andern Schnittpuntte 
in den Punkten einer für alle Kurven feiten Geraden. 

254. Schneidet man dagegen alle Kurven von 253 burd 
4 Strahlen des Büſchels D, fo beftimmen diefe anf diejen 
Kurven je ein eingefchriebenes 4 Eck für das die 3 Eden 
des zugehörigen Poldreiecks auf 3 für alle Kurven feften 
Geraden liegen. 

255. Schon früher (vergl. I Th. Nr. 195) wurde hervor: 
gehoben, daß jn jeder Seite des gemeinjamen Poldreiecks 2er Kur- 
ven IT die durch 4 Punkte gehen, 1) die 2 Schnittpunfte je einer 
Kurve aa,.bb, f. Fig. 35. 2) Die 2 auf diefer Seite liegenden 
Eden des gemeinfam umfdriebenen 4 Seit8 AA, 3) die Schnittpimfte 
der beiden fic) nicht auf diefer Seite jchneidenden Gegenfeiten des ge- 
meinfam eingefchriebenen 4 Ecks dd, 4 Paare augeordnete Punkte 
einer Snvolution bilden, deren Ordnungselemente die beiden Eden 
des Poldreiecks PQ find. Es ift alfo PP.QQ.aq, .bb,. AA, .dd,. 
eine Snvolution. Diefe Betradtung läßt fic) mun auf nachfolgende 
Weife noch erweitern: 

Betrachtet man die beiden Polaren je eines der beiden in 2) 
erwähnten Ecken des umjchriebenen ASeits, fo bilden fie offenbar 
ein in I. Th. Rr. 194. V. näher bezeicynetes Paar zugeordneter 
Strahlen v u. vy, deren Punkte auf die eben dort angegebene Weije 
in Bezug auf beide Kurven IT zugleich fonjugirt find, und die alfo 
ein Baar zugeorbneter Strahlen bilden, in einem involut. Bifdel, 
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deſſen Ordnungselemente 2 Gegenſeiten bes gemeinſam eingefdriebe- 
nen 4 Ecks darſtellen, und in dem auch bie nach den beiden Eckpunk— 
ten des Poldreiecks gehenden Strahlen zugeordnete Elemente dar: 
ſtellen. Hieraus erhält se nun nee 2 reciprof verwandte 
Sage: (f. hiegu Fig. 407. 3 
Se 2 Gegenfeiten aa, des gemeinfam eingefchriebenen 
4Ecks 2er fid) nicht berithrender Kurven IT bilden die Ord- 
nungselemente eines involut. Strahlenbüfchels in dem 1) je 
die beiden Polaren vv,, ww, eines der Gegenecen des ge- 
meinjam umſchriebenen 4 Seits die mit bem Schnittpunft aa, 
nicht auf einer Seite des Polardreiecks liegen. 2) die beiden 
durd den Schnittpunkt ber Gegenjeiten aa, gehenden Sei: 
ten des Polardreiecks pq zugeordnete Elemente daritellen. 
in fig. 35 ift alfo aa.a,ay.vv,.ww;,. pq eine Ynvolution. 
Se 2 Gegenpuntte AA; bes gemeinfam umjchriebenen 
4Seits 2er fic) nicht berührender Kurven TI bilden die Ord- 
nungselemente eines involut. geraden Gebildes, in welchem 
1) je die beiden Pole VV,.WW, einer ber Gegenfeiten 
a ober a, bed gemeinfam eimgefchriebenen 4Ecks, die fid 
nicht auf AA, fchneiden. 2) die beiden auf AA, liegenden 
Eden bed gemeinfamen Polardreiecks PQ zugeordnete Ele: 
mente barftellen. Es ift alfo ig. 35. AA.A,A,.VV.. 
WW;. PQ eine Involution. 

Ruf. 1. Was hier von 2 Kurven II gejagt, [apt fich num jelbit- 
verjtändlih auf alle Kurven II, die demjelben 4Eck umichrieben, oder 
vemjelben 4Seit eingefchrieben find, ausdehnen. Mean erhält auf 
jeder Seite bes gemeinfamen Polardreiecks je ein involut. gerades 
Gebilde, und ebenjo für jedes Eck des gemeinfamen Polardreiecks 
einen involut, Strahlenbüfchel, deren Ordnungselemente in beiden 
allen feft find. 

Auf. 2. Da NPQ in beiden ebenen Polarfyftem, deren 
Drdnungsfurven die beiden Kurven find, abjolute Polardreiecke find, 
fo nennen wir NPQ wohl aud) ein gemeinfames abjolutes Polar: 
dreie der beiden Kurven felbft, vergl. hiezu I. Th. 194. 

256. Haben 2 Kurven IL für 1 Punft M ihrer Ebene 
diejelbe Polare m, fo ift dieſer Puntt ein Eckpunkt ihres 
gemeinjamen Polardreieds und m die Gegenfeite defjelben ; 
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haben fie daher reelle Schnittpunfte, jo liegen immer je 2 
derjelben mit M in 1 Geraden, und haben fie reelle gemein- 
ſchaftliche Tangenten, fo jchneiden fie fic) paarweife auf der 
Geraden m. 

257. Schneiden 2 Kurven II K und K, eine 3te K, 
in folchen 4 Punkten, daß bie dadurch entftehenden beiden 
gemeinfam eingejchriebenen vollftändigen 4 Ede Polbreiede 
haben, denen ein EE Mundaljo auch deffen Gegenjeite m ge= 
meinſchaftlich ijt, jo jchneiden fic) aud) K und K, in folden 
4 Punften, daß das daburd) gebildete 4Ed ein Poldreied 
hat, dejien eines Ed und Gegenjeite ebenfalls M u. m ijt. 
Es ijt nämlich die Polare m von M in Beguq auf Ke je: 

wohl für K, als aud) für K ebenfalls Polare von M, woraus der 
Sat aus 256 folgt. 

258. Gind von 3 Kurven KK,K; der K und K, einer: 
feité und der K, und K, anbdererfeits je ein gemeinjames 
4 Seit umfchrieben, deren Polardreiecfe eine gemeinjchaftliche 
Seite und Gegenede m u. M haben, fo haben aud Ku. K, 
ein gemeinjam umjchriebenes 4Geit, deffen Polardreieck die: 
jelbe Seite und Ecke m und M haben. 

Die Sake 257 u. 258 gelten auch, wenn man für Ku. K, 
je ein Syſtem von 2 geraden Linien ober von 2 Punften 
annimmt, wie diefes nod) direkt gezeigt werben ſoll ſ. Fig. 36. 
259. Iſt M das gemeinjchaftliche Pol-E der beiden 4 Ede, 

bie die beiden durch S gehenden Geraden einerjeitS und die beiben 
burd) T gehenden Geraden anbdererjeits mit K, bilden, und bilden 
die 2 Paar Gerade, die durch S und T gehen, ein vollftändiges 
4Seit bdefjen 4 von ST verfchiedene Ecken PNRQ find, fo muß 
nad) der Vorausfegung T [PMRS] fowohl als S [PMRT] je ein 
harmonijder Wurf jein, alfo bie Seite PR des Poldreiecks von 
PNRQ und ebenjo dann aud die Seite NQ durch M geben 
w. 3. b. mw. 

Man hätte nun offenbar Statt der beiden durch S gehenden 
Gegenjeiten des erften ber Kurve eingejchriebenen 4Ecks die bei- 
den andern auf der Polare von M ſich fchneidenden Gegenjeiten 
desfelben 4 Ecks der Betrachtung zu Grunde legen fonnen und 
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ebenfo bei dem 2ten eingejchriebenen 4Eck verfahren können, fo daß 
man überhaupt den Sab erhält: 

Hat man 2 einer Kurve ll eingefchriebene 4Ecke, deren 
Poldreieé ein Eck M und defjen Gegenjeite gemein haben, 
fo fchneidet jedes Paar Gegenfeiten deseinen defjen Schnitt: 
punkt auf m liegt, jedes Paar Gegenfeiten des andern, 
deſſen Schnittpunkt ebenfalls auf m liegt in den 4 Punkten 
eines 4 G8 defjen Polardreieck ebenfalls M u. m als Ede 
und Seite hat. 

Hat man 2 einer Kurve II umfchriebene 4 Seite, deren Bol: 
breiedfe ein Ed M und defjen Gegenfeite m gemein haben, jo bildet 
jedes Paar Gegenpuntte des einen, das mit M in 1 Geraden liegt, 
durch ihre VerbindungSlinie mit jedem derjelben Bedingung unter: 
worfenen Gegenpunktenpaar des andern ein 4Geit, deſſen Polar: 
dreied ebenfalls M u. m als Ede und Seite enthält. 

Zuſ. Es gelten aber die Gage 257 und 258 aud) dann nod, 
wenn bloß die eine der 2 Kurven KK, in den Grengfall eines 
Syſtems 2er Geraden ober Zer Punkte übergeht. Der Bew. möge 
dem Lefer überlafjen bleiben. 

260. Hieraus ergeben fic) nun unmittelbar folgende Sage: 

Haben 2 einer Kurve II K umfdriebene 4 Seite 2 Po- 
larbreiede, die ein Eck M und alfo aud) deren Gegenjeite m 
gemein haben, fo liegen die 8 Ecken derjelben, von denen 
feines auf m liegt, auf einer Kurve II Ky. 

Denkt man fic nämlich durch die 4 erwähnten Eden ABCD 
bes einen, und das Ed A, bes andern ber beiden 4 Seite eine 
Kurve II K, gelegt, welche aljo ebenjo wie KM zum Pol von m 
hat, fo liegt aud) die Gegenede C, bes 2ten 4 Seits auf diefer 
Kurve, weil nad 114 A,CC,A ein 4Eck darftellt, deffen Poldreieck 
M zum Gd und m zur Seite bat, jo daß A, u. C, durd) Mu. m 
harmoniſch getrennt find. Da aber nad) der Vorausjegung aud 
M, A,undM,D, durd) M und m harmonisch getrennt find, jo muß 
aud) D, auf der Kurve K, liegen, und ebenjo liegt mun nod B, 
auf K,, weil aud) MA, und MB, durd) M und m harmonijch ge- 
trennt find. 

Unterjudt man nun, in welchen Punkten die fragliche Kurve 
I K, die Gerade m fcheidet, fo ergiebt fih aus Nr. 7 unmittel- 
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bar, dag biefe Schnittpunfte, jowohl durch die beiden auf m hie: 
gende Gegenecfen MM, bes einen, al aud durd die aufm liegenden 
Gegeneden NN, bes andern. 4 Seits harmonijd getrennt fein müſſen, 
bd. b. jie müfjen die Ordnungselemente der durd die beiden Paare 
zugeorbneter Punkte MM,,NN, bejtimmten involut. Beziehung fein. 

Raft man nun das eine oder das andere der beiden im vori— 
gen Gake bezeichneten 4 Seite fid verändern, ohne dab jedod 
M u. m aufhören, dem zugehörigen Poldreieck anzugehören, und 
{agt man dabei die Aenderung fo gejchehen, daß ftets die beiden 
auf m gelegenen Gegeneden zugeordnete Punkte der Involution 
MM,.NN, jind, jo ändert fid) offenbar die durch bie 8 Eckpunkte 
beitimmte Kurve II K, nicht, denn es giebt nur eine Rurve II, 
welche duch die 4 Edpuntte ABCD (oder A,B,C,D,) und die 
beiden Ordnungspuntte der erwähnten Gnvolution geht. Daraus 
ergeben fid) nun unmittelbar die beiden folgenden. reciprofen Sage: 

261. Zieht man von einem beliebigen Paare zugeorone: 
ter Punkte eines involut. geraden Gebildesp 2 Paare Tan— 
genten an eine Kurve IL K, jo liegen deren 4 übrige 
Schnittpuntte auf einer neuen Kurve II Ky, weldje durd 
die Ordnungspunfte ST des erwähnten imvolut, geraden 
Gebildes fowie duch die Berührungspunfte 88,1, der von 
ihnen an die Kurve zu ziehenden Vangenten geht. 

262, Jedes Paar gugeordneter Strahlen eines involut. 
Strablenbiijdyels P jchneidet eine beliebige Kurve II K in 
den 4 Punkten eines 48, dejjen 4 übrige Geiten ftets 
eine und diejelbe 2te Kurve II K, berühren, die aud die 
beiden Ordnungsſtrahlen st des involut. Büſchels zu Tan 
genten hat, während die Tangenten der. gegebenen Kurve in 
den 4 Schnittpunkten der Orbnungsitrahlen auch der 2ten 
Kurve angehören. 

Zuſ. p in 261. u. P in 262 bürfen dabei nicht zu den Ele- 
menten von K gehören, weil ſonſt ein involut. Kurvengebilde ent 
jtehen würde. 

Zuj. 2. Wegen des ber K u, K, gemeinjamen 40cks &8;tt, 
haben beide für p denjelben Pol. 

263.. Nimmt man in der Ebene einer Kurve IE eine be 
liebige Gerade m und in ibe einen. beliebigen Punkt M und 
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zieht je von 2 ſolchen Punkten, deren Abſtände von M ein 
Produft von fonjtantem Werthe geben, 2 Tangentenpaare 
an K, jo liegen beren Gehnittpuntte alle auf einer 2ten 
Kurve II (25). 

264, Wählt man unter Beibehaltung dey Begeidhung der 
vorigen Nummer je 2 folde Punkte, die von M. gleich weit 
abjtehen, jo beftimmen die Schnittpunfte dev Tangentenpaare 
eine Kurve II, melde durch M und ben unendlich ‚fernen 
Punkt von m, jowie durch die Berührungspunfte der 2 
Tangenten geht, welche von den beiden eben erwähnten Bunt: 
ten an K fic) legen lajjen (20), 

265. Alle einer EllipjeK umjdriebenen Parallelogram me, 
deren 2 Gegenjeiten je einem Paar von fonjugirten Durch— 
mejjern parallel find, erzeugen durch ihre Gefen eine der K 
ähnliche Ellipfe Ky. 

Anm. Es bürfte hier am Plage fein, näher auf den Be: 
griff oder das Wejen ähnlicher Kurven IT einzugehen. 

2 Kurven II jind ähnlich, wenn fie als entjprechende Ge: 
bilde 2er ähnlichen ebenen Gewebe betrachtet werden können, 
da 2 folche ebene Gewebe aber immer in perjpeft. ähnliche Lage 
gebracht werben finnen nad) 20, jo müſſen aud) 2 Ähnliche Kur- 
ven II immer in perjpeft, ähnliche Lage gebradt werden Können, 
d. b. perjpeft. gelegt werden fonnen, in Bezug auf die unendlidy 
ferne Gerade als perjpeft. Are, und umgekehrt find 2 Kurven, 
die in dieſe Art peripeft. Beziehung gebracht merden können, bei 
jeder andern gegenfeitigen Lage ähnlich, 

Hinfichtlid) der Bedingungen, welche von 2 Kurven II erfüllt 
jein müfjen, damit fie ähnlich find, ijt daher nach 21 folgendes zu 
jagen: 1) 2 Parabeln find immer abnlid, 2) auch 2 Hyperbeln find 
ähnlich, wenn der Ajymptotenwinfel, in dem fie liegen, in der einen 
eben jo groß ift als in der andern, 2 gleidfeitige Hyperbeln find 
aljo immer ähnlich; 3) findaa, u. bb, 2 Paare fonjugirter Durch: 
mejjer einer Ellipje K und pp, u, qq, 2 Paare Fonjugirter Durch: 
meffer einer2ten Ellipfe K, jo find K u, K, ähnlich, wenn die In— 
volution aa, .bb,, diejelbe ijt wie die pp,.qgs. 4) Für die Aehnlich— 
keit ber Hyperbeln u. Ellipfen alfo jtatt 2) 4,3) läßt fid) ein Merk: 
mal aufftellen, aljo lautend; Sind bei 2 Ellipfen Ku. K, oder 2 
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Hyperbeln Ku. K, aa, u. bb, für K pp, u. qq, für K, je 2 
Paare fonjugirter Ourdmeffer, jo find K u. K, Ähnlich, wenn der 
Wurf aba, b, fongruent dem Wurfe pqp, qı, wenn nod) für ven 
Fall der Hyperbeln beide zugleich in den fpigen oder beide zugleich 
in den ftumpfen Wintel eingefchrieben find. 5) Hyperbel Tann 
bloß der Hyperbel, Ellipje bloß der Ellipfe, Parabel blog der Pa: 
rabel ähnlich jein. 

Schließlich fet hier nod auf einen Begriff oder auf eine Be- 
zeihung aufmerfjam gemadt, die man in neueren geometrijchen 
Schriften häufig findet, nämlid auf den „ähnlich liegender“ 
Kurven II: 2 Kurven II find aber ähnlich liegend, wenn jie in 
perſpekt. ähnlicher Lage find; die erftere Bezeichnung jieht aber ein- 
jad) von der perſpekt. Beziehung ab. 

266. Die Scheitel aller einer Kurve II K umichriebenen 
rechten Winkel liegen auf einem Mreife Ky. 

Diejer Kreis reducirt fich bei der gleichjeitigen Hyperbel auf 
einen Punkt, den Schnittpunkt der einzig möglichen auf einander 
ſenkrechten Tangenten, während e8 bei einer Hyperbel deren Wfym- 
totenwinfel ftumpf ijt, feine reellen auf einander ſenkrechten Tan: 
genten giebt. Bei ber Parabel, bei welder die unendlich ferne 
Gerade, welche ja in dem foeben angeführten befondern Falle der 
Träger bes involut. geraden Gebildes p darjtellt, Tangente der 
Kurve ijt, Liegen die fraglichen Scheitel (262 Zuf. 1) auf einer Gera: 
ben, der Direltrir. Ku. K, haben denfelben Mittelpunft (262 Buf. 2). 

267. Alle Sehnen einer Kurve II, weldye die Kurve II 
K in folden Punkten ab ſchneiden, die durd) die 2 Schnitt: 
punkte derjelben Geraden mit 2 feften Geraden pq harmo- 
nisch getrennt find, berühren eine neue Kurve II K,, welde 
die Tangenten der Kin den Schnittpunften von pq ferner 
ab und außerdem pundq felbft zu Tangenten hat. 

Es ftellen nämlich hier p und q die beiden Ordnungsftrablen 
des in 262 erwähnten involut. Büfchels, die Sehnen ab dagegen, 
je eine von den oben dafelbft angeführten Seiten des 4 Eds dar. 

Ein befonderer Fall hievon ift: 

268. Alle Sehnen einer Kurve II, deren Mitten auf 
einer feften Sehne liegen, berühren eine Parabel. 

Ale Punkte, von denen aus Tangentenpaare an eine 
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Kurve IT K fi ziehen lajjen. die durch 2 fefte Punkte MN 
harmonisch getrennt find, liegen auf einer Kurve IT die durd 
jene 2 feften Punkte und durch die 4 Beriihrungspuntte der 
von M und N an K zu ziehenden Tangenten gebt. 

269. Drebt fid) ein rechter Winkel um feinen fejten 
Scheitel F, jo bejtimmen jeine Schenkel auf einer gegebe- 
nen Kurve K Sehnen, die alle eine 2te Kurve II K, berüh- 
ren, deren Brennpunft der fefte Scheitel F ijt; ijt K ein 
Kreis, jo ift der Mittelpunft des Kreifes der Be Brenn 
punft von K.. 

Liegt F auf der Kurve, fo geht die Kurve in einen Punkt 
über ſ. 103. 

270. Die Spiten aller gleichichenfligen Dreiecke, deren 
2 Scheitel eine Kurve II K berühren, während die Grund- 
linie in einer fejten Geraden liegt, Liegen auf einer gleich— 
feitigen Hyperbel, deren eine Ajymptote parallel der feften 
Geraden iſt und die durch die Berührungspunfte desjenigen 
der K umjdriebenen Rechtecks geht, dejjen eine Seite ber 
feften Geraden parallel ift. 

Se 2 Schenkel eines ſolchen gleichjdenfligen Dreiecks ſchnei— 
den nämlich die unendlich ferne Gerade in zugeordneten Punkten 
einer Snvolution, deren Ordnungselemente in den Seiten des zu- 
legt erwähnten Rechtecks liegen, vergl. biezu 130. 

Da man in irgend einer Geraden bie beiden Ordnungspuntte 
in 261 erwähnten Snvolution ganz beliebig wählen kann, jo 
erhält man aus 261 (und ebenjo dann reciprof aus 262) folgende 
Sake: 

271. wei beliebige Punkte liegen mit den 4 Berihrungs- 
punkten auf den von ihnen an eine beliebige Kurve IT zu 
ziehenden Tangenten ftets in einer neuen Kurve II. 

272. 2 Gerade liegen mit den 4 Tangenten, die in ihren 
4 Schnittpunften mit einer beliebigen Kurve II an diefe fid 
ziehen Laffen, ftets in einem Strahlenbüjchel IL 

273. Man fann nun aber den Gegenjtand, der in Mr. 261 
und 262 behandelt wurde, nod) von andrer Seite betrachten, indem 
man in den dortigen Gagen Vorausjebung und Folgerung fo zu 


jagen umfehrt: Iſt nämlich unter Beibehaltung der dort angewen- 
Pfaff, neuere Geometrie. II 8 
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beten Bezeihnung K, und fomit aud die in p durd die Schnitt- 
punfte pK, als Orbnungselemente beftimmte Snvolution als gege 
ben betrachtet, fo fann man fic die Frage aufwerfen, welche Kur: 
ven K II haben die Eigenjchaft, dat die Tangentenpaare, die man von 
- einem Paar gugeordneter Puntte des involut. geraden Gebildes in 
p an fie ziehen fann, ein 4 Seit bilden, defjen 4 übrige Eden in 
ber K, liegen. Diefe Betradjtung führt unmittelbar zu folgendem 
Sage: 

274. Sind MN 2 Gegenpuntte eines 4 Seits, deſſen 4 übrige 
Eckpunkte wir durd) ABC'D bezeichnen wollen, und ziebt 
man von 2 beliebigen Punkten M,N, in der Geraden MN 
je die 4 Tangenten an irgend eine dem 4 Seit eingejchrie- 
bene Kurve II K, fo liegen die 4 übrigen Eckpunkte des 
durd) Ddieje 2 Tangentenpaare gebildeten 4 Seits für alle 
eingejchriebenen Kurven IT auf einer und derjelben Kurve II 
K,; diefe geht durch die Ordnungselemente ST der Involu— 
tion MN.M,N,, und e8 liegen auf ihr die Berührungs: 
punkte auf allen Tangenten, die man von Su. T an irgend 
eine Kurve des Syftems ziehen Tann. 

Betradtet man nämlid die Kurve, die durch die Punkt— 
elemente ABCDS bejtimmt ift, fo muß diefelbe, va MSNT ein 
harmonifcher Wurf ijt, aud) durch T geben. Alfo bilden, da M,N, 
ebenfalls ein Paar zugeordnete Elemente der Involution SS. 
TT.MN darſtellen, die 4 durch M,N, an eine beliebige dem 
4 Seit eingejchriebene Kurve gezogenen Tangenten nad 261 ein 
4 Seit, dejien von M,N, verjchiedene Ecfen ebenfalls auf K, fie: 
gen miiffen. 

Der reciprofe Eat ift: 

275 Zieht man durch den Schnittpunft der beiden Ge: 
genfeiten mn eines 4Ecks 2 beliebige Gerade m,n,, fo jchnei- 
ben alle bem 4Eck umjchriebenen Kurven II die myn, in 4 
jolhen Punkten, daß die 4 von myn, verjchiebenen Seiten 
des dadurch gebildeten 4Ecks eine Kurve II K, berithren, 
die aud) die Orbnungsjtrahlen st der Qnvolution mn.m;n, 
zu Langenten hat, während zugleich für jede Kurve des Sy— 
ftem$ die Tangenten in den Schnittpunften derjelben mit st 
zu den Elementen von K, gehören. 
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Bejondere Faille hievon find: 


276. Die Brennpuntte aller demfelben Parallelogramme 
eingejchriebenen Kurven II, liegen auf einer gleichfeitigen 
Hyperbel, deren Ajymptotenrichtungen die Winkel des Paz 
rallelogramms halbiren. 

277. Sind ab und a,b, 2 Paar auf einander fenfred- 
ter Strahlen eines Strahlenbüfchele F, fo fchneiden alle 
Kurven II, welche mit a und b diefelben 4 Punkte gemein 
haben, die a,b; in 4 Punften eines 4 Ecks, deren übrige 4 
Berbindungslinien eine und diejelbe Kurve II berühren, die 
ihren 1 Brennpunft in F hat. 

278. Hat man ein Syitem von Kurven II, welche alle 2 
Brennpunkte F u. Fy gemein haben (doppelt fonfofal), fo 
liegen die Berührungspuntte aller Tangenten, die man von 
2 Punkten ST, die durd F u. F, harmoniſch getrennt find, 
auf einer Rurvell K,, die durch S und T geht. 


Sind unter Beibehaltung der obigen Bezeichnung M,N, ein 
anderes Paar ber Ynvolution SS.TT.M,N,.MN jo erzeugen bie 
Tangentenpaare, die man von biefen Punkten an alle dem obigen 4 Seit 
eingefchriebenen Kurven II ziehen fann, nad 274 wiederum biejelbe 


Kurve 
folgen: 


K,; als Anwendung hievon mögen einige Beijpiele bier 


279. Alle Kurven, die demfelben Rechtecke eingejchrie- 
ben find, erjcheinen von den Punkten besjelben Kreiſes un- 
ter rechtem Winkel. 

280. Zieht man um ein Parallelogramm eine beliebige 
Hyperbel, jo liegen die 4Eden eines Parallelogramms, 
defjen Seiten den Ajymptoten der Hyperbel parallel jind 
und dag irgend einer dem gegebenen Parallelogramm einges 
fchriebenen Kurve II umfchrieben ift, ftets auf einer und 
derjelben Kurve II. 

281. Zieht man von 2 Punkten, die gleichweit von 2 
Gegenecknes eines einer Kurve II umjchriebenen 4 Geits, 
resp. von ihrer Mitte, entfernt find, 2 Tangentenpaare an 
irgend eine dem 4Geit eingejchriebene Kurve II, jo liegen 
die 4 Schnittpunfte berfelben auf einer und derſelben Hyperbel. 

g* 
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deren eine Wjymptote der Berbindungslinie der fraglichen 

Gegeneden parallel ift. 

282. Betrachten, wir nun einen Xheil diejes jo eben ent: 
wicelten Gages 274 (und 275) nod) etwas näher, indem wir ibm 
folgende Faſſung geben: 

Zieht man von 2 Punkten ST, die durd 2 Gegeneden 
MN eines volljtändigen 4Geits abed harmoniſch getrennt 
jind, Tangenten an alle möglichen, dem 4 Seit eingejchriebe- 
nen Kurven II, jo liegen deren Berührungspunfte auf einer 
Kurve II K,, welde dur die 4 von NN verjciedenen 
Eden des Seite, jowie durd S und T gebt. 

Bor allem leuchtet ein, dak wenn A irgend ein Puntt 
diefer Kurve K ift, dag dann SA u. TA die beiden Tan- 
genten an diejenigen 2 Kurven RK u. K, des Kurvenſyſtems 
abed find, weldje abed berühren und durd A geben. 

Es ijt diefes nämlich eine unmittelbare, d. h. felbjtverjtänt- 
lide Folge von 274. 

Man kann nun diejelbe Betradtung auf die 3 Paare von 
Gegenecten des 4Seits abed anwenden und gelangt auf diefem 
Wege zu nachfolgenden interejjanten Refultaten: 

Legt man durd) je 2 Paare von Gegeneden eines volljtän- 
digen 4 Seits je eine Kurve IL, welde noch außerdem durch den 
fejten Punkt A gebt, jo erhält man 3 folde Kurven KK, Ky, welche 
je die Verbindungslinie des ten Paares von Gegeneden in 2 Punt: 
ten jchneiden, die durch diefe Gegeneden harmonifch getrennt find, 
wir bezeichnen diefe Scynittpunfte entjprechend durd) STS,T, ST;. 
Nun jtellen nad) dem, was joeben noch befonders hervorgehoben wurde, 
SA TA S,A TA 5A T,A die Tangenten derjenigen Kurven Il 
des Syſtems abed dar, weiche außerdem nod) durdy den feften Punkt 
A geben, da es aber nach 188 nur 2 folde Kurven K u. K, giebt, 
jo folgt hieraus unmittelbar folgender Gag: 

Bon den 6 Punkten STS,T, ST, liegen 3 (wir nennen 
fie SS,S,) und dann nod einmal 3 (nämlih TT,T,) in je 
einer Geraden, 

Je 2 der obigen Kurven KK,K, haben auger A aud je ein 
Paar Gegenpunfte des 4 Seits abcd gemein; bezeichnen wir nun 
den Schnittpunkt, den außerdem nod) Ku. Ky, gemein haben, durd 
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Re :c., fo folgt ganz auf diefelbe Weife wie foeben, daß die Gerade SR, 
identifch fein muß mit T,R,*), ebenfo find TR,u.S, Ro, SR, u. T>R,, 
TR, u. SR,, SR u. TR, TR u. SR je ein Paar identijche 
Gerade, indem jedes folde Paar ein und diefelbe Tangente einer 
Kurve des Kurvenfyjtems abed daritellt. Wendet man nun hierauf 
ven Sat 30 b an, fo erhält man unmittelbar folgenden Sat: 

Die 3 Schnittpunfte RR,R, von je 2 der Kurven KK,K, 
liegen in einer Geraden, welche die beiden oben erwähnten 
Geraden SS,S, u. TT,T, in 2 Punkten jchneidet, in welchen 
beide von einer neuen Kurve II berührt werden, welche dem 
Polardreieck des 4 Seits abed eingejchrieben ift. 

Der reciprofe Sak lautet: 

283. Sind KK,K, 3 verjchiedene Kurven II, von denen jede 
die Gerade a, und außerdem 2 Paar Gegenjeiten des 4 Ecks ABCD 
zu Tangenten hat, bezeichnen wir ferner die 3 Paare Tangenten, 
welche von den 3 Gefen des zu ABCD gehörigen Poldreieds je an 
diejenigen ber 3 Kurven KK, Ky fic ziehen lajjen, welche die zu 
jenem Ge gehörigen Gegenfeiten nicht berührt, durch st s,t; Sata, 
und die 3 Tangenten, welche je 2 ber 3 Kurven KK,K, nod) 
außerdem gemein haben, durch rryr.**), jo gilt hinfichtlich diejer 
Elemente folgendes: 

Es jchneiden fic) 1) ssys., 2) ttyt, 3) rryr, 4) str, 
5) tsıra, 6) stor;, 7) tsor;, 8) sytor, 9) tysor in je einem 

Punkte, und außerdem ftellen die VBerbindungslinien der Puntte 

1) und 3), fowie aud) 2) und 3) die beiden Langenten einer 
neuen Kurve II dar, weldye auger durd) 1) und 2) nod 
duch die 3 Eden des gu ABCD gehörigen Polardreiects 
geht. 

284. Haben 2 4Ede dasjelbe Polbdreiect, jo liegen ihre 
8 Eckpunkte auf 1 Kurve II K. 

Legt man nämlich durch die 4 Ccfpuntte ABCD des einen, 
und 1 Eckpunkt A, des andern eine Sturve II, jo ijt das gemein- 


*) Mit S, Rz fan fie deßwegen nicht identiſch fein, weil SSS, durch A 
geben. 

*) Hinfihtlicd) der Art d. h. der Symetrie der Bezeihung fer auf die Ent: 
widlung von 282 verwiejen. 
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fame Poldreieck ber beiden 4 Ede für dieje Kurve ein abjolutes 
Polardreiec, daher muß nothwendig auch jeder Eckpunkt des ten 
4 Ecks auf diefer Kurve liegen. (Vergl. hiegu 256 2c). 

285. Haben 2 4GSeite dasjelbe Polardreieck, jo berith- 

ren ihre 8 Seiten eine und diejelbe Kurve IL 

Schneiden fih 2 Kurven I Ku. K, in 4 Punften ABCD, 
fo ift das Poldreie des 4Ecks ABCD und das Polardreied der 
beiden 4 Seite, weldhe durch die 4 Tangenten von K einerfeits, und 
von K, andererjeit in ben 4 Punkten ABCD gebildet werden, 
nad 18 identijd); hieraus folgen nun in Verbindung mit 284 u. 285 
unmittelbar folgende 2 reciprof verwandte Gage: 

286. Die 8 Tangenten, welche fid in den 4 Schnitt- 
puntten 2er Kurven II an biefe 2 Kurven ziehen laſſen, be 
rühren eine Ste Kurve IL. 

287. Die 8 Berührungspunfte auf den 4 gemeinfchaft 
lichen Zangenten 2er Kurven TI liegen auf einer neuen 
Kurve IL. 

288. Sind KK, 2 beliebige, bem 4 Seit abod einge 
ſchriebenen Kurven II, jo liegen ihre 4 Schnittpunkte ſtets 
mit jedem Paar Gegeneden bes 4 Seits abed in einer 
Kurve I K. 

Aus 131 ijt zu erfehen, dag die 2 Gegenedten AA, bes bei- 
ben Kurven umfchriebenen 4Seits durch die beiden Eden besK u.K, 
gemeinjamen abjoluten Polardreiecks harmoniſch getrennt find, daher find 
in bem involut. Gebilde, das auf AA, durch die Gegenfeitenpaare 
dieſes gemeinjamen 4 Ecks erzeugt wird, zugeordnete Elemente, 
woraus ber Sat unmittelbar aus 9 folgt. 

Der reciprofe Sak lautet: 

289. Sind KK, dem 4 Ed ABCD umjchrieben, fo lie 
gen ihre 4 gemeinjamen Tangenten mit jedem Paar Gegen- 
feiten des 4Ecks in einer neuen Kurve II. 

An bie legten Entwiclungen 256 rc. jchliegen fic nun nod 
unmittelbar nachfolgende Betrachtungen: 

290. Wir bezeichnen f. Fig. 36. je die 3 Paar Gegenpuntte des 
4 Seits abed burd LLÄ,MM,NN,, das Polardreiect desjelben durch 
PQR. Nun jcheiden fich die fammtliden dem 4 Seit eingejchrie: 
benen Kurven II in 3 Gruppen, indem alle Kurven besjelben Sy: 
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jtems basjelbe Eck des für alle abjoluten Polardreieds PQR ein: 
Ichliegen. Keine Kurve eines diefer 3 Syſteme hat mit irgend einer 
Kurve eines der andern Syfteme einen Punkt gemein, während je 
2 Kurven desjelben Syitems fid) in 4 reellen Punften jchneiden, 
(j. I. Th. 194 V.a) Wir bezeichnen diefe 3 Syfteme durd 
RoR, . . Mig Ky... Roo Ma, .... Die in 282 bejprodenen 3 Kur: 
venſyſteme, welche je 2 Paaren von Gegeneden des 4 Seits abcd 
umjdrieben find, bezeichnen wir mit KyKy... Kyo yy... KooKoy.... 
Nun treten, wie theilweife jdon erwiejen, bei diejen Gebilden fol- 
gende Lagenverbaltnijje hervor; 1) Sede Kurve K eines dev 3 erjten 
Syjteme hat PQR zum abfoluten Polardreiec, während für alle 
Kurven je eines der 3 legten Syſteme gerade 1 und nur 1 Ge die- 
fes Dreiecks Pol der Gegenfeite ift, und zwar ijt für das Syſtem 
MM,NN, P ol von QR, für das Gyjtem LL,MM, Q Pol von 
PR für das Syjtem LL,NN, R Pol von PQ. 

2) Sede Kurve K eines der 3 erjten Syiteme wird von allen 
Kurven desjelben Syitems je in den 4 Punkten eines 4Ecks ge 
ſchnitten, von dem je ein Paar Gegenfeiten zugeordnete Strahlen 
eines involut. Strahlenbüjchels bilden, deſſen Ordnungsjtrablen 2 
Seiten des Polardreieds PQK bilden. 3) Hat irgend eine Kurve 
Ky eines der3 legten Syſteme mit irgend einer Kurve My eines ber 3 
erjten Syſteme den Punkt Agemein, fo muß fie immer auch nod einen 
2ten Punkt mit ihr gemein haben, der durd das Ed P und die 
Gegenjeite QR des Dreiecks PQR von ihm harmoniſch getrennt tft, 
welde nad) 1) gegenjeitig Pol und Polare für die Kurven des 
fraglihen Syſtems darjtellen. Mit andern Worten fann man 
2) und 3) fo ausprüden: während von einem gemeinjam einge- 
fchriebenen LEE Ry K, je ein Paar Gegenjeiten in einem Ede des 
Dreiecks PQR fic) jchneiden, ijt diefes für ein gemeinjames 4 Eck 
Ko K, bloß je für ein Paar der Fall. Hieraus folgt nun unmit- 
telbar: 4) Geht eine Kurve K eines der 3 legten Syfteme, durd 
ben Schnittpunkt ber 2 einzigen durch diefen Punkt möglichen Kur: 
ven RK, RK, eines der 3 erften Kurvenſyſteme, jo geht fie auch nod 
burd einen C der 3 übrigen Schnittpunfte von RyRy, wobei AC 
durch einen der 3 Punkte PQR geht. Hiebei ift ed nun interejjant 
5) daß biefe K in 4) ftets durd die Pole von AC in 
Bezug aufRNou.K, geht, wie nachfolgende Betrachtung zeigt: Sind 


=) — 


SS, die Sdnittpuntte von K und LL, (mobei wir annehmen, dak 
K zu dem Syſtem gehört, für welches P der Pol von LL, tft) 
fo ijt, da in der Kurve K MM,.NN,.SS.S,S, eine Snvolution 
ift, deren Snvolutionscentrum P und deren Snvolutionsare LL, ijt, 
im Strablenbiijdel A (oder M A (MM,.NN,.SS.S,S,) eben: 
fall eine Snvolution d. hd. AS u. AS, find die Orbnungsitrablen 
des involut. Strahlenbüfchels, für ben AM u. AM,,AN u. AN, 
je ein Paar zugeordneter Strahlen ijt, d. §. nach 189 die Geraden 
AS u. AS, jtellen die beiden Tangenten der 2 einzigen durdh A 
gehenden Kurven des Syſtems abed dar, woraus der Sat folgt. 


Es möge hier nod) der reciprofe Sak in Kürze folgen: 
291. Alle einem 4c ABCD umjdriebenen Kurven II 
jcheiden fid) in 3 Gruppen Kos ..Kıoflır. . Moga, ..., in: 
dem alle Kurven eines Syſtems dasjelbe Ee des zum 4Ed 
gehörigen Polardreiets PQR einichliegen. Se 2 Kuren 
desjelben Syſtems haben ein reelles gemeinjam nmijchriebenes 
4 Seit, während feine Kurve mit einer eines andern Syſtems 
eine reelle gemeinjchaftlihe Tangente hat. Jedes Paar Ge: 
geneden eines Zen Kurven KiKe gemeinfam umjchriebenen 
4 Seits bilden 2 zugeordnete Punkte einer in einer Seite 
des Dreiecks PQR enthaltenen Snvolution, deren Orb: 
nungselemente die Eden diejes Dreieds find. Bezeichnen 
wir mit KoK,...KioKy,... KogKo,... diejenigen 3 Kurven: 
ſyſteme, von denen jedes je 2 Paaren von Gegenfeiten des 
4Ecks ABCD eingejchrieben ijt, jo haben je 2 Kurven wie 
RK, u. Ko, von denen die eine dem einen, die andere dem andern 
Kurvenfyfteme angehört, ein gemeinjam umfdriebenes 4Seit, 
von dem ein aber auch nur ein Paar Gegenecfen auf einer der 
Seiten des Poldreiecks PQR liegt, und zwar ändert fic dieje 
Seite mit den 3 Syftemen K, fo dak zu KK, die eine, 
zu RR, Kio, die 2te zu RK, Koo die Ste Seite gehört. Sind 
KiKe die 2 Kurven eines der 3 erjten Syiteme, welche die 
Gerade a berühren (j. 188), und ift K die Kurve der 3 leg: 
ten Syſteme, weldje die a ebenfalls zur Tangente hat, jo 
haben R, RK auch nod) eine 2te Tangente e gemein, melde 
die a in einem Punkte einer der Dreiecksſeiten PQR ſchnei- 


— 121 — 


det, bvabei find die Bolaren bes’ Schnittpunftes ac 
für 8, und für Ke Tangenten von K. 

292. Ehe dieje Entwiclung weiter fortgeführt wird, foll bier 
eine damit nahe verwandte Betrachtung eingefügt werden, die we- 
jentlich dazu beitragen wird, bie bieher gehörige Neihe von Sägen 
zu vervolljtändigen: 

Sind KK, 2 Kurven, die die 4 Punkte ABCD gemeinjam 
haben, ſ. Fig. 37 und projicirt man das KurvengebildeK, (a By...) 
auf die Kurve K aus den beiden Punften A und B, jo erhält 
man entjprechend in dem Trager K 2 projekt. Kurvengebilde K 
(abc...) = K (a, byc,...), welche offenbar die beiden Punkte C 
und D gemein haben. Qn Folge dejjen ijt aber aud) Strahlen: 
büfchel A (a,b,c, ...) = B(abe...), ohne perfpeft. zu fein, und die 
jelben erzeugen daher eine Kurve II Ky, welche offenbar ebenfalls 
durh die 4 Schnittpunfte ABCD von KK, geht. allt daher 
auger diefen 4 Punkten ABCD von K, nod 1 Punkt a, von Ke 
mit 1 Punft von Ky zufammen, jo find diefelben identisch. 

Zuj. 1. Unter diejer legten Vorausfegung d. b. wenn Ky 
u. K, ibentifch werden, ift num ferner aber unmitelbar einleuchtend, 
nicht nur, dag @ u. a, entiprecyende Punkte Zer projekt. fondern 
auch 2er involut. Rurven-Gebilde in K, find, und ganz auf bie 
jelbe Weiſe ergiebt fic, daß dafjelbe Statt findet für a und a, in 
Bezug auf K. Sucht man dabei das Anvolutionscentrum für das 
erjte involut. RKurvengebilde, jo findet man, daß es der Pol S von 
CD in Bezug auf K, tft, während das Qnvolutionscentrum für 
das 2te involut. Kurvengebilde der Pol S, von CD fürK darſtellt. 

Rückt @ dem B (oder A) unendlid) nahe, jo fällt aud) a nad 
B (oder A), während a, in die Tangente der K, in B (oder A) 
zu liegen fommt; da fid) diefelbe Schlußfolge aud) auf a anwen— 
den Lagt, jo folgt hieraus, daß S den Pol von AB für K und 
umgefehrt dann aud) S, den Pol von AB für K, darftellt. 

werner haben nun dieje beiden Kurven K und K, nod die 
charakteriſtiſche Eigenſchaft, daß jeder Strahl von S fowohl als 
von S, die beiden Kurven in 2 Punktenpaaren fchneidet, von denen 
die Punkte des einen durch die des andern harmonisch getrennt 
find. Es folgt diejes namlid) unmittelbar aus 243 Ruf. 2: denn 
jegt man an die Stelle von K, in der Entwidlung von 243 un 


— 122 — 


jere hiefige K, (oder K), fo findet man eben nad) 243 eine Kurve 
K, welche die Gigenfchaft bat, daß fie durch ABCD gebt und in 
CD die Geraden SC SD (oder S,CS,D) berührt, die alfo nad 
der obigen Entwidlung mit K, (oder K) zufammenfällt. 
Erndlich leuchtet nod) ferner ein, daß unter der obigen Bor- 
ausfebung nun ftets immer aud) C u. D der K u. Ky gegenüber 
diefelbe Stelle einnehmen, wie A u. B bd. h. dag aud Cu. D ein 
Paar Gegenecfen eines 4 Seits darjtellen können, von dem das eine 
der beiden andern Paare auf K das Ste auf K, liegen; denn ziebt 
man bie Geraden Ca u. Db, ober Ch, u. Da, fo müfjen fich, da 
ab, in Bezug auf K, fonjugirte Punkte auf einer der CD fonju- 
girten Geraden Sa find, |. Fig. 37. b., dieje beiden Paare von Gera- 
den nad) 79 je in einem Punkte vonK, fic) jchneiden w. 3. b. w. 
Wir fallen diefe Sage aljo zujammen : 
293. Hat man 2 Kurven II KK,, von denen jede durch 
2 Paare von Gegeneden eines 4 Seits gehen, während fie 


ER beide nur ein Paar diefer Gegeneden AB Fig 38° gemein 


haben, und find CD ihre beiden übrigen Schnittpunfte, jo 
fommen ihnen folgende Gigen{daften zu: 

1) Es giebt unendlich viele 4 Seite, deren Iſtes Paar 
Gegeneden A u. B ift und deren 2teé Paar auf K und 
beren 3te8 Paar auf K, liegen. 

2) Es giebt ebenjo unendlich viele 4 Seite, deren Lites 
Paar Gegeneden C und D und deren 2tes Paar auf K und 
deren Stes Paar auf K, liegen. 

3) Der Pol S von AB für K tft der Pol von CD für 
K, u.der Pol S, von AB für K, ift der Pol von CD fürK. 

4) Seder Strahl von S und 8, fdneidet Ku. K, in 4 
Punkten eines harmonischen Wurfes. 

5) Bon jedem diejer 4 Seite geht die eine Diagonale 
aa, durd den Pol von AB, die andere burd den Pol 
von CD. 

Auf. 1. Es verdient hervorgehoben zu werden, dak, wenn 
in Bezug auf 2 Kurven KK,, deren Schnittpunfte ABCD 
find, ber Pol S von AB für K zugleich der Pol von CD 
für K, ift, dann immer umgefehrt zugleich ber Pol S, von 
CD für K ber Bol von AB für K, ift. 
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Da nämlich nach 255 die beiden Pole von ABu. von CD fiir Ku. K, 
je durch 1 Paar Gegeneden bes den Kurven K u. K, gemeinjam 
umfchriebenen 4 Seits harmonisch getrennt fein müfjen, jo muß 
nothwendig wenn einer der beiden liten Punkte mit einem der 
beiden letzten gufammenfallt, diefes auch mit den beiben andern der 
4 Punfte der Fall fein. 

Ruj. 2. Es leuchtet unmittelbar ein, dak wenn einer ber 
5 in 293 angeführten Fälle für 2 Kurven KK, eintritt, 
wobei nod) der in Zuf. 1 enthaltene Gag mit in Betracht 
gezogen werden muß, alddann nothwendig aud) alle übrigen 
eintreten. 

Zuſ. 3. Der Sab 293 lätzt fic) nun ferner nod) in andrer 
Weife etwas erweitern. 

Es jind nämlich von ber Kurve K, in unferm allgemeinen 
Sage, deffen Bezeihnungsweile hier vollfommen beibehalten werden 
joll, offenbar 8 Stücke gegeben, deren genfeitige Lage den Anhalt 
unjres Gages ausmaden, nämlich die 4 Schnittpunfte ABCD 
von K u. K, und die 4 Tangenten SC SD S,A 8,B in biefen 4 
Schnittpunkten. Und es ijt nun ganz allgemein zu erkennen, daß, 
wenn von diejen 8 Stüden nur 5 befannt find. Die 3 übrigen 
dann unmittelbar dadurch beftimmt find. Es find hierin folgende 
walle enthalten: 

Eine Kurve K,, welde durch ABCD geht und SD (oder 
resp.SC) zur Tangente hat, hat aud) SC (oder resp. SD) fo wie 
S,A u.8,B zu Tangenten. 

Eine Kurve 8, die durch ACD geht und SC und SD zu 
Tangenten hat, geht aud) durd B und hat SA und SB zu 
Tangenten. 

Eine Kurve K,, die durch ACD geht und SC u. SA zu 
Tangenten hat, geht auch durd B und hat SD u. S,B zu Tan- 
genten. 

Denkt man fic nämlich in all den erwähnten Fällen eine 
Kurve II K,, welche durch ABCD geht und fucht nun nach 248 
Zu. 2 die Kurve K, deren Punkte von ben Punkten von K, durd 
K harmoniſch getrennt find, fo ijt diefe immer eben nad) der citir- 
ten Nr. mit K, und, wie alsbald zu erfehen, mit derjenigen iben- 
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tiſch, die durch die Beſtimmungsſtücke, wie fie in den letztange— 
führten 3 Fällen angegeben wurden, vollfommen firirt ijt. 

Zuf. 4. Durch dieje legte Betradtung ijt nun zugleich 
erwiefen, daß durch 4 Punfte ABCD einer Kurve I K fid 
immer eine Kurve II K, legen lajje, von der Befchaffenbeit, 
daß für einen leicht zu ermittelnden Punft S oder 8, alle Strab- 
len beide Kurven in einem harmonijchen Wurfe jchneiden, doch joll 
hier diefer Beweis nod auf andere Weife, nämlih im Anſchluß 
an 243 Auf. 2 geführt werben. 

Aus 243 Ruj. 2 ift aber zu erfelhen, daß wenn burd den PolS 
irgend einer der 6 Geiten des 4 Eds ABCD eine Gerade fid le 
gen läßt, auf der 2 Punkte aa, liegen, die 1) durd die Schnitt: 
punfte bb, mit K harmonisch getrennt find und 2) zugleich mit 
ABCD in 1 Kurve fic befinden, alsdann die fragliche Aufgabe gelöft, 
d. h. die Kurve K, gefunden ift. Betrachtet man nun aber auf irgend 
einem Strahl von S die Involution, für weldye bb, die Ordnung: 
elemente und ferner die Snvolution, für welche je2 Gegenjeiten des 
4 G8 ABCD durdy je2 zugeordnete Punkte gehen, fo ift zu erjeben, 
daß das Punktenpaar, das für beide Involutionen zugeordnete 
Punkte darftellt, der Aufgabe genügt; da man nun den Strahl von 
S immer fo wählen fann, dap die eine Snvolution, deren Ordnungé: 
elemente bb, find, imagin. Orbnungselemente hat, da ja S als Pol 
einer Seite des eingejchriebenen 4 Ecks ABCD außerhalb K liegt, 
jo folgt aus I. Th. 75 b. daß die fragliche Kurve immer reell fei, und 
zwar erhält man 3 folde Kurven, indem jedes Paar Gegenjeiten 
diefelbe Kurve liefert, und zu jeder diefer 3 Kurven gehören 2 
Punkte S u. S, welche die Cigenfdaft haben, daß ihre Strablen 
von ben beiden Kurven in einem harmonischen Wurfe gejchnitten 
werben, Ddiefe 3 Paar Punkte jind die 3 Paar Gegenpunfte des 
zu ABCD gehörigen ber K umjchriebenen 4 Seite. Dak dieje 3 
Kurven und diefe 6 Punkte allein die fragliche Cigenfdaft befigen, 
folgt unmittelbar aus 243 und 293. 

Ein bejonderer Fall diefes Satzes 293 lautet, gejtügt auf 
Ruj. 2: 

294, Zieht man von einem Punkte S aus an einen 
Kreis K, 2 Tangenten und zieht nun einen Kreis K durd 
den einen Geriihrungspuntt A (oder B), deffen Mittelpunkt 
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8 iſt, fo geht derſelbe auch entſprechend durch den an— 
dern Berührungspunkt B (oder A) und der Mittelpunkt S, 
ift Pol von AB für K; dabei find die Schnittpunfte aa, 
eines jeden Strahles von S oder S, mit K harmonifd ge 
trennt durch die Schnittpunfte bb, deſſelben Strahles mit K,. 
endet man auf den legten Theil diejes Satzes noc) die Nr.25 
an, jo erhält man als befondern Fall den befannten Gag: 

295. Zieht man durd irgend einen Punkt S Sefanten 
a... an einen Kreis K, fo ijt das Produft aus den Ab: 
jtänden der beiden Schnittpunfte von aK von S eine fon- 
ftante Größe und zwar gleid) dem Quabrate der an K von 
S gehenden Cangenten. 

Reciprof zu 292 ijt folgender Gab: 

296. 1) Sind KK, 2 Kurven II, von denen K den 2 Paar 
Gegenfeiten aa, bb, K, den 2 Paar Gegenfeiten aa, ce, 
eines 4Ecks eingejchrieben ift, jo giebt es unendlich viele 
4 Ede, für die aa, ein Paar Gegenjeiten find und von be- 
ren 2 anderen Paaren das eine die K das andere die K, 
berührt. 

2) Sind dd, die beiden gemeinjamen Tangenten, die K 
und K, auger a u. a, gemein haben, fo gilt unter der 
Borausjegung von 1) dafjelbe von dd,, was dort in Bezug 
auf aa, ausgejprochen wurde, d. h. e8 giebt auch unendlich 
viele 4 Ede, deren 1 Paar Gegenjeiten dd, ijt, während 
das 2te Paar die K, das Ste die K, berührt. 

3) Die Polare s des Schnittpunftes aa, in Bezug auf 
K ift zugleid die Polare von dd, für K, und umgefebrt 
ijt die Polare des Schnittpunftes dd, für K zugleich die 
Polare von aa, für Ky 

4) Bon jedem Punkt von s und von s, gehen an K 
und K, 2 Paare von Tangenten, von denen die Strahlen 
bes einen Paares durd) die Strahlen des andern harmoniſch 
getrennt find. 

5) Die beiden Schnittpunfte bb, u. cc, liegen ftet8 auf 
den beiden Polaren s u. s, von aa, u. ddı. 

297. An 293 jchließt fi) unmittelbar folgende Betrad)- 
tung und Entwidlung an; 
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Einen Theil von 298 Zuſ. 2 kann man alſo ausdrücken: 
Wählt man einen beliebigen Punkt 8 außerhalb der Kurve IT K 
und zieht von ihm aus Tangenten an K, deren Berithrungspuntte 
aa, heißen mögen, fo liegen aa, mit 2 beliebigen Punften AB von 
K in einer Kurve I K, weihe SA u. SB zu Tangenten bat. 
Wählt man eine 2te durd AB gehende Kurve II K,, die mit K 
außerdem noch die Punkte CD gemein haben möge, fo liegen bie 
Berührungspunfte bb, der von S an K, gelegten Tangenten auf 
einer Sten Kurve K,, die ebenfalls SA u. SB zu Tangenten bat. 
Man kann fid) nun die Frage aufwerfen, wann die beiden Kurven 
K u. K, in eine zufammenfallen, und man erhält die Beantwortung 
in folgendem Gage: 

Zieht man von einem Punkte S der gemeinfdhaft 
lihen Sehne CD eines Kurvenſyſtems ABCD an alle 
Kurven diejes Syſtems Tangenten, fo liegen deren Be 
rührungspunfte aa, bb,... ineiner Kurve II K, welche die 
SA u. SB zu Tangenten bat. 

Bezeichnet man nämlich aud) für den hier angenommenen 
Fall, dag S auf CD liegt mit K u. RK, die 2 Kurven, welde SA 
und SB in A u. B berühren, und von denen die erjte die Be 
rührungspunkte aa, auf K, die andere die Berührungspunfte bb, 
auf K, enthält, fo müfjen (292) auf jedem Strahl von S bie 
Schnittpunfte von K durd) die von K und die Schnittpunfte von 
RK, durd die von K, harmonisch getrennt fein, und außerdem ift 
für K fowohl als für RK, S ber Pol von AB. Betradtet man 
daher den Strahl SC von S, fo müfjen die Schnittpunfte von K 
fowohl als auch die von K, mit diefem Strahl die Ordnungspuntte 
derjenigen Involution fein, in derCD einerjeits, S und der Schnitt: 
punct von AB anbererfeits zugeordnete Punkte darjtellen. Es muß 
aljo Ku. K, die SC in denjelben Punkten jchneiden, und beide 
Kurven daher identijd fein. Zu gleicher Zeit läßt die Betrachtung 
bes Strahles SC erkennen, daß bei anderer Lage von SK u. K; 
verfchieden fein müfjen. 

Der zu 297 reciprofe Sag tft: 

298. Zieht man durch irgend eines der 6 Eden z.B. ab eines 
einer Kurve II K umjchriebenend Seits abcd eine Gerade s und 
zieht nun in den Schnittpunkten derjelben mit allen Kurven 
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des bem 4 Seit abcd eingeſchriebenen Kurvenſyſtems die 
entſprechenden Tangenten, jo umhüllen dieſe eine Kurve II K, 
welche die a und b in den Schnittpunkten derſelben mit ber 

s berühren. 

Wir fnüpfen nun wieder unmittelbar an 282 und 290 an, 
indem wir die Refultate der legten Gruppe von Sätzen auf die 
dortigen Entwidlungen anwenden. 

299. Aus der Entwidlung von 290 x. hat fic) ergeben, 
dak unter Beibehaltung der dortigen Bezeichnung und der Fig. 37 
S der Pol von CD für K, und der Pol von AB für K und eben 
fo, daß S, der Pol von AB für K, und von CD für K ft. er: 
ner ijt aber aud) wegen bes ver K eingefchriebenen 4 Ecks AB aa, 
und wegen bed ber Kzeingejchriebenen 4 Eds ABaa, au, u. ay 
fowohl in Bezug auf K als auf K, einander fonjugirt; hieraus 
folgt aber unmittelbar folgender Gab: 

Sind K u. K, 2 verjchiedene Kurven II, von denen jede 
2 Paaren von Gegeneden eines 4 Seits umjchrieben find, 
namlid) K ben 2 Paaren AB u. aa, K, aber den 2 Paa- 
ren AB u. «o,, fo jchneiden fie fich ftets nod in einem 
Paar Punkten CD deren Berbindungslinie den Strahl aa, 
in dem Pol von aa, in Bezug auf K,, fowie den Strahl 
aa, in dem Pole von aa, in Bezug auf K jchneibet. 
300. Wir wenden nun biefen Sat und ben Sak 293 auf 
3 Kurven II an, indem wir zugleich der Symetrie wegen eine an- 
dere Bezeichnung einführen, deren Bebentung die Betrachtung ber 
Fig. 88. alsbald erkennen lafjen wird: | 
Sind KK, K,3verjchiedene KurvenIl, derenjede 2 Paaren von 
Gegeneden eines 4 Seits umfdrieben ift, nämlih K dem 4 Ed 
ABA,B,, K, bem 4Eck AC A,C, und K, dem 4Eck BCB,C,, fo 
fchneiden fid) je 2 derfelben nod) in einem Punktenpaare nämlich: 
a) KK, in MN (ober aa,) wobei nach 299 MN bdurd ben 
Pol von BB, in Bezug auf K, der auf CC, liegt, und durch 
den Pol von CC, in Bezug auf K,, der auf BB, liegt, 
gehen muß. 

b) KK, in PQ (ober bb,) wobei ebenfo PQ durd ben Pol 
von AA, in Bezug auf K, der auf CC, liegt, fowie durch 


den Pol von CC, in Bezug auf Ko, der auf AA, liegt, 
geben mug. 

K,K, in RS (oder cc,) wobei ebenfo RS burd den Pol 
von AA, in Bezug auf K, der auf BB, liegt, jowie durd 
den Pol von BB, in Bezug auf K,, der auf CC, liegt, 
gehen muß. Nun giebt es nad) 293 2) für je 2 diefer 3 
Kurven II je nod eine Schaar von 4 Seiten, deren 3 Paar 
Gegeneden auf beide Kurven fic) vertheilen , jo jedoch, 
dag ein Paar Gegeneden in einer jener 3 bier oben er: 
wähnten gemeinjchafttichen Chorden aa, bb, cc, (d. 6. MN 
PQRS) enthalten find. Betrachtet man nun dieje 4 Seite 
näher, jo ergiebt fid) aus 293 5. 

KK, beitimmen 4 Seite aa, P,Q,;R,S; wobei P,Q, durd 
den Pol von AA, für K,und R,S, durd den Pol von 
AA, für K, geben muß. 

e) KK; beftinmen 4 Seite M,N, PQ R,S,, wobei M,N, 
durch den Pol von BB, für K und RS, durch den Pol 
von BB, fiir Ky geben mug. 

f) K,K; beftimmen 4 Seite M,N.P.Q RS, wobei M,N, durd 
ben Pol von CC, für K, und P,Q. durd den Pol von 
CC, für K, geben muß. 

Vergleidt man nun das Refultat in d) mit dem in b) fo 
erfieht man, daß die beiden Schnittpunfte von KK, in b) gerade 
der Bedingung entiprechen, welche das auf K liegende Baar Gegen- 
eden des 4Seits, dejjen Eden nad d) auf KK, liegen, erfüllen 
müſſen. 

Vergleicht man ebenſo das Reſultat in e) mit dem in a) fo 
erfieht man, daß das 4 Seit, deffen 3 Paar Gegenfeiten auf KK; 
vertheilt find, und für das die Schnittpunfte PQ (oder bb,) von 
KK, das auf beide Kurven liegende Paar Gegeneden find, MN 
(oder aa,) ein Paar Gegeneden auf K darjtellen können. Das 
4 Seit, defjen 2 Paar Gegeneden daher aa, (oder MN) und bb, 
(oder PQ) find, und das aljo vollfommen firirt ift, muß daher ein 
Stes Paar Gegeneden haben, das fowohl auf K, als K, liegen 
und daher mit bem RS (oder cc,) von c) identifd fein mug. Es 
ift auch alsbald zu erjehen, daß jowohl R,S, von d) als R,S, von 
e) der Bedingung von RS in ec) entſprechen. 
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Hieraus folgt nun der Sab: 
301. Sind 3 Kurven II den 3 durd ein 4 Seit beftimmten 
einfahen 4 Eden umjchrieben, jo bilden die 6 von den 6 
Eden AA, BB, CC, bes 4Seits verichiedenen Schnittpunfte 
aa, bb, cc, derjelben, ebenfalls die 6 Ecken eines vollftän- 
digen 4 Seits. 
Hiebei Teuchtet alsbald ein, dah die beiden foeben erwähnten 
4 Seite in vollfommener Wechjelbeziehung zu einander ftehen, fo 
daß man von bem 2ten auf diejelbe Weife zum liten gelangen kann, 
auf welche umgefehrt das 2te aus dem Iften erhalten wurbe. 
Berbindet man hiermit die Reſultate der Entwidlung in 
293, fo erhalten wir den Gag: 
302. Die 24 Tangenten in den 12 Schnittpunften von 3 
Kurven II, welche den 3 einfachen 4 Eden eines 4 Seits (V) 
umfdrieben find, jchneiden fid) zu je 4 in 6 Punkten S, 8, 
535, S, Sy Dieje 6 Punkte liegen auf den 6 Seiten der‘ 
beiden Polardreiede, die zu dem 4 Seit (V) u. zu demyje- 
nigen 4 Seit (V,) gehören, dejjen 6 Eckpunkte nad dem 
legten Gage die 6 von den von (V) verfchietenen Schnitt= 
puntte der gegebenen Kurven barjtellen, und zwar liegen auf 
jeder diejer 6 Dreiedsfeiten 2 der 6 erwähnten Punkte ver 
Art, dak in jedem derfelben fic) 2 diefer 6 Seiten fchneiden. 
Es jftellen nämlich) |. Fig. 39. AA, BB, CC, die 3 Seiten 
des einen Polardreieds, aa, bb, cc, die 3 Seiten des andern Po- 
lardreied8 bar; und es jchneidet nun die Seite AA, die Seiten 
bb, u. cc, in den Punkten S,S;, wobei 8; der Pol von BB, für 
K, und ber Pol von bb, für K, S, der Pol von CC, für Ky und 
der Pol von cc, für K, ift; eben fo ſchneidet BB, die Seiten aa, 
und cc, in den Punkten S, u. S,, wobei S, der Pol von CC, für 
K, und ber Bol von cu für Ky, S, der Pol von AA, für K, 
und der Pol von aa, für K ijt; endlich jchneidet CC, die aay und 
bb, in den Punkten 82 und S wobei So der Pol von BB, für K 
und ber Pol von bb, für K,, S der Pol von AA, für K und ber 
Pol von aa, für Ky ift. 
Hieraus folgt aber ferner in Bezug auf dieje 6 Punkte SS, 2. 
alsald weiter nod, 
Pfaff, neuere Geometrie, I. 9 
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benn da, um att bie Ifte der hier aufgeführten 6 Behauptungen 
uns zu halten, Sp der Pol von BR, ift und zugleich auf aa, liegt, 
jo ift er von bem Punkte S,, der auf BB, und aa, zugleich Liegt, 
harmonisch getrennt. 

Anm. E8 möge bier der Volljtindigkeit wegen alsbald beigefügt 
werden, daß als unmittelbare Folge diefer hier gulegt angeführten 
Lagenverhiltnifje folgt, daß die 6 Punkte SS,S,8,8,8,; auf einer 
Kurve II liegen, in Bezug auf welche je 2 Gegenpuntte der beiden 
zufammengehörigen 4 Seite (V) u. (Vy) einander fonjugirt find, 
wie dieſes unmittelbar der nachfolgende Sat 308 erkennen läßt. 

303. Hinfichtlich der gegenjeitigen Lage der beiden zufammenge: 
börigen 4 Seite (V) u.(V,) findet nun nod) eine weitere merfwiir- 
dige Relation ftatt, die Gegenftand ber nachfolgenden Betrachtung 
fein foll. 

Denken wir uns das eine 4 Seit (V) alfo aud feine 3 Paar 
Gegenecten AA, BB, CC, und ebenfo K und endlich nod von dem 
4 Seit V, den einen Edpunft a feit, jo folgt hieraus unmittelbar, 
daß auch a, feft ift, denn e8 muß der Pol S, von aa, für K auf 
der feften BB, liegen. Die Annahme nod eines Eels 3. B. b von 
(V,) beftimmt nicht nur bas 4 Geit V, jelbft, fondern aud K, 
und K, vollftindig, mit der Veränderung von b ändert fich aber 
ſowohl (V,) als aud) K, u. Ko. Durchläuft b das Kurvengebilde 
K, fo durchläuft 6, dasjelbe K und es ift K (6...) involut. K 
(bi...) und 8 ihr Qnvolutionscentrum (ſ. wieder Fig. 38.) daraus 
folgt, daß bet veränderlihem b die 4 Seiten bes 4 Seits (V,) 4 
projekt. Strablenbiifdel darftellen, d. h. bag a (b...) m a (b....) 
m a (b...) w a (bi...). Betrachtet man nun ferner die Schnitt: 
punkte diejer Strahlenbüjchel mit den feften Seiten des 4 Seite 
(V), jo erkennt man alsbald, daß von den 4 geraden Gebilden, 
welche 1) Strahlenbüfchel ab, auf A,B 2) Strablenbüjchel a,b, auf 
auf AB, 3) Strablenbiijdel ab auf A,B, und 4) Strahlenbifdel 
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a,b auf AB, erzeugt, jedes jedem der andern perfpelt.. ift und gwar 
für dasjelbe Centrum der perjpeft. Beziehung, das durch 
den Schnittpunft von Aa u. A, a, dargeftellt ift. 

Es leuchtet ein, daß es genügt für 3 der hier angeführten 
4 Fälle die Richtigkeit der Behauptung nadjgewiefen zu haben. Es 
ift aber für 1) der Schnitt des Strablenbiifdels a (b,...) auf 
A.B projeft. bem Schnitt von a, (6,...) auf AB, weil a (b....) 
ma, (bi...). Denkt man fid b, nad) B gerückt, fo ift zu erjehen, 
daß die beiden geraden Gebilde aud) perjpeft. find, da B ein ent: 
iprechend gemeinfames Element derjelben ift, und denft man fich b, 
einmal nad A das andere Mal nad) A, gerücdt, fo erfieht man, 
bak das perjpeft. Centrum derfelben der Schnittpunkt von Aa und 
A, a ift. 

Ganz auf diefelbe Weife ergiebt fid) die Nichtigkeit von 2), 
man braudt nur B, mit B und b, mit b zu vertaufchen, um wart: 
lich denfelben Beweis zu haben. 

Was den Fall 3) anlangt, fo ift offenbar der Schnitt von 
A,B durch den Strahlenbiijdel a(b,.,.) projekt. dem Schnitte von 
AB, durd a, (6...) weil a (b,...) ma, (b...). Daß fie perfpett. 
find, d. h. daß der Schnittpunft C von AB, u. A,B ein entjpredhend 
gemeinfames Element darftellt, folgt daraus, daß bei veränderlichem 
b (u. by) die projeft. Strahlenbüfchel a, (b...) und a (b,...) nad 
der obigen Entwiclung gerade die Kurve K, erzeugen miiffen, auf 
der eben C liegt; und daß endlich wiederum der Schnittpunft von 
Aa u. Aya, das perfpeft. Centrum darftellt, folgt wie oben, wenn 
man b, mit A ober A, zufammenfallen läßt. Gang auf diefelbe 
Weiſe finnte man nun aud nod) die Richtigkeit von 4) darthun. 

Bertaufcht man in diefer ganzen legten Entwidlung den Punkt 
a mit a, fo erhält man ganz auf diefelbe Weije entweder auf den 
4 ©eiten AB, A,B A,B, AB des urfprüglidhen 4Seits 4 Paare 
perfpelt. gerader Gebilde, erzeugt durch die Strahlen der Strahlen: 
biifdel a, (b...) a, (bi...) a (6...) a(b,...) und gwar wie: 
derum für ein und dasjelbe Centrum, das aber dieſes Mal der 
Schnittpunkt von Aa, u. Aya ift. 

Vertaufcht man dagegen in dem obigen Beweife durchgängig 
b mit by, fo gelangt man zu einem ähnlichen Rejultate, nur ift in 
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dieſem Falle wieder der Schnittpunkt von Aa u. Aya, das perſpelt. 
Centrum der 4 Paare perfpekt. gerader Gebilde. 

BVertaujdt man endlid) fowohl a mit a, als aud b mit b, 
fo gelangt man nod) einmal zu 4 perfpeft. geraden Gebilden auf 
den erwähnten Seiten des 4Geits, und zwar für den Schnittpunkt 
von Aa, Aa als perfpeft. Centrum. 

Im nachfolgenden mögen dieje hier emähnten 4 Fälle in einer 
Art Schema nod befonders zufammengeftellt werden (vergl. Fig. 40.) 

I. Es ift 1) A,B u. AB, 2) A,B, u. AB,, 3) A,B u. AB,, 
4) AB u. A,B, für das Centrum Aa A,a, perfpeft. 

wenn fie entjprechend gefchnitten werden durch: 1) a (b,..) 
und a, (6;..) 2) a (b. Ru. a, (b..) 3) a (&..) ua (b..) 4) 
a (b,..) u. a (b..). 

II. Es ijt: 1) A,B, u. AB,, 2) A,B u. AB, 3) A,B u, AB,, 
4) AB u. A,B, für das Centrum Aa, A,a peripeft. 

wenn fie entjprechend gejchnitten werden durch: 1) a, (b..) 
und a (b..), 2) a, (hy...) u. a (by..), 3) a (bi...) u. a (0..,), 
4) a (by..) u. a (b..), 

II. Es ift: 1) A,B, u. AB,, 2) A,B u. AB, 3) A,B u. AB,, 
4) AB u. A,B, perjpeft. für das Centrum Aa A,a.. 

wenn fie entfpredjend gejchnitten werden durch: 1) a (b...) 
und a, (b,..), 2) a (6..) ua, (b..), 3) a (b..) ue a, (bi...) 
4) a, (b..) u.a (b..). 

IV. Es ijt: 1) A,B, u. AB,, 2) A,Bu. AB, 3) A,B u. AB, 
4) AB u. A,B, perfpeft. für das Centrum Aa, A,a. 

wenn fie entjprechend gejchnitten werden durch: 1) a, (b, ..), 
und a (b,..), 2) a (b..) ua (b..), 3) a (6..) u. a (6,..), 
4) a (b..) u. ay (bi...) 

Wie die bisherige Unterfuhung fi auf die Betrachtung der 
beiden Kurven K u. K, beſchränkt hat, und die Refultate daher aud 
in einer bejtimmten Beziehung zu den beiden Gegeneden AA, u.aa,, 
der volljtändigen 4 Seite(V) u. (Vy), welche dieſen beiden Kurven 
gemein find, ftehen, eben jo fann man nun auch für bie beiben 
übrigen Paare der 3 Kurven K Ky u. K,Kz und die ihnen gemein: 
famen Gegeneden der beiden 4 Seite (V) u. (V,) die entipredenden 
Rejultate entwideln. Da die beiden 4 Seite felbft für alle 3 Kur 
venpaare diejelben bleiben, jo erhalten die Refultate, zu denen man 
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in allen 3 Fallen gelangt, einen gemeinfamen Inhalt, der fic) num 
in folgendem Gage ausſprechen läßt: 

304. Hat man3 Kurven II, welde den 3 verfchiedenen durch 
ein volljtändiges 4 Seit beftimmten 4 Ecken umfchrieben find, 
jo beftimmen diefe durch ihre nod) übrigen 6 Schnittpunfte 
ein neues vollftindiges 4 Seit. Die 4 Seiten des einen 
diejer 4 Seite jchneiden nun die 4 Seiten des andern in 
16 Punkten, welche zu je 4 in 4 neuen Geraden liegen, 
dieje fo erhaltenen Geraden bilden ihrer Seits ein Sted voll: 
ftindiges 4 Seit defjen 3 Paar Gegeneden je ein Paar 
Poleden des zu je 2 der 3 Kurven II gehörigen gemein: 
ajmen Poldreiecks bilden. 

Der reciprofe Sak lautet: 

304 b, Hat man irgend 3 Kurven II, welche den 4 durd ein 
volljtändiges 4 Ed bejtimmten einfachen 4 Seiten eingejchrie- 
ben find, fo beftimmen dieſe durch ihre nod) übrigen 6 ge: 
meinfamen Tangenten ein neues vollftindiges 4 Ed. Die 
4 Eden des erjten beftimmen mit den 4 Ecken des 2ten 16 
„Gerade, die zu je 4 in 4 neuen Punkten fic) fchneiden, diefe 
4 Schnittpunfte bilden wieder ein Ztes vollftandiges 4 Ed, 
deffen 3 Paar Gegenfeiten je ein Paar Seiten der zu je 2 
der obigen 3 Kurven II gehörigen gemeinjamen Polardrei- 
ecks darſtellen. 

Zur Vervollſtändigung dieſer letzten Entwicklungen mögen hier 
noch folgende Sätze und Betrachtungen angefügt werden: 

305. Sind aa,, bbi, cc, 3 Punktenpaare, die je durch 
eines der 3 Paare von Gegeneden AA,, BB,, CC, eines 
4 Seit8 harmonijd) getrennt find, fo liegen fie in einer Kurve IT, 
oder in 2 Geraden. 

In etwas anderer Faffung lautet diefer Sab aljo: 

Sind von den 3 Paaren von Gegeneden 2 in Bezug auf 
eine Kurve II harmonisch getrennt, fo ijt e8 aud) die Ste. 
Und find 2 Gerade dburd 2 Paare von Gegeneden eines 
4 Seitd harmonifd getrennt, jo find fie aud) durch das Ste 
Paar harmonisch getrennt. (jf. 171.) 

Denkt man fid) nämlich durd aa, bb, alle möglichen Kurven II 
gelegt, fo ſchneiden biefe bie Gerade CC, in zugeordneten Punkten 
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einer Involution (9a), und unſer Sag iſt erwieſen, wenn als die 
Ordnungselemente diefer Snvolution fi C u. Cy herausftellen. Sn 
diefer Anvolution find nun nad) 9a ftets die Schnittpunkte von ab, 
und a,b einerfeits, fowie die Schnittpunfte ab u. yb, andererjeits 
zugeordnete Punkte, denft man ſich nun aber au. a, feit, bu. b, 
dagegen veränderlich, wobei jedod) immer der obigen Vorausſetzung 
entjprechend bBb,B, ein harmoniſcher Wurf, jo muß, wenn b 
(oder b,) in den Strahl aC oder a,C, zu liegen fommt, entjpre: 
chend b, (oder b) in den Strahl a,C oder a,C, zu liegen fommen, 
da ja C (a Ba, B,) u, C, (aBa,B,) nad) der Vorausjegung bar: 
monische Würfe find, woraus zu erfehen, daß C u. C, die beiden 
Ordnungselemente der oben erwähnten Snvolution in CC, find. 

Wegen des Falles, dak abc in einer Geraden liegen, vergl. 
man 172, 

Reciprof hierzu ijt der Gag: 

306. Sind 3 Paare von Geraden, die durdy die 3 Eden 
des zu einem volljtändigen 4 Ed gehörigen Polbdreieds 
gehen, je durch die zugehörigen Gegenjeiten harmonifd ge: 
trennt, jo umbiillen fie eine Kurve II, oder fie jchneiden fid 
in 2 Punkten (f. 171). 

Gin befonderer Fall von 309 Tautet: 

307. Zieht man durdy die 3Eden eines Dreieds, je ein 
Paar Gerade, das je mit den Geraden, bie die betreffenden 
beiden Dreieckswinkel halbiren, gleiche Winkel bilden, jo um- 
büllen diefe 6 Geraden eine Kurve II, 

Ruj. 1. Diejer Gag I laßt die Behauptung, welche in 304 
Anın, bezüglich der 6 Schnitipunkte der 24 Tangenten der 3 Kur: 
ven KK, Ko aufgeftellt wurde, als richtig erkennen. 

Zul. 2. Betrachten wir irgend eine Kurve K, bie wie in 
den Betrachtungen von 292 x. 2 Paaren von Gegenecfen AA, BB, 
eines 4 Seits umfchrieben ift, fo find in Bezug auf diefelbe die 
Punkte CC, fonjugirt, denn bezeichnen wir mit E den Schnittpunkt 
bon AA, u. BB, jo ift ja ECC, ein abjolutes Polardreieck für 
jede folde Kurve. Daher erhält man folgende 2 reciprofen Gage: 

308. Bejchreibt man wie in 301 um die 3 einfachen durd 
ein volljtändiges 4 Seit bejtimmten 4 Ede 3 Kurven II, jo 
ſchneiden diefe die 3 Dingonalen besjelben in 6 neuen Punt: 


— — 


ten einer Kurve II, die jedoch aud in ein Syſtem 2er Ge: 
raden übergehen fann. 

309. Bejchreibt man in die Seinfaden 4 Seite eines 4 Eels 
3 Kurven II und zieht man von den 3 Eden des zugehöri- 
gen Polardreiecks die 3 Paar Tangenten an fie, jo umhüllen 
dieje 6 Geraden eine Kurve LL, die jedod) aud in 2 Punkte 
übergehen kann. 

Es fei wieder wie in 299 2. K u. K, 2 beliebige Kurven II, von 
denen K den 2 Paar Gegenpuntten AA, u. BB, K, den 2 Gegen: 
punkten AA, CC, eines 4 Geits umjchrieben ijt, und bezeichnen wir 
(j. Sig. 41) den Pol von BB, fürK, der auf CC, liegt (300), durd) 
a, den von CC, für K,, der auf BB, liegt (300), durch a,, den 
Schnittpunkt von BB, u. CC, durd) ay, endlich die beiden Schnitte 
punfte von K u, CC, durd) MN und die von K, und BB, durd) 
M, N,, fo it »MaNraM,a,N, weil beide harmoniſche Würfe, 
daher jchneiden jich die 3 Geraden MM,, aa,, NN, in 1 PBunfte S, 
da aber nad) 300 jowohl a als a, auf der 2ten von AA, verfdjie- 
denen gemeinjamen horde cc, von KK, liegen müfjen, jo liegt der 
Schnittpunkt von MM, u. NN, auf diefer gemeinfamen Chorde cc; ; 
eben dasjelbe gilt aus denjelben Gründen von dem Schnittpunfte 
von MN, u. M,N. Dabei folgt nun unmittelbar aus (307. Zuſ.2) 
daß die Geraden MM, u. NN, ebenjo wie die Geraden MN, und 
M,N durd je 2 Gegenpuntte des 4 Seits harmonisch getrennt find. 
Wählt man nun zu den beiden Kuren KK, nod eine Ste zum 
RKurvenjyftem BB, CC, gehörige Kurve IL Ky, von der Bejchaffenheit, 
da fie die AA, in dem Schnittpunfte von MM, (oder in dem von 
MN,) jchneidet, jo liegt der 2te Schnittpunkt von Ky u. AA, nad) 
308 in der Geraden NN, (oder resp. in M,N) und es müſſen 
nun, wie jo eben gezeigt, die gemeinjame Chorde von KK, und die 
von KK, und die von K,K, mit dem Scnittpunfte von MM, 
und NN, (oder resp. mit dem von MN, n. M,N) in 1 Geraden 
liegen; da aber zugleich nad) 301 die 3 neuen Paare von Schnitt: 
punkten die Eckpunkte eines volljtändigen 4Seits darjtellen müſſen, 
jo lafjen jid) dieje Iefultate nur dann vereinigen, wenn 3 von den 
6 Eckpunkten diefes 4 Seits dies Mal in 1 Punkt nämlich in den 
Schnittpunft von MM, u. NN, (oder resp. von MN, u. M,N) 
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zufammenfallen, KK,K, fdjneiden fic) daher in diefem Punkte und 
ihre 3 nod) übrigen neuen Ecdhnittpunfte liegen in 1 Gerabden. 

Zuſ. Da die Schhnittpunfte von KK, unabhängig find von 
K,, fo läßt die legte Entwiclung unmittelbar erkennen, daß bie 
Schnittpunfte von —— einerſeits und von MN, u. M,N 
andererſeits die fraglichen Schnittpunkte von KK, darſtellen, hier: 
aus erhält man nun offenbar im Zuſammenhang mit 301 folgen: 
den Satz: 

310. Sind KK,K, 3 Kurven U, die den 3 einfachen 
4 Eden eines volljtändigen 4 Seits umſchrieben find, und 
find MN M,N, M,N, die 3 Paare Schnittpunkte diefer 3 
Kurven mit den Diagonalen des 4 Seite, die alfo nad 308 
in einer Kurve II Liegen, die jedoch in 2 Gerade übergehen 
fann, fo ftellen die 6 Sdnittpunfte von folgenden 6 Paaren 
von Geraden MM, u. NN,, MN, u. M,N; MM, u. NN, 
MN, u. M;N; M,M; u. N,N,; M,N, u. MLN, die nod 

übrigen 6 Schnittpunfte von KK,K, bar, die alſo nad 301 

die 6 Eckpunkte eines vollftindigen 4 Seits bilden. Fallen 
2 biefer 6 Punkte in 1 gujammen, fo ijt e8 mit Sen der 
Tal und die 3 übrigen liegen in 1 Geraden. 

Zuſ. In unjerem oben 309 betrachteten Falle liegen die 
Schnittpunfte von 1) MN, u. M,N, 2) MN; u. M;N, 3) M,N, 
und MN, in 1 Geraden, wie dieſes aud) alsbald direft aus 
310 folgt. 

Als bejondern Fall von 309 u. 310 erhält man: 

811. Den 3 einfahen 4 Eden eines 4 Seits lafien 
fid) gerade 3 Hyperbeln umfchreiben, von denen jede eine zu 
einer Diagonale bes 4 Seits parallele Aſymptote hat; die 
3 übrigen Aſymptoten diefer 3 Hyperbeln find alsdann pa: 
tallel der Geraden m (f. Fig. 42), weldhe die Mitten ddr 
der 3 Diagonalen verbindet, während die 3 noch übrigen 
Schnittpunfte derjelben alg 3 in 1 Geraden liegende Ed: 
punfte Ser Parallelogramm erjcheinen, wobei das erjte dd, 
zur Diagonole und d,d zu Seitenrihtungen das 2te dd, zur 
Diagonale und dod zu Seitenrichtungen, das 3te dd, zur 
Diagonale und dod; zu Seitenridytungen hat. 

Reciprof zu 3 ift: 
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312. Sind KK, K, 3 Kurven II, die den Seinfaden 4 Seiten 
eines 4 Ed eingejchrieben find, und mn myn; Mon, die 3 nod) übrigen 
Paare von Tangenten, die man von den 3 Eden des zugehörigen 
Polardreiecs an fie ziehen Fann, fo ftellen die 6 Verbindungslinien 
folgender 6 Paare von Schnittpunften mm, u. nny, mn, u. myn; 
mm; und nNg, mna U. MeN} mm, U. NN, MyNe U. Mon, die 
6 nod) übrigen gemeinfchaftlichen Tangenten je 2er derfelben bar, 
die aljo nad) 301 die 6 Seiten eines 4 Ed8 barftellen. Bon diejen 
6 Geraden finnen 3 in eine zufammenfallen, wobei dann die 3 an- 
dern fih in 1 Punkte fchneiden. 

Die Sake 297 u. 298 können in folgender Faffung wie: 
der gegeben werden, Sind KK,K,... Kurven eines Kurven: 
fyjtem$, das durch bie 4 Punfte ABCD beftimmt ift, fo giebt es 
unendlid) viele Kurven IT RKK,... von der Beichaffenheit, daß es 
zu jedem Punkte avon RK ober K, rc. wieder einen Punkt a, derſel⸗ 
ben Kurve RK oder MR; 2. giebt, der in Bezug auf alle Kurven 
K K;Kz... jenem a fonjugirt ijt. Dabei Tiegt für jede Kurve 
K je ein Paar zufanmengehörige Punkte wie aa, ftets auf einem 
Strahl eines Strahlenbüfchels, deffen Centrum S ein Punkt einer 
der 6 Seiten bes 4 Ecks ABCD ift; diefe Kurven ER, 2. fchei- 
ben fich daher nad) den 6 Seiten diefes 4 Ecks in 6 Gruppen die 
man fiiglid) alfo bezeichnen fann: 1) Ry, Ryo... 2) Roy Ke... 
3) Rg, Ry0..... 6) Rey Koo. Betrachten wir irgend eine folde Kurve 
K, die zu der Seite AB gehören. möge, d. h. für welde der 
Punft S mit dem je 2 in Bezug auf das gegebene 
Kurvenfyftem fonjugirte Punkte in einer Geraden 
liegen, eben auf AB liegen möge, fo liegen auf R nad 297 
aud) alle Berührungspunfte der von San KK,... zu ziehenden 
Tangenten, ferner ijt S in Bezug auf K Polare von CD, während 
der Pol von CD in Bezug auf jede Kurve K des Syſtems ABCD 
aud) die Eigenjchaft hat, daß jede durch ihm gezogene Gerade bie 
K in 2 Punkten jcheidet, die in Bezug gerade auf diefe K fonju- 
girt find. Da nun die Pole von CD in Bezug auf alle Kurven 
KK,... des Syſtens ABCD auf der Seite des gu ABCD 
gehenden Polgrdreiecks Tiegen, weldye durd) die Schnittpunfte 
AC und PT, AD und BC beftimmt ijt, fo ſchneidet diefe 
Gerade die KR in 2 Punkten, die in Bezug auf alle 
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Kurven KK.... des Syitems ABCD fonjugirt find, 
d. h. die SE fdyneidet eben diefe Gerade in den Orbnungselementen 
derjenigen Snvolution, deren zugeordnete Punkte durch die Schnitt: 
punttenpaare der einzelnen Kurven KK,... bejtimmt find, dicfe 
Drodnungselemente find aber die jo eben erwähnten 
Eden des gu ABCD gehörigen Poldreieds. 

Um die Refultate, welche fid) aus diefer Entwidlung unmit- 
telbar ergeben, kürzer fajjen und anfchaulicher darjtellen zu können, 
jollen nun mit Berüdfichtigung von Fig. 43 und der obigen Ent 
wictlung folgende Bezeihnungen eingeführt worden: Es feien die 
3 ‘Paar Gegenjeiten AB u. CD, AC u. BD, AD u. BC entfpre- 
hend als IJjte u. 4te, 2te u. Ste, Ste u. 6te Seite bezeichnet und 
demnady mit Ry, Ryo Ryg.... dasjenige Syſtem bezeichnet, das zur 
ljten Seite AB gehört 2c., fo daß wir and) entjprechend von Iſten 
Zten Sten 2. Kurvenjyftem KR fprechen. 

Es jeien ferner die 3 Eckpunkte des zu ABCD gehörigen Pol- 
dreiecks MNP der Art, daß die Lite u. 4te Seite fid) in M die 2te 
und Ste ſich in N die Ste u. G6te fid) in P fchneiden, alsdaun gilt 
folgendes; 

313. Alle Kurven von je 2 gu 2 Gegenjeiten gehörigen Kur: 
venſyſtemen, aljo 3. B. die des 1jten u. 4ten, gehen durd 
diejelben 2 Eckpunkte des Poldreiecks MNP und wählt man 
aus 2 zu 2 Gegenfeiten gehörigen Syjtemen je eine Kurve 
und von dem Syjtem ABCD nod eine 3te dazu, jo jind 
dieje 3 Kurven ftets den 3 einfachen 4 Eden eines 4 Seits 
umschrieben, und die 3 der Art in Betracht fommenden 
4 Seite find wieder die 3 einfachen 4 Seite des 4 Eds ABCD 
und eS gelten aljo für je 3 der Art zufammengehörige der 
7 überhaupt vorhandenen Sturvenjyiteme alle die bisher in 
diejer Beziehung entwicelten Sige. Hiebei ijt mun ferner 
zu beachten, daß jede Kurve K ded urſprünglichen Kurven: 
ſyſtems zu jedem der 6 neuen Syiteme K genau in demjel- 
ben Verhältnifje jteht, wie jede Kurve K zu dem Syſteme 
KK,.... Denn betrachten wir, um bei dem Liten Syſteme 
Kur... Stehen zu bleiben, die beiden von CD verjchiedenen 
Schnittpunkte irgend einer bejtimmten Kurve K mit ben 
jämmtlichen Kurven des Syftems Ku Kyo Kis..., fo gebt 
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daraus hervor, daß die Tangenten, welche in diefen Sdnitt- 
punften an dieje leiteren Kurven ſich ziehen Laffen, alle in 
dem feften Pole von CD in Bezug auf K fic) ſchneiden, 
der auf der gemeinjamen Sefante NP der Kurven RK, Rio... 
liegt, woraus die Richtigkeit fid) ergiebt. 

Der reciprofe Sab lautet: 

314. Zieht man durch irgend einen der 6 Eckpunkte 
eines 4 Seits abcd eine Gerade, legt in jämmtlichen 
Schnittpunften diefer Geraden mit den Kurven des Syitems 
abed Tangenten an diefe Kurven, fo umbüllen diefe Tan- 
genten eine Kurve II K. Denkt man fic diejes Verfahren 
auf alle durch das fraglide Eck gehenden Geraden angewen- 
det, fo bilden die der Art fich ergebenden Kurven K... ein 
neues Syitem von Kurven, das demfelben 4 Seit eingejchries 
ben ijt, und zwar find 2, dejjen Geiten unter den Seiten 
des gegebenen 4 Seits abed enthalten, während die beiden 
andern 2 Seiten des zum 4 Seit gehörigen Poldreieds find. 
Solder Kurvenſyſteme K erhält man nad den Eden des 
4 Seits abed 6, und zwar jtehen die Kurven jedes der- 
jelben zu dem Syſteme abed genau in demjelben Verhält— 
nif wie umgekehrt bie Kurven des Syftems abcd zu dem 
erjteren Syſteme. 

Zuſ. Betrachtet man 3 Kurven II, die durch 'diejelben 2 
Punkte gehen, jo ſchneiden ſich nad) 142 ihre 3 gemeinjchaftlichen 
Sehnen in einem Punkte und für diejen Punkt gelten num hin- 
jichtlid) aller 3 Kurven II die bisher für die Punkte der gemein- 
jamen Chorden eines 4 punktigen Kurvenjyitens erhaltenen Rejul- 
tate, hieraus folgen unter anderen folgende Gage: 

315. Sind KK, Ky 3 Sturven, welde 2 Punkte A u. B ge: 
mein haben, und jchneiden jich ihre 3 von AB verfchiedenen 
gemeinjamen Shorden im Punkte S, jo liegen die 6 Berühr: 
ungspunkte der von S an fie zu giebenden Tangenten auf 
einer Kurve II R,, welche die Geraden SA u. SB in A 
und B berührt, und außerdem nod) durch 3 Paare leicht zu 
beftimmender Eckpunkte der 3 Moldreiede geht, die zu den 
den 3 Kurven gemeinjam eingejchriebenen 4 Eden gehören. 

Für 3 Kurven’ Il, weldhe 2 Punkte A u. B gemein ha— 
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ben, giebt e8 immer gerabe eine Kurve II K von der Be: 
Ichafienheit, daß e8 zu jedem Punkte a von K einen Puntt 
a, derjelben Kurve K giebt, der dem a in Bezug auf alle 
3 Kurven fonjugirt ift. 

Sind KK,K, 3 Kurven II, weldhe 2 Tangenten ab gemein 
haben, und ijt s die Gerade, in der die Schnittpunfte der 3 nod 
übrigen Paare gemeinfchaftlicher Tangenten liegen, jo umbiillen die 
6 Tangenten in den Schnittpuntten der smitKK,K, eine Kurve II 
K, welche die a und b in ben Schnittpunften mit s berührt und 
aud) 3 Leicht zu beftimmende Paare von Seiten der 3 Polardreiecke 
zu Langenten hat, welche zu den 3 den gegebenen Kurven gemein: 
jam umfchriebenen 4 Seiten gehören. 

Haben 3 Kuren II 2 Tangenten ab gemein, fo giebt 
e8 gerade 1 Kurve II von der Beichaffenheit, daß es zu jeder 
Tangente von K eine 2te giebt, welche der 1jten in Bezug auf alle 
3 Kurven II fonjugirt ift. 

Buf. €8 möge hier nod) hervorgehoben werden, daß ber 
Sag 314 als befonderer Fall von I Th. 74. 4) ſich darftellt. Denn 
find Ku.K, irgend 2 Kurven des Syſtems ABCD und K eine Kurve 
des Syftems CDNP (j. Fig. ML u. fucht man zu allen Punkten von 
K in den beiden Polarjyftemen, deren Ordnungskurven K u. K, 
find, die Polaren, fo bilden diefe 2-projett. Strahlenbüfchel IL, 
von denen man fid) leicht überzeugt, daß fie die beiden Polaren von 
N u. P entfpredend gemein haben, da ja für beide MP die Polare 
von N u. MN die Polare von P ift; die entfpredenden Stralylen 
diefer beiden Büſchel fchneiden fic) daher in den Punkten einer 
Kurve IT nad) I Th. 74.4), die offenbar durd) NPCD u. wie man 
fid) nad den legten Entwidlungen leicht überzeugt, durch jeden der 
Schnittpunfte KK u. KK, gebt. 

Einen bejonderen Fall des Sages in 214 erhält man, wenn 
man für 2 ber 4 Punfte ABCD die Normalpunfte wählt 3.8 für 
CD, wobei jedod blog ein Paar Gegenfeiten des 4 Eds ABCD reell 
wird, wefiwegen auch bloß 2 neue Syfteme von den Kuren K in 
Betracht fommen. Auf diefem Wege gelangt man zu nadhitehen- 
dem Refultate : 

316. Stellen KK,Ko... alle möglichen Kreife dar, welche 
die beiden rellen oder fonjungirt imaginären Punkte AB gemein 
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haben, und zieht man von allen reellen Punkten von AB Tangen- 
ten an diefe Kreife, fo liegen die Berührungspunfte auf eben fo 
vielen neuen Kreiſen Ky, Kyo..., wobei jeder Bunft von AB zu 
gleider Zeit Mittelpunkt des zu ihm gehörigen Kreifes ift, alle 
dieje Kreiſe ſchneiden die Verbindungslinie der Mtittelpuntte von 
KK,.. in denſelben Punkten NP, welche die Drdnungselemente der 
durd) die einzelnen Kreife auf diefer Geraden nad 9. beftimmten 
Involution, und daher reell oder imaginär find, je nachdem umge: 
fehrt AB imaginär oder reell find. 

Zieht man unter Beibehaltung diefer fo eben gebrauchten 
Bezeichnungen an KK,... parallele Tangenten, fo liegen die Be 
rührungspunfte auf einer gleichjeitigen Hyperbel, ändert man dabei 
die Richtung der parallelen Tangenten, fo gehen dod) alle diefe fo 
erhaltenen gleichjeitigen Hyperbeln Ky, Ry... durd ABNP. 

Zieht man endlich umgelehrt von einem beliebigen Punkte C 
der Geraden NP Tangenten an die Kreife Ry, Kyo... oder an bie 
Hyperbeln Ku Ryo... fo liegen deren Berührungspunfte ftets auf 
einem reife des Syſtems K, Ky ..., defjen Centrum C ift. 

Wenn in dem Gabe 297 2 u. 2 Punlte, nimlid) A u. C 
einerjeits und Bu. D anbdererfeits je in 1 gufammenfallen, fo findet 
eine auffallende Erweiterung des Gages darin Statt, dak alsdann 
die Punkte, von welchen Tangenten an die Kurven des Syfiems zu 
ziehen find, nicht auf die gemeinfchaftlichen Sefanten des 4 Ecks be: 
ſchraͤnkt find; e8 gilt nämlich folgender Sat: 

817. Werden 2 Gerade MA u. MB ſ. Fig. 44 von be 
liebigen Kurven II KK,.. in den Punften A u. B berührt, 
fo liegen alle Beriihrungspuntte derjenigen Tangenten, weldye 
man bon einem beliebigen feften Punkt P aus an fie ziehen 
fann, auf einer neuen Kurve I K, die durch MPAB geht, 
dabei ift jedod nicht P der Pol von AB für K, fondern die 
fer Pol P, hat die Lage, daß P, und AB durd MP har: 
moniſch getrennt find. 

Bezeichnet man nämlich die 2 Berührungspuntte auf einer 
Kurve K mit CD und zieht AC BD einerfeits u. AD BC andrer: 
jeits, jo liegt jowohl der Schnittpunft Q der beiden erjten als aud) 
der Schnittpunft N ver beiden leßteren auf MP und gwar ift nah 73? 
MNPQ ftets ein harmonifcher Wurf, daher iſt bei veränberlicher 
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Kurve und in Folge deffen bei veranderlidem C u. D dod immer 
Strahlenbiijdel A (Q..) w B(N..) d. h. A (C..) A BCC...) 
und e8 entjpricht dem Strahl AB von A der Strahl BP, von B 
von der Beichaffenheit, daß P, und AB von M u. P harmonisch 
getrennt find, w. 3. b. w. 


Neziprof zu 317 ift: 

818. Schneidet man alle Kurven II, die 2 feite Gerade 
ab in 2 feiten Punkten AB berühren, durd eine beliebige 
Gerade p, jo umbiillen alle Tangenten in den Schnittpunf: 
ten eine Kurve IT RK, die die 4 Geraden abp u. AB zu 
Tangenten hat, und dabei berührt K die a u. b in2 Punk: 
ten, deren Berbindungslinie vom Schnittpunfte ab durch die 
Geraden p und AB harmonijch getrennt ift. 

Einige bejondere Fälle erhält man, wenn man A u. B die 


Normalpuntte der unendlich fernen Geraden oder a u. b die Nor: 
maljtrahlen eines Punktes M fein läßt, nämlich: 


319. Zieht man von einem Punkte P aus an ein Sy: 
ftem von Kreifen, die denjelben Mittelpunft M haben, Tan: 
genten, fo Liegen die Berührungspunfte auf einem neuen 
Kreife, defjen Durchmeſſer MP ijt. 

320. Schneidet man das Syjtem von Kreifen in 819 
durch eine Gerade p, fo umbiillen die Tangenten in den 
Sdnittpuntten eine Parabel, deren Brennpunkt M ift, und 
deren zu p parallele Diveftrir zwifchen M und p in der 
Mitte liegt. 

321. Zieht man von einem Punkte P aus an alle Kur: 
ven II, die einen Brennpunft M und die zu demfelben ge: 
hörige Diveltrir m gemein haben, Tangenten, jo liegen 
jämmtliche Berührungspunfte auf einer Kurve II, die durd) 
Pu. M geht. 

422. Schneidet man alle Kurven II, die ben beiden Be 
dingungen 321 entjprechen, durch eine beliebige Gerade p, 
jo umbhüllen die Tangenten in den Schnittpunften eine Kurve 
II 8, welde die p u. m zu Tangenten u. M ebenfalls zum 
Brennpuntt hat, während der Brennpunft M von jeiner 
neuen Direftriy durch p und die erjte Direftrir m harmonijd 
getrennt ijt. 
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328. Bejchreibt man über den 2 Diagonalen eines 4 Seits 
2 Kreife, jo werden fic) diefelben im Allgemeinen in 2 Punt: 
ten jchneiden. Durch diefe 2 Punkte geht dann ftets aud 
der Kreis, der fic) über der Zten Diagonale als Durchmeſſer 
befdreiben läßt und alle Kurven II, welche dem fraglichen 
4 Seit fid) einjchreiben laffen, werden von diejen 2 Punk— 
ten aus unter einem vechten Winkel geſehn. 

Betrachtet man nämlich jowohl den involut. Strahlenbüfchel 
P al auch den involut. Strahlenbüjchel Q, der nad) 9 durd) das frag: 
lide 4 Seit d. h. durch jeine Gegenedenpaare und die bem 4 Geit 
eingejchriebenen Kurven II entjteht, fo miffen, da 2 Paare zuge 
ordneter Strahlen auf einander ſenkrecht jind (nad) 14), diejes mit 
allen der Fall fein, woraus der Sat folgt. 

Ruj. 1. Da die Mitten der 3 Diagonalen die 3 Mittelpuntte 
diejer 3 Kreife find, jo folgt hieraus wieder der Sat, dem wir ſchon 
früher begegneten, dal die 3 Mitten der 3 Diagonalen in 1 Gera: 
den liegen (nämlich in der die PQ ſenkrecht halbirenden). 

Läßt man eine der 4 Seiten des 4 Seits ing Unendliche rüden, 
jo gehen als Grenzfall die oben erwähnten Kreiſe in die 3 von 
den Gefen des von den 3 übrigen Ceiten gebildeten Dreiecks auf 
die Gegenfeiten gefällten Perpendifel über, und da die Spigen aller 
einer Parabel umfchriebenen rechten Winkel auf der Direftriy liegen, 
jo erhält man daraus den Sab: 

324. Die Direftricen aller einem Dreieck eingejchriebenen 
Parabeln fchneiden fid) im Höhenpunfte des Dreiecks. 

Da unter den Kurven, welche einem gewöhnlichen 4 Seit ein- 
geſchrieben find, ſtets fich eine Parabel befindet, welde dann zu den 
4 Syftemen von Parabeln gehört, die je 3 Seiten des 4 Seits ein- 
gefdrieben find, fo giebt die Verbindung von 323 u. 324 folgende 
2 Sake: 

325. Die Gerade, welche die Mitten ber Diagonalen 
eines 4 Seits verbindet, ift die Are der dem 4 Seit einzu: 
Ichreibenden Parabel. 

Die 4 Höhenpunfte der 4 durch ein 4 Seit gebildeten 
Dreiecke liegen in 1 Geraden, und zwar in der Are der dem 
4 Seit einzufchreibenden Parabel, 

Betrachtet man ein 5 Seit, fo find durch dafjelbe 5 verfdjie- 
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dene 4 Seite beftimmt. Wendet man auf jedes derjelben den Gag 
323 an, verbindet damit den Gag 266, fo erhält man den Gab: 

326. Errichtet man in jedem der 5 durd ein 5 Seit be 
ftimmten 4 Ceite über den 3 Diagonalen als Durchmefier 
3 Kreife, fo jchneiden ſich dieje für jedes 4Geit in 2 Punk— 
ten, jo daß man im Ganzen 10 folder Schnittpunfte erhält, 
dieje liegen nun ſämmtlich in 1 Kreiſe, der die Spigen der 
rechten Winfel enthält, die fic) der Kurve umfchreiben laſſen. 

Verbindet man in jedem diefer 4 Seite die Witten der 
Diagonalen, fo erhält man 5 folder Geraden, und da jede 
von ihnen den Mittelpunkt desjenigen Kreiſes K, enthalten 
muß, von bejjen einzelnen Punkten aus man die dem 5 Geit 
eingejchriebene Kurve II K unter einem rechten Winkel fieht, 
jo fchneiden fid) diefe 5 Gerade in 1 Puntte. 

Da nad) 266 der Mittelpunft des erwähnten Kreijes K, 
mit dem Meittelpunfte von K gufammenfallt, fo ergiebt fid 
daß dieje 10 VerbindungSslinien durch den Mittelpunft von 
K gehen, wie diejes aus 173 aud) direft folgen würde. 

327. Betrachtet man ein einer Parabel umfchriebenes 5 Seit 
bei welchen nad I. Th. 11 je 2 Xangenten hurd) die übrigen in 2 
ähnlichen geraden Gebilden gejdynitten werden, jo fann man nod 
folgende Gage aufitellen: 


Werden 2 Gerade ab von 3 andern cde in 3 Punttenpaa- 
ren ab ab, agb, von der Beichaffenheit gefdnitten, daB aay: ayae 
= bb, :bybo, ohne dag cde parallel find, fo gelten folgende Gage : 

Durch die 5 Geraden find 10 verfchiedene Dreiecke be: 
ftimmt, für alle diefe liegen die Höhenpunfte in 1 Geraden. 
Wenn man einzelne Linienpaare in einander fallen läßt, jo 

erhält man verjdiedene Modifikationen, von denen einige bier fol- 
gen mögen: 

328. Schneiden die 3 Geraden, die man von einem Puntte 
nad) den 3 Geen ABC eines Dreiecks zieht, die Gegenfei- 
ten entjprechend in A,B,C,, fo fdneiden fid) die 3 Kreis— 
paare, die man je über einer Seite 3. 6. AB und ber 
Transverjale des Gegenecks CC, als Durchmefjer errichten 
fann, in 6 Punkten eines neuen Kreijes, 
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329. Halbirt man ferner die 3 Dreiecksſetten AB AC BC 
und bie Eck-Transverſalen CC, BB, AA, und verbindet die 
Mitten einer Seite je mit ber Mitte ber Transverjale des 
Gegenecks, jo jchmeiden fic) dieje 3 Geraden in 1 Puntte, 
der Mittelpunkt derjenigen Kurve II ift, die bie 3 Seiten 
des Dreieds in A,B,C, berührt; dieſe erwähnten 3 Gera- 
den ftellen zugleich die Aren derjenigen 3 Parabeln dar, 
weldje die 3 Seiten ded 3 Ecks und zwar eine die AB in 
C, die 2te die AC in B, die 3te die BC in A, berührt. 

Nad I. Th. 48 giebt es nämlich ftets gerade 1 Kurve II, 
welche die Dreiedsjeiten in A,B,C, berührt, man fann daber 3. B 
Dreiet ABC als ein 4Geit AC, BC betrachten, bei weldem in 
AB 2 Geiten zujammenfallen, die fich in C, jchneiden und daſelbſt 
einen unendlich Kleinen Winkel bilden, jo daß AB u. CC, als Dias 
gonalen dieſes 4 Seits auftreten. Ebenſo ijt aud) AB,CB und 
BA,CA je ein 4 Seit. 

330. Man kann diefes leiste Verfahren auch aufs 4 Seit 
ausdehnen. Hat man nämlich j. Fig. 45 ein 4Seit ABCD, fo 
ſchneiden die 3 Seiten des zu ABCD gehörigen Poldreiecks MNP, deſſen 
Seiten ftets in 4 folchen reellen Punkten A,B,C,D,, daß es eine 
Kurve II K giebt, welche die 4 Seiten in diefen 4 Schnittpuntten 
berühren nad 13, Wendet man hierauf ganz das legte Verfahren 
an, jo erhält man eine beträchtliche Anzahl von einzelnen 4 Seiten, 
deren Diagonalen Kreiſe liefern, die fic) je in 2 Punkten besjeni- 
gen Kreiſes KR fjchneiden, von dem aus K unter rechtem Winkel 
erfdeint. Es mögen der Kürze wegen bloß die 4 Seite felbft auf: 
geführt werden mit der eben gebrauchten Bezeichnungsart. 1) ABCD 
2) AD,DN, 3) AA,ND, 4) DC,NA, 5) BB,CN, 6) BA,NC, 
7) CC,NB, 8) CC,DM, 9) CB,MD, 10) DD,MC, 11) AA,BM, 
12) AD,MB, 13) BB,MA. Die beiden Diagonalen (1) allein hat 
deren 3) jedes diefer 4 Seite ergeben fic) unmittelbar; die über ihnen 
errichteten Kreiſe jchneiden fid) je in 2 Punkten von K und die 
Verbindungslinien ihrer Mitten gehen durd) den Mittelpunkt diejes 
Kreijes, der identifch ijt mit dem von K. 

331. Wird die Gerade p von einer Kurve IIK in den Punk: 
ten ab und von einer Kurve II K, in den Punkte a, b, gejchnitten, 
jo giebt e8 immer gerade ein Baar Punkte MN von P welche jo 
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wohl in Bezug auf K als in Bezug auf K, fonfugitt find. Es 
find diefes nämlich die Ordnungselemente der Snvolution ab.a,b,, 
find aljo auch zugleich durch je 2 Gegenfeiten des den Kurven K u. K, 
gemeinjam eingejchriebenen 4 Ecks harmonisch getrennt. Dabei kön— 
nen die beiden Schnittpunfte ab oder a,b, oder auch beide in einen 
Berührungspunft zufammenfallen, ohne daß im Gage fich etwas 
ändert. Die Oronungselemente MN find in allen fällen reell, 
außer wenn ab ab, alle 4 reel und ab durch a,b, getrennt find. 

Sind umgefehrt M und N in Bezug auf die beiden Kurven 
II K u. K, einander fonjugirt, fo ftellen fie die Orduungselemente 
derjenigen Snvolution dar, für welche die Schnittpunfte von je ein 
Paar Gegenfeiten des K u. K, gemeinfam eingefchriebenen 4 Eds 
fo wie die beiden Paare Schnittpunfte von K und K, zugeordnete 
Punkte find. 

Es mögen von biefen allgemeinen Sagen einige fpecielle Falle 
bier näher hervorgehoben werden: 

332. Sede Kurve IT hat ftets ein Paar reeller fonju- 
girter Durchmeſſer die einem Paar fonjugirter Durchmeſſer 
einer andern Kurven II parallel find, den einzigen Fall and 
genommen *), wo beide Kurven II Hyperbeln find, und die 
Ajymptotenrichtungen ber einen durd die der andern ge 
trennt find. 

333, Alle Kurven, welche demjelben Kreisviereck ume 
jchrieben find, haben parallele Aren. 

Scneidet daher ein reid eine Kurve II K in ben 4 
Punkten ABCD, jo bilden die beiden Seiten AB u. CD 
(eben fo natürlid AC u. BD; AD u. BC) mit jeder Are 
von K gleihe Winkel (nad 14 u. 27) vergl, hiezu 170. 
Bejondere Halle von 333 find: 

334. Berührt ein Kreis eine Kurve Il in den beiden Punk: 
ten A u. © doppelt, jo wird der Winkel, den bie Tangenten 
AA u. CC bilten, von jeder der Aren halbirt und AC ift 
parallel der einen Are. 


*) Qn dem falle, daß beide bie unendlich ferne Gerade in denfelben Punt: 
ten fchmeiden oder in demfelben Punkte berühren, findet ſelbſtverſtändlich 
die obige Ausfage für jedes Paar fonjugicter Durdymeffer jiatt. 
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385. Berührt ein Kreis eine Kurve II K im Punkte A 
3punftig, während er fie noch in dem Punfte C jchneidet, 
jo wird der Winkel, den die Tangente AA mit der Sekante 
AC bilder, durch die beiden Aren von K halbirt. 

Berührt ein Kreis eine Kurve II Apunftig in A, jo muß 
die Tangente AA mit einer Are parallel fein. 

Alle diefe legten Sage 333 und 335 gelten auch für den Fall, 
daß man für den Streis eine Kurve IL wählt, deren Uren denen der 
andern Kurve II parallel find. 

336. Berühren einander 2 beliebige Kurven II Ku. K, 
im A Zpunktig, während fie fic) in C nod) ſchneiden, jo 
find die Tangenten AA und die gemeinjchaftliche Sefante 
AC dur die Richtungen der beiden für K u. K, fonju- 
girten und parallelen Durchmeſſer harmoniſch getrennt. 

337. Berühren 2 beliebige Kurven IE K u. Ky, einan- 
ver in A 4punttig, jo ijt die Tangente AA einem ber beiden 
Durchmejjer, die für K u. K, fonjugirt und zugleich parallel 
find, parallel. 

Mod) möge hier ein bejonderer Fall des reciprofen Satzes 
angeführt werden. 

338. Diejenigen beiden Strahlen des BrennpunftesF einer 
Kurve II K,, welche den Geh Winkel halbiren, unter dem 
eine beliebige andere Kurve II K, von F aus ericheint, hale 
biren aud) die Sehwinkel, unter denen jedes Paar Gegen- 
eden des der K u. Ky gemeinjam umjchriebenen 4 Seits 
erjcheinen. 

Aus 335 folgt unmittelbar nachfolgender interejjante Gag: 

339. Sn einem Punkt M einer Ellipfe jchneiden fie im 
Allgemeinen 3 Kreife, deren jeder die Ellipfe noch außerdem 
Spunttig ostulirt, find dieje Berührungspunfte ABC, ſo lie: 
gen immer ABC mit M in einem Rreije. 

Schneiden ſich namlich die 2 gemeinjamen Sekanten, welche 
2 Kreiſe, die die Ellipfe in A u.B 3punttig osfuliren, mit ihr ges 
mein haben, in M und jchneidet der durch ABM gelegte Kreis die 
Ellipje nod) in C, jo läßt fic) leicht erfennen, day der Kreis, wel- 
her die Ellipfe in C 3punttig osfulirt, auch durch M geben müfje, 
denn nach 333 bilden AM und die Tangente AA, ebenjo BM und 
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die Tangente BB mit den beiden Uren diefelben Winkel; nad) 333 
aber maden AM und BC und ebenfo BM und AC mit der Are 
die gleichen Winkel, daher ift bie Tangente AA parallel BC die 
Tangente BB parallel AC, aljo auch nad) bem pasfalichen Sat 
I. Th. 48. Tangente CC parallel AB; daraus folgt aber wieder 
ganz wie jo eben, daß Tangente CC und CM mit den Aren gleiche 
Winkel bilden, woraus die Nichtigkeit des Gages folgt. 

340. Sind KK, 2 Kurven II, von denen die 2te K, 

durch die Eckpunkte eines Dreieds PQR, das in Bezug auf K 

abjolutes Polardreice ijt, geht; find ferner ABCD die 4 Schnitt: 

punfte KK, und M ein beliebiger 8ter Punkt von K,, und 
bezeichnet man nun die 4 Sdnittpunfte der Strahlen MA 

MB MC MD mit einem der 3 Seiten des Polardreieds 

3. B mit QR (oder p) durd) a,b, c,d, und die Schnittpunfte 

derjelben Seite QR mit den 4 Tangenten AA BB CC DD 

an K dur abcd fo ift ftets QR aa,.bb,.cc.dd, eine 

Involution. 

Bezeichnet man naͤmlich die Schnittpunkte der Strahlen PA 
PB PC PD mit QR durd) Qo bo Co do, fo ijt QR. Ad. bby. ete. 
bd. eine Gnvolution, weil in dem Polarfyjtem, deffen Ordnungs- 
furve K ijt, Pa be bd die Pole von QR Pa, Pb, Pc, Pd, find. 
Es ijt aljo QR ay by cg da w RQ abcd, da aber QR a by by 
perjpeft. projeft. au QR a, by cy dy, fo ift aud) QR a, bj c, 2 
RQ abcd w. 3. b. w. 

Von der Kurve K, ift alles willfürlih, nur muß fie einem 
Polardreieck PQR umfdrieben fein, hiedurd) ergeben ſich aus dem 
joeben entwidelten allgemeinen Gag mehrere Aufgaben oder bejon- 
bere Galle, von denen einige folgen mögen: 

341. Stellen wir uns zuerjt die Frage, ob für diejelbe K 
und K, es nod) mehr abjolute Polardreiefe wie PQR gibt, deren 
Eckpunkte auf K, liegen, und auf deren Seiten daher die obige In— 
volution enthalten ijt. 

BVetradtet man irgend einen von PQR in 340 verjdiedenen 
Punkt P, von K, und betrachtet feine Polare in Bezug auf K fo 
folgt aus I. Th. 99 Lehrſ. unmittelbar, daß die Schnittpunfte Q, 
R, diejer Polare mit K, in Bezug auf K ebenfalls fonjugirt find, 
denn da je 2 abjolute Polardreiede auf einer Kurve IT liegen 
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mifjen und durch PQR P,Q, bie K, vollfommen beftimmt ijt, fo 
muß P,Q,R, ein abjolutes Polardreieck fein. 

Betrachtet man nun die 4 Tangenten AA BB CC DD an 
K und die Polaren von P u. P, für K, fo ift zu erfehen, dag alle 
biefe 6 Geraden einem Strahlenbüjchel IL angehören, welder bie 
Polaren aller Punfte von K, für K enthält; alle dieje Strahlen ha— 
ben aber nun offenbar die verlangte Eigenjchaft, dag fie die K, in 
2 Punften jchneiden, die durd) die Schnittpunfte mit K harmonisch) 
getrennt find. 

Es leuchtet ferner ein, daß die 4 Tangenten von K, in den 
4 Sdnittpunften ABCD ebenfalls zu den Strahlen des Strahlen: 
büjchela II, den wir fo eben gefunden, gehören, denn da Feiner der 
4 erwähnten Punkte ein Berührungspunft der von diejem Büjchel LI 
umbüllten Kurve II fein fann, weil dieje jonjt identijd) mit K wäre 
und aljo durch jeden diefer 4 Punkte je nod ein reeller Strahl 
desielben gehen muß, deffen Schnittpunfte mit K u. Ky, einen har: 
monijden Wurf bilden, jo fann diefes ohne Widerjprud, bloß dann 
der gall fein, wenn der harmonische Wurf in den Grengfall über: 
geht, wo in A (oder B oder C oder D) 3 Punkte jich vereinigen. 

Zuf. 1. Es möge hier bemerft:werden, da die Strahlen des 
Strahlenbüjchels II, der durch die 8 Tangenten in den 4 Schnitt: 
punften ABCD bejtimmt ijt, nicht nur in dem bier befprodenen 
walle, wenn die eine der beiden Kurven durch die Ecken eines Drei: 
ecks geht, das für die andere abjolutes Polardreieck ijt, die beſpro— 
dene Eigenſchaft haben, fondern daß diejes ganz allgemein für je 
2 Kurven II gilt, wie unten alsbald gezeigt werden foll. 

Ruj. 2. Es verdient hervorgehoben zu werben, dag, wenn, 
wie in unferm Gabe, K, unenbdlich viele Dreiecke enthält, die in 
Bezug auf K abjolute Polardreiece find, dann dieſes aud) umge- 
tehrt mit K gegenüber K, ber Fall fein finne, daß diejes aber 
durchaus nicht der Fall fein miiffe. Nehmen wir nämlid 2 
Dreiede ABC u. PQR von der Beichaffenheit, daß APBQ in einer 
Geraden liegen und in ihr einen ordentlichen harmonischen Wurf 
darstellen und beftimmen nun 2 Kurven II K u. K,, von denen die Lite 
durch ABC gebt und in A u. B die Geraden AR u. BR berührt, wäh— 
rend bie 2te durch PQR geht und in PQ die Geraden PC u. QC 
berührt, fo erfüllen K u. K, die Bedingung, da jede unendlich 
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viele abjolute Polardreiecfe der andern enthält, und zu gleicher Zeit 
enthält der Strahlenbüfchel IL, welcher durch die 8 Tangenten von 
K u. K, in ihren 4 Schnittpunkten beftimmt ift, die Polaren aller 
Punkte der einen in Bezug auf die andere, 

342. Es lafjen ih, um in unferer Entwiclung weiter zu 
gehen, 3 oder 4 Schnittpunfte von K u.K, 3. B.ABC und auger: 
dem ein Punkt von K, 3. B. P willfürlih annehmen. 

Betrachtet man nämlich die Polare p von P in Bezug auf 
K und bezeichnet ihre Schnittpunfte mit K dur Q, Ry, fo giebt 
es in der Anvolution, die durch die Gegenfeiten des 4 Eds ABCP 
auf p nad) 8 bejtimmt ijt, gerade 1 Paar zugeordnete Punkte QR, 
welche durch Q, R, harmonisch getrennt find. Die Kurve mum, 
weldye durch ABCPQR (nad) 9) gelegt werben Fann, ijt die ge 
juchte K,, da PQR in Bezug auf K abjolutes Polardreieck ift. 

343. Ebenſo fann man von der K, 3 Punkte MPQ, fowie 
einen ber 4 Sdnittpuntte ABCD 3. B. A beliebig annehmen, 
wenn nur PQ in Bezug auf K einander fonjugirt find. Denn tft 
R der Pol von PQ für K, fo ift durd MPQRA eine Kurve IIK, 
bejtimmt, welche die in 341 bejprochene Eigenjchaft bat. Bezeich— 
nen wir biebei den Schnittpunft von MA mit der Geraden PQ 
durch a, jo wie den der Tangente AA an K bdurd a, fo iſt die 
in 340 befprodjene Snvolution durd) die zugeordneten Bunfte aa, 
und PQ vollfommen firirt. 

Ein bejonderer Fall von 340 lautet: 

344. Die 4 Normalen einer Ellipfe in ihren 4 Schnitt: 
puntten mit einer gleichjeitigen Hyperbel, deren Aſymptoten 
parallel den Aren der Ellipfe find, und die durch deren 
Mittelpunkt geht, jchneiden fic) alle 4 in einem Punkte bie: 
fer Hyperbel jelbjt (14.) 

Es gilt aber auch umgekehrt der Sab, daß durch einen 
beliebigen Punkt im Allgemeinen 4 Normalen einer Ellipie 
gehen, deren Fußpunkte in einer burd den Mittelpunft M 
gehenden gleichjeitigen Huperbel Liegen, deren Aſymptoten 
den Aren parallel find. 

apt fid) nämlich durch Q eine Normale ziehen, deren Fuß— 
punkt A ijt, jo beftimmt bie burd) A gehende und die obigen Bebin- 
gungen erfüllende Hyperbel im Allgemeinen 4 Schnittpunkte ABCD, 
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die mad dem letzten Gage die 4 verlangten Normalen geben, und es 
ijt daher nur nod) zu beweijen, daß dur Q nidyt nod) eine 5te 
Normale gehen fann; mare aber E der Fuppunft einer foldjen 
Sten Normale, jo mühte jede durd) EM und einen der obigen 
4 Fußpunkten ABCD gehende Hyperbel, deren Ajymptoten den 
Aren parallel find, den Schnittpunft Q enthalten, ohne mit einer 
der vorigen identifd) zu fein, was offenbar ein Widerſpruch ijt. 


Sn 23 haben wir gejchen, daß wenn man von einem har- 
monifden Wurf mmynn, das eine Mal das eine Paar getrenn- 
ter Punkte mn das andre Mal das andre Paar myn, als Orb: 
nungselemente eines involut. geraden Gebildes wählt und in beiden 
Tällen zu einem und demfelben Punkt qo die beiden zugeordneten 
Elemente q und q, fucht, algdann immer mn. myn, .qq, eine Invo— 
lution darftellen. Es gilt aber nun nothwendig aud) die Umkehr, 
daß wenn mm,nn, ein harmoniſcher Wurf ijt, und außerdem 
mn.mn,.gg, eine Snvolution darftellen, daß alsdann immer ein 
und derfelbe Punkt a, die beiden Würfe mango u. myqın,ga zu hare 
monijden Würfen macht. 


Wenden wir das auf unjern obigen allgemeinen Gag 340 an, 
indem wir die Schnittpunfte von den beiden Gegenfeiten ABu. CD 
des gemeinfam eingejchriebenen 4 Eds ABCD von K u. K, mit 
p durdy q u. q, die Schnittpunfte pK durd) mn die Schnittpunfte 
pK, durch mn, (oder-QR) bezeichnen, jo trifit die foeben hervorge- 
hobene Borausjegung zu, da mm, nn, nad) der Vorausjegung ein har— 
monijder Wurf und mn.mun,.gg, nach 9 eine Involution ijt. Sucht 
man daher zu den 3 Punkten man den Aten harmonischen qo, fo ift 
aud) my G Mm, Go ein harmonischer Wurf. Man findet aber den 
Punkt go, der von q, d. bh. vom Schnittpunkt von AB u. p durd 
K harmonisch getrennt ijt, am einfadjten, wenn man die Gerade 
PA zieht und nad) dem 2ten Schnittpunft A, dieſer Geraden mit 
K die Gerade BA, zieht, welche die p in dem gejuchten Punkte go 
ſchneidet (nad) 79). 

Wenden wir diefen allgemeinen Sat wiederum auf den in 344 
angeführten befondern Tall an, in welchem K, eine durd den Mit- 
telpuntt der Ellipje K gehende gleichjeitige Hyperbel ijt, deren 
Ujymptoten parallel den Wren von K, und in dem die zugeordneten 


Sed 
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Punkte der Involution auf je 2 fenkrechten Strahlen liegen, fo er: 
halt man folgenden Gab. 
345. Sind ABCD 4 Puntte einer Ellipse, deren Normalen 
fih in 1 Punfte fdneiden, und liegt A, in der Ellipje dem 
A diametral gegenüber, jo find die Richtungen BA, u. CD 
duch die Arenridjtungen harmoniſch getrennt, d. b. ihre 
Winkel werben durd die Aren halbirt. 

Aus 80 folgt, daß bie Richtung von BA, zu der von BA 
fonjugirt ijt, ober bag BA u. BA, fonjugirte Sehnen jind. 

Hieraus folgt aber zugleich nad) 333: daß die Punkte A, BCD 
in 1Kreiſe liegen; d. h. 

346. Sind ABCD bie 4 Fußpunfte von 4 durch einen 
Punkt gehenden Normalen einer Ellipje, jo liegen je 3 
mit dem bem 4ten diametral gegenüberliegenden Punkt in 
einem reife. 

Buf. Will man zu 2 Punkten AB einer Ellipje die 2 CD 
finden von der Bejhaffenheit, daß die 4 Normalen in ABCD fid 
in 1 Punft jchneiden, fo hat man nur die 2te gemeinjchaftliche 
Sekante der Ellipfe und der dburd AB und den Mittelpunkt der 
Ellipfe bejtimmten gleichfeitigen Hyperbel, deren Afiymptoten paral- 
lel ben Aren find, zu ermitteln, eine Aufgabe die befanntlich ftets 
mit Hilfe des bloßen Lineald durchzuführen ijt. 

Wenden wir und nun alsbald zu dem in ui. 1 im Boraus 
angebeuteten Gab, von dem eben bajelbft fdjon ein bejonderer Fall 
gelegentlich behandelt wurde. Zu diejem Zweck ſchicken wir einige 
vorbereitende Betrachtungen voraus, 

Sit eine Kurve II dem 4 Ee ABCD f. Fig. 46 umſchrie— 
ben, und gehört (ſ. 6) das Ed E des zugehörigen Poldreiecks zu 
ben Gegenfeiten AB u. CD das Ee F zu den Gegenfeiten AC u. 
BD und das Ee G zu den Gegenfeiten BC u. AD, fo liegt auf 
jeder ber 3 durd ein Ee gehenden Seiten des 4 Ecks gerade ein 
Ee diejes PoldreieS und wir wollen nun der Kürze wegen in 
Bezug auf D fagen, zu BD gehöre F, zu DA gehöre G und zu 
DC gehöre E oder wir finnen aud) jagen, für das Dreied ABC 
bes 4 Ecks gehöre zu A das Ed G, zu B das Ed F und zu C 
bas Ed E oder zu A gehöre die Gegenfeite EF, zu B gehöre bie 
Gegenfeite EG und zu C gehöre die Gegenjeite FG. 
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Behalten wir nun gegeniiber dem Dreieck ABC dieſe Bezeiche 
nung aud) bei, wenn ber 4te Eckpunkt D nicht auf der Kurve liegt, 
fo gilt folgender merfwürbige Gag: 

347. Geht Fig. 47 eine Kurve II K durd die 3 Eden 
ABC eines beliebigen 4 Ecks ABCD, jo jchneiden die 3 Tan 
genten AA (oder a) BB (oder b) CC (ober c) bie ent- 
iprechenden Gegenfeiten des zum 4 Ed gehörigen Poldrei- 
eds in 3 Punkten G,F,E, *) einer Geraden p, und dabei 
find die Schnittpunfte pK die Ordnungselemente derjenigen 
Snvolution in p, deren zugeordnete Punkte nad) 8 auf den 
Gegenfeiten des 4 Ecks liegen. 

Es genügt offenbar den Beweis geführt zu haben für den 
gall, bag D auf der feften Seite AD (oder CD oder BD) als 
veränberlich betrachtet wird, denn follte der Beweis 3. B. geführt 
werden für ein D,, das weber auf AD nod auf CD liegt, fo ziehe 
man zuerit CD,, welde die AD in D, jchneiden möge und führe 
auf die joeben angegebene Weife den Beweis für ABCD, und 
benfe nun von neuem das D, auf CD, nad) D, fortrüden, fo 
braudt hier wieder bloß das obige Verfahren angewendet zu wer- 
den, um auch für ABCD, den Beweis zu führen. 

Denkt man fich aber D auf der fejten Geraden AD weiter: 
rüden und bezeichnet man die von ABC verjdiedenen Schnitt: 
punfte ber Strahlen DA DB DC durch A,B,C,, jo ändert ji 
B,C, EF fowie E,F,G,, während A, u. G feft bleiben. Hiebei 
leuchtet aber nun alsbald ein, dak Strablenbiijdel A, (B,..) per: 
fpelt. zu Strablenbijdel G (F...) und dag CC (oder c) ihre 
perjpeft. Are ift, wie letteres alsbald fid) ergiebt, wenn man D 
nad) G und nad) A, gerüdt denkt. Ebenfo ijt A, (C,..) perjpreft. 
G (E..) und b ijt ihre perfpeft. Ure. Wenn man den Strahl 
DC fejt ängenommen hätte, ware man zu einem ähnlichen Mejul- 
tate binfichtlih der Strablenbiijdel C, (A,..) u. Cy, (B,..) ge 
langt, kurz es ift aus diefem Beweife zu erjehen, dag A,B, GF 
und c und ebenjo A,C, EG und b und enbdlid) ebenjo B,C, EF 
und a fich je in 1 Punkte fchneiden; da aber nun Dreieck A,B,C, 


*) Hiebei liegt E, au FG, F, auf EG, G, auf EF. 
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perfpeft. ift bem Dreieck GFE in Bezug auf D als perfpeft. Een- 
trum, fo müfjen die obigen 3 Punkte nad I. Th. 87 in 1 Geraden 
liegen. Um nun den 2ten Theil unjres Gages nod) zu beweifen, jo 
fet der Schnittpunft von ab durch P und die Séhnittpunfte von p 
mit AB u. CD entiprechend durch MN bezeichnet; da nun aber we- 
gen de8 4 Ecks ABCD die Geraden AB u. CD durd EF u. EG bar: 
moniſch getrennt find nad) 6. a., fo ift MF, NG, ein harmonifcher 
Wurf, alfo and im Strablertbijdel P der Strahl PN von dem 
Punkt M durd PA PB harmonisch getrennt, daher ift M der Pol 
von PN für K und alfo die beiden Sdnittpuntte pK durd) MN 
und alſo auch durch die Geraden AB u. CD harmoniſch getrennt. 
Vertaufcht man b mit c oder a mit c, fo erhält man ganz auf 
diejelbe Weile, daß die Schnittpunfte pK aud) durch die Gegen: 
feiten AC u. BD und durch die Gegenjeiten BC u. AD barmo- 
nic getrennt find w. 3. b. w. 

Die Schnittpunkte pK find daher nadh-9 in Bezug auf jeve 
durch ABCD gebende Kurve I fonjugirt. 

348. Nehmen wir an, dag D allmählid alle Punkte der 
feften Geraden AD durchläuft, fo findet man, daß die Gerade p 
dabei einen Strahlenbüſchel IT RK bejchreibt, dem die Tangenten 
abe angehören, denn die Punkte E,F,G, find entfpredyende Ele: 
mente projeft. gerader Gebilde in cha. Da nun jede Kurve TI, 
die burd) ABC gebt, mit der feften Geraden AD nod einen Punkt 
gemein haben muß (der jedod) aud) mit A zufammen fallen fann), 
fo folgt hieraus folgendes: 

Alle durch ABC gehenden Kurven II laſſen fics nad den 
einzelnen Punften von AD in 4punftige Syfteme jondern, 
wobei zu jedem Syfteme gerade ein *) Strahl von K ge 
hort, ber mit den Tangenten abe die Eigenjchaft gemein 
hat, daß feine Schnittpunfte mit K in Bezug auf alle Kur: 
ven des fraglichen Syſtems einander fonjugirt find. 

Läßt man die ftetige Jortbewegung von D nidt 
auf der feften Geraden AD, fondern auf einer feften 


*) Das Kurvenfyftem ABCA, madt bievon felbftverftändlihd nad 9 
eine Ausnahme. 
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durh ABCD gehenden Kurven Ü vor fic gehen, fo ge 
langt man zu dem intereffanten Sat, zu deffen Ermittlung haupt: 
jächlich diefe Betrachtung angeftellt wurde. Da nämlich in diefem 
wall Strahlenbüfhel B(D..) w A(D..), fo ftellen andy die ein- 
zelnen Bunfte F u. G entjpredyende Punkte 2er projeft. und wie 
man fid) alsbald überzeugt (wenn man D mit C aufammen fallen 
läßt) perfpeft. gerader Gebilde dar, und zwar ijt diejer durch die 
Berbindungslinien von EG entſtehende Strahlenbüfchel projeft. dem 
Strablenbijdel B (D...) oder A (D...); dasfelbe Refultat erhält 
man nun für die einzelnen Verbindungslinien EF u. EG, woraus 
dann fchlieglich fid) ergiebt, dak e(E,..) w b(F,..) walG,..) 

w. 3. b. w. 
Man erhält demnach ganz allgemein folgenden Gab (val. 341): 
349. Durd 2 Kuren IT Ku. K, ift ein Strablenbüfdyel II 
K beitimmt, deffen einzelne Strahlen die Eigenſchaft bejigen, 
dak ihre Schnittpunfte mit K harmoniſch getrennt find von 

den Schnittpunften mit K.. 

Ruf. 1. Es leuchtet ein, dak die beiden Strahlen von R, 
welche durch die Schnittpunfte ABC und dann jelbitverftändlich 
aud) D, geben, je die beiden Tangenten in diefen Punkten an K 
u. K, darftellen, infoferne der harmonijde Wurf in diefem Fall in 
den Grenzfall übergeht, für welchen 3 Punkte in 1 zujammenfal- 
fen, jo daß alfo dem in 286 eingeführten Strahlenbüfchel IT die 
bier befprodjene Eigenjchaft gegenüber K u. K, zufommt. 

Ruf. 2. G8 verdient hervorgehoben zu werden, bak es auger 
den Strahlen von K feine Gerabe geben könne, welder der K u. 
Ky, gegenüber die tm Gage hervorgehobene Eigenſchaft zukäme. 
Würden fic) nämlich im Punkte S 3 Gerade pqr jchneiden, deren 
3 Paar Schnittpimfte aa, bb, cc, mit K harmonisch getrennt wa- 
ven entipredend durch die Schnittpuntte und zwar ae, BB, yy; 
mit K,, und wären MN bie Berührungspunfte der von S an K 
zu ziehenden Tangenten, fo könnte man durch MN aba, eine Kurve 
TI Ky» ziehen und nad) 248 die Rurve IT K, fuchen, deren Puntte 
gegenüber denen von K, die Eigenjchaft haben, daß je 2 auf einem 
Strahl von 8 liegende Punkte von K, u. K, durd die Schnitt: 
punfte von K harmonifch getrennt find. RR, u. K, batten alsdann 
offenbar die 4 Edpuntte des 4 Eds aba,b, gemein, von dem ein 


Poleck S ift; auf dem Strahl Sc oder r wären aber nad ber 
Borausfegung die Schnittpunfte von K die Ordnungselemente der 
Snvolution, welche durd die Schnittpunfte von K, u. KR, und aljo aud 
nad) 9 durd) die Sdnittpunfte mit je einem Paar Gegenjeiten des 
4 Ecks aba,b; entjteht, was nicht möglich ijt, da in der durch dies 
jes 4 Ecks auf r nad) 8 erzeugten Snvolution S der eine Ord- 
nungspuntt fein muß. 

350. Durd 2 beliebige Strahlenbüjchel II KK, ijt im Allges 
meinen eine Kurve II K bejtimmt, von der jeder Punkt die Cigen- 
{daft hat, daß das Tangentenpaar, das von ihm an K gezogen 
werden kann, harmonisch getrennt ijt durch das an K, zu ziebende, 
db. b. in Bezug auf Ky fonjugirt ijt. Diefe Kurve K geht buch 
die Berührungspunfte der 4 K u. K, gemeinjdaftliden Tangenten 
abed und ijt aljo mit ber in 287 beiprochenen identifch, dabei kann 
der Fall eintreten, bag RK in 2 Gerade übergeht, wie died nacfol- 
gender Ruf. näher bejpricht. 

Buf. Es möge hier nod der Zufammenhang hervorgehoben, 
werden, in weldyem die Gage 349 u. 350 mit einer Anzahl Gagen 
fteht, auf die wir bei anderen Gelegenheiten gefommen find, wobei 
zugleich der befjern Leberficht wegen diefe noch einmal in der 349 
entjprechenden Faſſung in Kürze hier zufammengejtellt werden follen: 

a) Gebt K u. K, je in 1 Paar Gerade pp; u. qq, über, wo- 
bei pp; die qq, in den 4 Punkten ABCD eines 4 Eels fchneiden, 
jo erhält man den Gag: 

Alle Geraden, deren Schnittpunfte mit 2 fejten Geraden pp, 
durch die Schnittpunfte mit qq, harmoniſch getrennt jind, berühren 
eine Kurve II, die auc) ppı qq, zu Tangenten hat, |. 65. 

Reciprolk hiezu ijt: 

Ale Punkte, deren Verbindungslinien mit 2 fejten Punkten 
PP, burd die 2 Punkte QQ,, die mit PP, ein 4 Ed bilden, har- 
monijd) getrennt find, liegen in einer durd PP,QQ, gehenden 
Kurve I. 

b) Gebt K, in ein Gyftem 2er Geraden pp, über, fo er- 
hält man; 

Alle Gerade, deren Sdnittpuntte mit einer Kurve IIK durch 
die Schnittpunfte mit 2 Geraden pp; harmoniſch getrennt find, um 
hüllen eine Kurve II, welche die pp,, fo wie die Tangenten der K 
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in deren Schnittpunften mit pp, zu Tangenten hat, f. 267 
oder 262. 

Schneiden fic) pp, auf K, fo haben auger den 3 Tangenten 
in ben Schnittpunften pK u. py K nod) die Strahlen des Strah— 
lenbüfchels I, dejjen Centrum pp; ift, die verlangte Eigenſchaft. 
Sind dagegen p u. py in Beziehung K einander fonjugirt, fo ha— 
ben jämmtliche Strahlen ber beiden Pole SS, von p u. pı die 
befprodjene Eigenjchaft, vergl. 293. 4. 

Der reciprote Sak lautet: 

Ale Punkte, von denen aus Tangenten an eine Kurve II 
gehen, die burd) 2 fefte Punkte PP, harmoniſch getrennt find, Lies 
gen auf einer Kurve II, die PP, und die 4 Berührungspunfte der 
von P u. Py an K zu ziehenden Tangenten zu Punttelementen hat 
j. 261. 

Sit PP, Tangente an K, fo haben auger den Berührungs- 
punkten der von P u. P, an K zu ziehenden Cangenten nur alle 
Punfte des geraden Gebilbes PP, die befprodene Cigenfdaft. 
Sind PP, in Beziehung auf K fonjugirt, jo kommen nur den Bunt: 
ten der beiden Polaren ss; von PP, die fraglide Eigenjchaft zu. 

c) Daß die Kurve K in 349 u. 350 in bas Syftem er 
Strahlenbüfchel übergehen fann, aud) für den Fall, daß K u. K, 
2 Kurven II find, fowie die Bedingungen, unter denen died ge 
Ichieht, darüber wurde jchon in 243 Auf. 2 gefprochen. 

Auch die Sage 240 2c. ftehen offenbar in innerm Rufammen- 
bang mit 349 u. 350, wie bier anfnüpfend an die legten Sage 
nidt unerwähnt bleiben foll: 

Betrachten wir nämlich in 243 unter Beihaltung der dortigen 
Bezeichnung eine Kurve II K,, die durch die Punkte AB geht, fo 
entipredjen den beiden durch AB gejchiedenen Theilen von K, die 
ebenfalls durch AB gejdiedenen Theile von KR. Betrachtet man nun 

d) das Syftem 2er Geraden pp, als die Kurve II Ky, fo 
fénnen biebei 2 alle eintreten, entweder die eine Gerade p, geht 
durch die beiden Punkte AB und p jtellt eine beliebige 2te Gerade 
dar; dieſes führt ummittelbar zum Sat 240, wobei der Theil p 
des Syitems pp, die dort erwähnte Kurve K, die durch S geht, 
liefert, während der für p, übrige Theil der Kurve K auf ben 
Punkt S felbft fid) veducirt. Geht hingegen p durd A (oder B), 
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jo rebducirt fic) nad) 79 der erjt erwähnte Theil von K auf die 
Gerade, die von B (oder A) nad) dem 2ten Schnittpunft pK gebt. 
Der Ate Fall tritt ein, wenn p die K in AC und pı die K in BD 
jchneidet alsdann beftehen die beiden joeben erwähnten der p u. p, 
entiprechenden Theile von K aus den Gegenjeiten BC u. AD des 
4&8 ABCD. Wie endlid, der Fall 243 in den Fall 293 über: 
geht, ift jchon 243 Buf. 1 befproden. 

351. Iſt ABCD ein beliebiges 4 Ect, jo fann man fic die 
Trage vorlegen, in welder Weiſe der Charakter derjenigen Kurven, 
welche diejem 4 Ed umjchrieben werden können, von der gegenfei- 
tigen Lage der 4 Punkte abhängt. 

Bor allem gilt nun folgendes: Ein Kreis läht fid) dem 
4 Eck ABCD bloß dann umjdreiben, wenn die Ordnungselemente 
der durch die Gegenfeiten auf der unendlich fernen Geraden ent- 
jtehenden Snvolution reell und auf einander jenfrecht jind (14), die: 
jes ift aber nad) 27 immer und nur dann der Fall, wenn von den 
3 Paar Geraden, weldye die Winkel der 3 Paar Gegenjeiten hal 
biren 3 und 3 unter fich parallel find (vergl. 170). 

Was die Parabel und Ellipje betrifft, jo genügt es, wenn 
die Ordnungselemente der durch das 4 Ec nad) 8 auf der unend- 
lich fernen Geraden beftinunten Snvolution reell find, in welchem 
wall jih nad) 188 2 Parabeln aber unendlid) viele Ellipjen dur 
ABCD legen laſſen. 

Hyperbeln endlich laſſen fic) jedem 4 Ec umfchreiben, jollen 
fi) aber bloß Hyperbeln dem 4Eck umjchreiben laſſen, fo geniigt 
ed nad) I. Th. 189 i., daß die erwähnten Ordnungselemente ima: 
ginär find. 

Fragt man fid) nun, welche gegenfeitige Lage die 4 Punkte 
haben müjjen, damit diejes der yall fei, jo fann man die Antwort 
der Anjchaulichkeit wegen für den allgemeineren Fall geben, wenn 
eine beliebige Gerade eine beliebige Kurve II K in 2 reellen Punk 
ten MN (j. Fig. 48) ſchneidet, die Snvolution hat nad I. Th. 24 
imagin. Ordnungselemente, wenn von 1 Paar Gegenjeiten die eine 
die innerhalb K liegende Strede MN, die andere die außerhalb 
K liegende Strede MN ſchneidet; diejes ift aber dann und nur 
bann der Fall, wenn das eine Ek A des 4 Eds auf der einen 
ber beiden durch MN gejchiedenen Theile von K liegt die 3 anderen 
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auf der anderen, Für bie Hyperbel find nun für die foeben ge 
machte Annahme die 3 endlichen Streden AB AC AD außerhalb 
ber Kurve, die 3 endlichen Streden BC BD CD innerhalb der 
Kurve, und da zu jeder der 3 guerft genannten Streden eine der 3 
legten als Gegenfeite des 4 Ecks gehört, und von dem zu ABCD 
gehörigen Poldreieck als abjolutem Poldreiet für K 2 Cefpuntte 
außerhalb das 3te innerhalb der Kurve liegen muß, jo folgt, daß 
von diejen 3 Scnittpuntten der Gegenjeiten 2 auf den durd A 
gehenden endlichen Streden AB AD der 3te auf der endlichen 
Strede BD liegen müjjen, oder mit andern Worten: 

352. Sollen durd) die 4 Puntte ABCD jich bloß Hyper: 
beln legen Laffer können, jo muß einer C biefer 4 Punkte die 
Eigenihaft haben, dag die von ihm nah den Eden 
ABD gehenden Geraden die 3 Seiten BD AD BA in Bunt: 
ten ihrer endlidjen Streden jchneiden, 

Neciprof zu 343 ijt: 

353. Sit irgend einer Kınve eines durdy 4 Punkte ABCD 
gehenden Kurvenſyſtems ein Dreieck eingezeichnet, jo giebt 
es nad Mr. 188 6 Kurven II des Syftems, welde eine 
Seite des Dreiecks berühren. Betrachtet man nun die Lage 
der 6 Berührungspunfte, jo findet man, daß diejelben die 
6 Eckpunkte eines volljtändigeu 4 Seits bilden. 

Die fraglichen Berührungspuntte müjjen nämlich nach 188 
als die Ordnungselemente der in den Dreiedjeiten durch das frag- 
lide Kurvenſyſtem bejtimmten Qnvolutionen durd je 2 Dreiecks— 
ecken harmoniſch getrennt fein, daher bilden j. Fig. 49 2 Paare aa, 
bb, derjelben die auf 2 Seiten ab liegen, wirflid) 2 Paar Gegen: 
ecfen eines vollftindigen 4 Seits, deffen 3ies Paar cc, auf der Sten 
Seite des Dreiecks Liegt, und auf diejem durd die Eden ebenfalls 
barmonifch getrennt ijt. €8 fragt ſich daher nur nod, ob dieſes 
Paar Gegeneden aud durd) je 2 Gegenfeiten des gemeinjamen 
4 Ecks ABCD harmonisch getrennt ijt. Qn diefer Beziehung gilt 
aber ganz allgemein folgendes: Zieht man von 2 Punkten aa, 
von a die durch aa, harmoniſch getrennt find nad 2 Punkten fA, 
von b die durch bb, harmoniſch getrennt find, je ein Paar Gerade, 
lo erhält man dadurd 2 Paar Gegenfeiten eines vollftändigen 
4 G8 aa, BB,, deren jedem die Eigenjchaft zukommt, dap ed bie 


Ste Dreiecksſette c je in 2 Punften yy, fchneidet, welche durch cu. 
c, ebenfalls harmonisch getrennt find, wie man fich leicht davon 
überzeugt, da bei veranderlidem 4& u. B, die Strablenbijdel a 
[#...], @ [Aı...] projeft. find, aljo bie c in 2 projeft. geraden 
Gebilden fchneiden, in denen aber die einander entiprechenden 
Sdnittpuntte von a[a] u. &, [a], jowie die einander entipredenden 
Sdnittpunfte von a [a,] u. a, [a] durd) e u. c, harmoniſch ges 
trennt find, während c u. c, entjprechend gemeinfame Punftelemente 
darftellen. Da nun aber je 1 Paar Gegenfeiten des gemeinfamen 
4 Eds diefe eben beſprochene Eigenjchaft mit den Geraden aß u. 
af, oder af, u. a8 gemein haben, jo ift unfer Gab erwieſen. 

Ruj. Die Anwendung von 6 oder 35 läßt erfennen, daß 
man auf 3 verſchiedene Weijen von den 3 Ecfen des 3 Eds nad 
Sen der 6 Berührungspuntte Edtransverfalen ziehen kann, die fic 
in je 1 Punkt jchneiden. 

354. Hat man einer Kurve eines durch 4 Punkte gehen- 
den Kurvenfyftems ein 4 Eck eingezeichnet, fo liegen die 12 

Berührungspunfte der 12 Kurven des Syſtems, von denen 

jede eine Seite des vollftändigen 4 Ecks berührt, zu je 3 

in 4. 4 Geraden, und von ben Edtransverjalen, die man 

von den Eden des 4 Eds nach ihnen ziehen fann, jchneiden 
fih je 3 in 4. 3 Punkten. Liegen 3 der 12 Ordnungs- 
punkte, die nicht den 3 Seiten eines der 4 durd dad 4 Ed 
beftimmten Dreiede angehören, auf berjelben Geraden, fo 
liegen auf berjelben Geraden nod 3 andere Ordnungs- 
punkte. 

355. Es gilt aber offenbar auch umgekehrt der Satz, 
daß wenn bei einem durch 4 Punkte beſtimmten Syſtem 

von Kurven II von den 6 Berührungspunkten, die die 6 

Kurven des Syftems mit 3 Seiten eines Dreied3 ABC ge- 

mein haben, 4 Mal 3 in je 1 Geraden liegen, alsdann das 

Dreie einer der Kurven des Syftems eingefchrieben fein 

muß. 

Denn betrachtet man diejenige Kurve des Syftems, welche 
burd) das eine Ed A des fraglichen Dreieds geht, fo bejtimmt 
diefe mit ben beiden durch A gehenden Seiten desfelben ein 2tes 
Dreieck, welchen dieſelbe Eigenſchaft hinfidjtlid) des gegebenen 
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Kurvenſyſtems zufommt, da aber das 4 Seit, auf deſſen Seiten 
die 6 Beriibrungspuntte liegen, durch die beiden Paare von Gegen— 
eden auf AB und AC vollfommen fiirt ijt, jo kann auch die Ste 
Seite des gegebenen Dreiecks von der ded Zten nicht verjchieden fein. 

Zuſ. Diejelde Umkehr gilt nun aud) binfichtli der Berüh— 
rungspunfte auf den Seiten eines eingejchriebenen 4Ecks, der Art, 
da wenn bie in Nr. 354 bejprochene Vorausjegung gilt, als dann 
das 4Eck einer Kurve des Syjtems eingejchrieben ijt. 

Zul. Der obige Beweis (353) erleidet ojjenbar Leine Yen- 
derung wenn 2 oder 2 Mal 2 der dajelbjt erwähnten 12 Kurven in 
1 oder je 1 zujammen fallen. Hieraus erhält man unter anderem 
folgenden Sag: 

356. Scneidet man 2 Kurven KK, durd eine Gerade 
p, und zieht in den 4 Schnittpunften die 4 Tangenten, fo 
jo bilden dieje ein 4 Seit, von deſſen 6 Eden die 4 von 
den beiden Polen von p verjchiedenen mit den 4 Schnitt: 
punkten von KK, in 1 Kurve II liegen. _ 

Es tritt nämlich in diefem Falle für die Gerade p der oben 
354 Zuſ. angeführte gall ein, daß auf ihr 6 der Ordnungsele- 
mente der 6 Geiten des von den 4 erwähnten Gefen gebildeten 
4Ecks liegen. 

Zuſ. Man kann dieſen letzten Satz auch ſo ausſprechen: 

Sind in pab und a,b, irgend 2 Paare von Punkten, 
welde in der durd ein 4G¢ ABCD nad 8 beftimmten Snvo- 
lution einander zugeordnet jind und zieht man durch ABCDa und 
duch ABCDa, je eine Kurve des Syitems, jo bejtimmen die 4 in 
aba,b, an fie zu ziehenden Tangenten ein 4 Seit von dem 2 
Paar Gegenecen auf einer Sten Kurve des Syſtems Liegen. 

357. Jn den legten Nummern wurden die Lagenverhältnifie 
der Beriihrungspuntte von beliebigen Kurven eines durd 4 Puntte 
ABCD beitimmten Rurvenjyftems beſprochen, es foll nun bier 
der Fall nod näher betrachtet werden, wenn ein und biejelbe Kurve 
des Syſtems 2 Gerade qq, berührt j. Fig. 50. In diejer Beziehung 
gilt nun der Gag: 

Zieht man von einem Punkte P aus an eine Kurve K 
des Syſtems 2 Tangenten qq, , jo bejtimmen diejelben auf 


einer beliebigen Kurve K, des Syſtems ein eingejchriebenes 
Pfaff, neuere Geometrie. II. ll 


s 
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4Eck EFGH, und es fdneidet nun die Berührungschorde 
d. h. die Polare p von P für diefe Kurve K jede der 6 Seiten 
des gemeinfamen 48 ABCD in einem der Ordnungs— 
puntte S derjenigen Snvolution, welde durch die 3 Paar 
Gegenfeiten des 4Ecks EFGH nad 8 auf ihr bejtimmt wird. 
Liegt namlid) T auf der Polare des Schnittpunttes Hon p 
und ber gemeinfamen Chorde CD umd auf CD felbjt, jo find 8 
und T jowohl durd C und D als auch durch q und q, barmonijd ge 
trennt, woraus die Nichtigkeit für die Seite CD und natirlid 
ebenjo für jede der 5 übrigen Seiten des 4Ecks ABCD folat. 

858. Nimmt man 2 Punkte des eingejchriebenen 4 Eds 
EFGH 3.8. E und F feſt an, jo wechjelt mit der Kurve des 
Spitems, welde von den veränderlichen Seiten EH und 
FG berührt wird, aud) die 4Ecksſeite GH, aber ihre Lage 
ändert fid) dabei immer fo, daß fie eine von 2 feiten Kurven 
des Syſtems berührt nämlidy eine von denjenigen Beiden, 
welche durch die 4 Punftelemente ABCD und die Tangente 
EF beſtimmt find. 

Man kann die 2 feften Punfte EF zuſammen fallen lajien, 
dies giebt 3. B. folgenden Gag: 

359. Zieht man an 2 Rreije K und K, eine gemein- 
ichaftliche Tangente und an den einen K eine beliebige 2te 
Tangente, jo jchneidet diejelbe den andern K, in 2 Puntten, 
die mit dem Berührungspunfte auf ihm verbunden 2 Tan— 
genten eines Rreijes liefern, der durch die Schnittpuntte 
von K und K, geht. 

Reciprof zu den legten Sätzen ift: 

360. Zieht man von 2 Punkten QQ, einer von den unend- 
lid) vielen Kurven, die alle 4 Tangenten abcd gemein haben, 
an eine beliebige andere diejer Kurven 2 Paar Tangenten, 
jo beitimmen dieſe ein vollftändiges 4 Seit, von dejfen 2 
übrigen Paaren von Gegenpunften jedes ebenfalls auf einer 
Kurve des Syſtems liegt; und zwar fallen die Pole der 
Verbindungslinien der Gegeneden für je die Kurve dei Sn 
items, auf der fie Liegen, in einem Punkte zuſammen. 

361. Zieht man von 1 Punkte aus an 2 Kurven II K 
und K, 2 Paare Tangenten, fo beftimmen die 4 Berth: 
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rungSpuntte ein 4 Ed von dem 2 Paar Gegenfeiten mit 
ben 4 gemeinfchaftlichen Tangenten von Kund K, eine und 
diefelbe Kurve IT umbiillen. 

362. Stellen ef 2 Tangenten einer der in dem Syſtem 
abcd von Nr. 350 enthaltenen Kurven dar, und ee; ff, die 
Schnittpuntte derfelben mit irgend einer andern Kurve diejes Sy: 
jtems, fo liegen die Schnittpunfte der in e und f, in e und fi, 
ine, und f, ine, und fi an biefe Kurve gezogenen Tangenten 
in einer von 2 feften Kurven desjelben Syſtems. 

Läßt man e und f in 362 unendlich nahe gujammenriicen, fo 
erhält man; 

363. Berührt e bie Kurve Ky des Syitems in E, und 
zieht man von irgend einem Paar Schnittpunften von e und 
einer andern Kurve des Syitens 2 neue Tangenten an Ko, 
jo ſchneiden fich dieje jtet8 auf einer fejten Kurve des Sy— 
jtems, welche durch E geht, chne e zur Tangente zu haben, 

Ruj. 1. Da die Gerade p nad) der Vorausfegung die beiden 
Gegenjeiten FG EH in 2 Punkten der Kurve K des Syjftems 
ABCD jchneidet, und da das 4Eck ErGH einer beliebigen 2ten 
Kurve K, desjelben Syſtems ABCD eingefchrieben jein joll, jo 
ihneiden offenbar die Gegenfeiten des legtgenannten 4Ecks EFGH 
und zwar für jedes K, dieſe in Punktenpaaren, welche aud) in der 
nad 8 durd) das 4Eck ABCD auf p erzeugten Snvolution einander 
zugeordnet find. 

Zuſ. 2. Ganz auf diefelbe Weife wie 357 gezeigt wurde, 
bag die p von den 6 Geraden des 46 ABCD in 6 der 12 
Oronungspuntte der Involutionen gejchnitten werde, welche das 
4Eck EFGH nad) 8 auf den 6 Seiten des 4c ABCD erzeugt, 
eben fo ijt nun leicht aud) umgekehrt zu erweifen, daß die 6 Seiten 
von EFGH die p in 6 der 12 Ordnungspunfte jchneiden, welche 
zu den Snvolutionen gehören, die durd) das 4Eck ABCD auf den 
6 Seiten von EFGH nad) 8 erzeugt werden. Denn nimmt man 
für die Fig. des obigen Beweifes zum Schnittpunft 3, von EF und p 
den Bunft T, auf EF von der Beichaffenheit, dak S, in Bezug 
auf K der Bol von PT, ijt, jo find S, und T, nicht nur durd E 
und F (weil durd) q und q,) fondern auch durch die Schnittpunfte 
von K und EF (weil 8; und T, in Bezug auf K fonjugirt find) 

11* 
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harmoniſch getrennt, wodurch der Sag für Seite EF bewieſen tft; 
auf die gleiche Weiſe wird dann auch der Beweis für die übrigen 
Seiten geführt. 

Zuſ. 3. Aus 343 folgt aber nun in Verbindung von 347 
und 347 Zuj. 2 unmittelbar, daß die beiven 4Ecke ABCD um 
EFGH gegenüber der p in einer gewijjen Wechjelbeziebung jteben, 
injoferne 8 Kurven des Syſtems ABCD giebt, welche die Seiten 
des 4Ecks EFGH gerade in den 6 Schnittpunften von der Ge 
raden p berühren, und dag es umgefehrt Kurven des Syjtems 
EFGH giebt, welche die 6 Seiten des 4Ecks ABCD in den 
Schnittpunkten mit p berühren. 

Nun liefert die Verbindung diejer legten Wahrheiten folgenden 
merkwürdigen Ga: 

364. Berühren 2 Gerade qqy eine Kurve K eines 4punt: 
tigen Kurvenjyftems ABCD, jo bejtimmen jie mit jeder 
anderen Rurve K desjelben Syitemes ein 4Eck EFGH ron 
der Beichaffenbeit, dak die beiden übrigen Gegenjeitenpaare 
diejelben 2 Kurven K, und Ky desjelben Kurvenſyſtems be 
rühren. 

Denn die Kurve Ky ies Syitems ABCD, welche durd) den 
Schnitt von p und EF geht, jchneidet nad) 347 Zuf. 1 die p zum 
andern Mal in dem Schnittpunfte von p und GH aber nad 347 
Zuſ. 3. ijt EF ſelbſt die Tangente diefer Kurve Ky in ihrem 
einen Schnittpunfte mit p und ebenjo GH die Tangente in dem 
2ten Schnittpunfte. 

Zuſ. Zieht man an eine Kurve des Syftems 2 Tangenten 
aa,, jo giebt eS nod) 2 Kurven des Syftems, von denen die eine 
die a und die andere die a, berührt, und aus 176 folgt, daß diefe leg: 
teren 2 Kurven nie in 1 zujammenfallen können, d. h. daß es nie 2 
Kurven geben fonne, welche diejelben 2 Geraden aa, berühren. 
Denn bezeichnen wir die eine Berührungschorde mit p die andere 
mit p,, jo würden bieje beiden Geraden jede Seite des volljtändigen 
4648 ABCD nad) dem Obigen in 2 Punkten jchneiden, die durd 
die Eckpunkte des 4Ecks harmonisch getrennt find, was nad 176 
nicht möglidy ijt, da wenn 6 der 12 Ordnungspunfte auf der Ge 
raden p liegen, in unferem Fall eben nad) 176 die 6 andern auf 
einer Kurve I] liegen müſſen. 
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Läßt man in 367 E und F in 1 Punkt zufammenfallen, fo 

erhält man folgenden Gab: 

365. Zieht man von 1 feften Punkte E, der mit den 4PBunften 
ABCD in einer frummen Linie II K liegt, Tangentenpaare 
an je eine Kurve det Syftems ABCD, fo bejtimmen 
biefe auf K je eine Gefante, die zufammen alle biejelbe 
Kurve K, des Syſtems ABCD berühren, und die die Tan: 
genteEE an K in einem von E verjchiedenen Punkte berührt. 

Von E und F auf K lafjen fich offenbar je 2 Paare Tangenten an 
je eine Kurve des Syftems ziehen, nämlich von E aus e; und e von Faus 
f, und f,, jo daß man je eine Tangente von E mit je einer Tangente 
von F als die 2 Gegenjeiten bes der K eingejchriebenen 4 Ed 
betrachten fann. Dadurd) erhält man nun auch als Gegenjeite von 
EF 4 verfchiedene Chorden von K diefe 4 verſchiedenen Chorden 
müffen nun nad) 367 mit EF gemeinfame Tangenten von ben 
2 bejtimmten Kurven des Syitems fein, die EF als Tangente 
haben können. Bezeichnet man nun entjprechend die 2ten Schnitt: 
punkte von e, fi eo f, mit ber Kurve des Syſtems, die durch EF 
geht, durch E,F,E;Fo, jo überzeugt man fid) alsbald, dak EF mit . 
E,F, und E,F, einerfeitS und mit E,F, und E,F, anbererfeits je 
eine Kurve des Syitems berührt. Denn da nad) (13) die Berührungs- 
chorden, diezu den Tangenten e,f, einerjeits nnd eof, andrerfeits gehören, 
die EF in demſelben Punkte fchneiden, durch den nad) 188 und 363 
Ruj. 2 aud) die von EF berührte Kurve gehen muß, jo ift der Sat die 
unmittelbare Folge der erwähnten Nr. Da man auffdieje Weife für je 
2 Bunte EF einer Kurve K, des Syſtems auf derjelben noch je 2 andere 
Tangenten einer Kurve des Syſtems erhält, die mit EF diejelbe Kurve 
des Syftems berühren, jo ergiebt fid) hieraus unmittelbar Folgender 
intereffante Gat: 

366. Zieht man von 2 Punften EF einer Kurve IIK, 
an irgend eine andere Sturve K, 2 Tangenten e, f, von 
den 2 neuen Edynittpunften E,F, diefer beiden Tangenten 
mit K, wieder 2 neue Tangenten ef, an diefelbe Kurve Kp, 
bon deren 2 neuen Schnittpunften EF. mit K, wieder 2 neue 
Tangenten e;f; mit den neuen Schnittpunften E;F, fo berühren 
alle derartig neu erhaltenen Ghorden E, F,, E2F:, E,F; 2c. alle 
eine und diefelbe Ste Kurve K; des Syitems ; diejelbe Kurve K, 
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wird aber auch berührt von denjenigen Ghorden G,H,, G;H;, 
G;BH; 2¢., welde man ganz auf diefelbe Weife wie E, F,, E,F; x. 
erhält, wenn man von den Tangenten g, hy ausgeht, die 
man von E und F auger e, f, nod) an die K, legen fann. 
Eine 2te Kurve K, erhält man durch die Chorden E,H, 
E,H, E;H, x. einerfeits und F,G, F,G, F;G; x., 
welde man auf die oben angegebene Weife in K, finvet, 
wenn man von den Tangenten e;, h, einerfeits und fı g, 
andrerjeits ausgeht. | 
Hieraus erhält man nun unmittelbar folgenden interefjanten Sag: 
867. Sind K, und K, 2 beliebige Kurven II, und kann 
man nun von einem beliebigen Bunft E von K, ber K, 
ein einfahee n Ef E E, Ep E,.... umfchreiben, das zu 
gleich der K, eingefchrieben ijt, fo ift diefes für jeden Puntt 
F von K,, von dem überhaupt an Ko ſich Tangenten legen 
fafjen, der all, und zwar haben alle diefe nde genau 
gleich viele Ecken oder Seiten. 

Unter Beibehaltung des Verfahrens und der Bezeichnung 
ber legten Nr. 369 trifft nämlich E mit En gujammen, würde nun 
Fa mit F nicht zufammen fallen, fo würde EFn eine 2te durch 
E an Kg gehende Tangente fein, fest man nun dasſelbe Verfahren 
fort, jo gelangt man nad) nmaliger Wiederholung von E wiederum 
nad) E und wenn aud F5, nicht mit F zufammen fallen würde, 
fo hätte man dur E 3 Tangenten EF EFn EF on an bdiejelk 
Kurve II des Syſtems was unmöglih, und es fjcheinen daber 2 
Möglichkeiten übrig zu bleiben, nämlich dak wirflich Fa mit F 
zufammen fällt, wie unfer Gab behauptet, oder daß ftets Fan mit 
F zujammen fällt. Diejes lettere läßt aber folgende Betradtung 
als unmöglich erfdeinen. 

Es feien, um an einem Beifpiele den Sat zu erweijen, EE, 
E, E; ein der K umfdjriebenes und der K, eingejchriebenes 4 Gd 
und ebenfo F F, Fs F; Fy F, Fy Fy ein der K umjchriebenes 
und der K, eingejchriebenes SEA, fo müßte nad der bisherigen 
Entwielung eine Kurve des Syſtems vorhanden fein, welche fel: 
gende Tangenten bat: EF E,F, EF, E;F, EF, E, F, bF, 
E;F, und ebenjo müßte e& eine 2te Kurve des Syftems neben, 
welche folgende Tangenten hat: EF E, Fy BF, E,F, EF, E,F; 
E,F, E,F,, was aber ofjenbar unmöglich ift nad) 367 Buf. 
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Es mögen bier nod einige befondere Källe für einzelne ber 
bier zulegt angeführten Gage folgen: 

368. Schneidet man 2 Kreije, die fid) in A und B 
ſchneiden, durch eine Gerade p, und zieht in den Schnitt: 
punften die Tangenten aba;b,, jo liegen die 4 von den Polen 
von p verichiedenen Eden des 4 Seits aba,b, auf einem 
durch AB gehenden Rreije. 

CD von 356 2c. find bier die Normalpuntte. 

369. Die 2 Ajymptoten einer Hyperbel jchneiden die 
einer beliebigen andern Hyperbel derjelben Ebene in 4 Punt: 
ten, welche mit ben 4 Schnittpunkten beider Hyperbeln auf 
derjelben Kurve II Liegen. 

Die p ift hier die unendlich ferne Gerade. 

370. Hat man 2 beliebige doppelt fonfofale Kurven II 
und zieht von einem beliebigen Punkte P aus Tangenten 
an fie, fo bilden die 4 Berührungspunfte ein 4d, von 
dem die 4 von den Polaren von P verfdiedenen Seiten eine 
Kurve II berühren, welche diejelben beiden Brennpuntte 
wie die erjien Kurven hat. 

Die 4 gemeinjchaftlihen Tangenten abed von 350 find bier 
die 2 Paar Normaljtrahlen der gemeinjchaftlichen Brennpuntte. 

371. Zieht man in einem durd 4 Puntte ABCD be: 
jtimmien Kurvenſyſtem alle Polaren pp,... eines Puntted 
P, jo jchneiden fic) diejeiben nach 171 oder 172 in 1 Punkte 
Q. Zieht man nun jerner durd den Schnittpunkt einer 
jolden Bolare (3. B. p) mit irgend einer der 6 Geiten 
(3.8. AB) des 4Ecks ABCD je eine neue Gerade qgı... 
von der Beichaffenheit, daß qq;... von AB je durch P und Q 
harmonisch getrennt ijt, jo jchneiden fich alle dieje verjchie- 
denen qgy... in 1 Punkte der Gegenjeite CD. 

Es ijt diefes Mämlich der Schnittpunft von PQ und CD, infoferne 
nach 141 oder 142 ABund CDdurch Pund Q harmonisch getrennt find, 
Ein bejonderer Fall hievon lautet: 

Zieht man an einen beliebigen Kreis, der burch 2 
Punkte CD geht, von einem Punkte P aus 2 Tangenten, 
jo geht die Gerade, welche die Streden der beiden Tangen- 
ten awijden P und dem Berührungspunfte halbirt, durch 
einen feften Punkt von CD, 


Reciprof zu 371 ft: : 
372. Die Pole PP,... einer fefien Geraden p in Be 
zug auf alle einem 4Seit abed eingejchriebenen Kurven II 
liegen nad) 172 auf einer fejten Geraden q ziebt man num 
bon einem ber 6 Ecken des 4Seits (3. B. ab) nad biejen 
Polen die Geraden pp, ... und wählt- auf ihnen je einen 
Punft QQ, ... von der Beihaffenheit, dak QQ, .... jevon bem Ee 
durch p und q harmonijd getrennt find, fo liegen alle biefe 
Punfte QQ,... auf einer feiten Geraden, die durch das 
Gegened (cd) des 4 Seits geht. 
Ein bejonderer Fall diejes Sages lautet: 
373. Bezeidnet man von einer Kurve Il, welde die 2 
- Geraden cd berührt und den feften Punkt F gum Brenn 
punft hat, mit M ben Mittelpunkt, fo liegt die Mitte der 
Stree FM auf einer feften = ben Scnittpunft cd 
gehenden Geraden, 
374. Sind 3 Kurven I KK, K, gegeben, jo beftimmen 
die gemeinfamen Punfte von je Zen derjelben nad 9 uj. 3 
ein Syjtem von Kurven IL; gehört mun die Kurve II K 
bem Syſteme K,K, die Kurve II RK, dem Syſteme KR; 
die Kurve II Ky dem Syiteme KK, an, und haben KR, 
K, einen Puntt A gemein, fo achören fie alle 3 einem in 
9 Buf. 3 bezeichneten Aten Syitem von Kurven II an 
St nämlich B ein 2ter gemeinfamer Punkt von KK, und 
bezeichrten wir die Schnittpunfte, welche die Gerade AB mit KK, 
Ky gemein hat, entiprechendb mit ab, a,b,, acbo, fo ijt nach 9 wegen 
des Syitems K, Ky, dem St atıgehört, AB, a,b, agb. eine Invo— 
lution; ebenjo wegen des Syſtems KK, dem X, angehört AB. ab. 
bo eine Snvolution, daher muß auch in dem Syſtem KK,, dem 
Ky angehört, dem Punkte A in der Involution ab. ab, der Puntt 
Baugeordnet fein, da ebenab.a,b,. AB eine Ynvolution ift, w. z. b. w. 
Zul. 1. Der obige Sak 374 abt fic unter Beibehaltum 
der dajelbjt gebrauchten Bezeichnungsweife in bequemer Faſſung 
aud) alfo geben: 
Gehört die K dem Syſtem K,K,, RK, dem Svfteme KK, 
an, fo liegen die 4 Schnittpunfte KK, mit den 4 Schnitt: 
punkten KK, in einer und derfelben Kurve II Ro. 


— 169 — 


Zuſ. 2. Da nod 8 und 9 ber Sab, auf welchen ſich der 
fo eben geführte Beweis ftüßt, auch nod) vollftindig giltig bleibt, 
wenn für bie eine oder andere der Kurven K und K ein Spitem 
2er Graden angenommen wird, fo bleibt auch der oben angeführte 
Gab unter diefer Vorausfesung noc) volljtändig richtig. Sn Folge 
befjen ergeben fic) nun aus diefem Gage verjchiedene befondere 
Fälle: 

375. Man fonn vor Allem die 3 Rurven LIK K, K, durd 
3 Spiteme 2er Geraber nämlich durd) ab a,b, asba vertreten fein 
lafjen, und fann außerdem auch nod) RR, Ky je in ein Syitem 2er 
Gerader übergehen lafjen. Schneiden namlid) die Geraden ab die 
Geraden a,b, in den 4 Punkten A,B,C,D,, fo ftellt das 3te von 
aba; b, verfdiedene Paar Gegenfeiten des 468 A,B,C, De die 
Kurve Ky dar. Auf diefem Wege erhält man nun leicht folgenden 
Sat, defjen weitere Ausführung auch dem Leſer überlafjen blei- 
ben möge: 

Die 6 Geraben aba, byacbo fchneiden ſich im Allgemeinen 
in 15 Punften P, diefe 15 Punkte P beftimmen 45 neue 
Gerade p, von den neuen Sdhnittpuntten diefer Geraden p 
liegen 45 mal je} 4 mit je 4 der Puntte P in je einer 
Kurve I. 

Ruf. Man kann auf diefe Weife auch auf eine einfache 
Weife eine Kurve II K punftweife fonftruiven, wenn 5 
ihrer Punkte gegeben find. 

Nehmen wir nämlich Fig. 52 an, die 5 Punkte fein ABC 
DM und betradjten nun die Geraden AB und CD ala Kyy die 
Geraden AC und BD als K, die eine willfürliche jedoch durch 
M gehende Gerade MB, alé die eine Gerade von RK, und bie Ste 
willfürlih durd) M gebende Gerade MB, als die eine Gerade von 
K, jo fann man B,C, und A.B, als die 2 Gerade K,annehmen, 
(obwohl je ein Paar Gegenfeiten des 48 B,C,AsB, zu 4 Punk: 
ten der gejuchten Kurve führen) wodurd dann aud RK und RK, 
vollends bejtimmt ijt, deren 3 nod) übrige von M verjdiedene 
Schnittpunfte NPQ 3 neue Punkte der gefuchten Kurve liefern.*) 


— — 





Auch bier fei wieder darauf aufmerkſam gemacht, daß einzelne der - 
Tunfte, wodurch eines der fraglichen Syſteme beſtimmt fein ſoll, unendlich 
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376. Läßt man bloß 2 ber 3 Kurven KK;K; 4. B. KK, 
in je ein Paar Gerade übergeben, und aud die Kurven KK, durch 
je 2 Paar Gegenjeiten ded K,K, und KK, gemeinjfamen 4Ecks 
vertreten jein, fo erhäit man unmittelbar den Gab (j. Fig. 53) 

Scneidet ein Paar Gegenjeiten des 4Ecks A, B. C,D» 
eine Kurve II K, in den Punften ABCD ein anderes 
Paar diejelbe K, in A,B,C,D,, jo jchneivet jedes neue 
Paar Gegenfeiten des 4 ds ABCD jedes neue Paar 
Gegenjeiten von A,B,C, D, in 4 Quntten, da mit A,B, 
C2 Do je in einer Kurve II liegen. 

377. Läßt man K, und Ky durd) Kurven II dagegen KR; 
und K, durch je ein Paar gerader Linien dargeftellt jein, fo erbält 
man den Gag: 

Schneidet Fig. 54 ein Paar Gerade ab bie K, in den 
‘Bunftenpaaren A,D, BoC, und entiprechend die Ky in den 
Punften A, Dy und B, C,, fo fchneidet jedes neue Paar 
Gegenfeiten des 4Ecks A,B, C.D. jedes neue Paar Gegen: 
jeiten von A,B,C,D, in 4 Bunften, die mit den Schnitt: 
punkten K,K» in einer Kurve II liegen. 

Zul. Auch bier läßt fich leicht linear wie in 375. Ruf. 
durch die 4 Schnittpuntte 2er Kurven IT K, Ky eine Kurve I 
legen, welche nod) durd) einen Sten Punkt a gebt: 

Bedenft man namlid), dag a ein Schnittpuntt einer der bei 
den Geraden RK, und einer der beiden Geraden Ry fein miiffe, fo 
hat man nur (f. die vorige Figur 54) durd a 2 beliebige 
Gerade aB und aB, zu ziehen, von denen die lite die Ky 
in B, D, die 2te die K, in BoD, jchneidet, dadurch ijt die durd 
ab in dem vorigen Gag dargejtellte Linie II K vollftändig firirt und 
jomit aud) nod R, und Ko und aljo auch die 3 noch übrigen 
Schnittpunfte von NK, My, die zu der gefuchten Kurve gehören. 





nahe zujammenrüden fünnen; man erhält dadurch Kurvenjviteme, die durch 
3 Punfte geben und in einem Aten eine gegebene Gerade berühren, oder die 
durch 2 Punkte gehen und fic) und eine Gerade ın einem 2ten Puntt Spunf: 
tig oSfuliren oder fic) in einem gegebenen Punkte Apunftig osfuliren. Die 
obigen Cage liefern biefür entjprechende Löfungen, die bem Lefer überlaffen 
bleiben mögen. 
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Diefe letzte Aufgabe verdient befonders Beachtung, wenn die 
Schnittpunfte von K, und Ky imaginär find. 

Es mögen bier nod) in Kürze die zu der lebten Gruppe 
reciprofen Gage beigefügt werben. 

Sinn KK,K, 3 beliebige Kurven IT und bezeichnen 
wir mit RK eine Kurve II des Linienjyitems K, K,*), mit KR, eine 
Kurve II des Kurvenfyftens KK, und mit Ko eine Kurve II bes 
Kurvenjyftems KK,, fo haben KR, Ko alle ihre Tangenten (die 
theilweije auch unendlich nahe zufammenrüden können) entipredyend 
gemein, wenn diejed bei einer derjelben der Fall ift. 

Mit andern Worten läßt fic) diefer Satz bei der gleichen Be- 
zeichnungsweile auch fo ausdrüden : | 

Die 4 gemeinjchaftlichen Tangenten von KK, liegen mit den 
A gemeinjdaftliden Tangenten von KK, in einem und demjelben 
Strablenbüfchel II. 

Auf. Diefer Saw gilt nad 8 und 9 aud) dann nod, wenn 
an die Stelle einer oder der andern der erwähnten Kurven II ein 
Syſtem 2er Punkte treten follte, die in diefem Falle als ein Paar 
Gegeneden eines 4Seits erjdjeinen. 

Hieraus ergeben fic) wieder verfdiedene einzelne Gage oder 
Aufgaben : 

378. 6 Punkte bejtimmen durch ihre Verbindungslinien im 
Allgemeinen 15 Gerade p. Dieje 15 Gerade p jchneiden jich in 
45 neuen Punften P und von den neuen Verbindungslinien diefer 
45 Punfte P liegen 45 mal je 4 mit je 4 der Geraden p in je 
1 neuen Strahlenbüjchel II. 

Ruj. Auf dem foeben betretenen Wege laſſen ſich auch leicht 
durch einfache lineare Konſtruktion die einzelnen Strahlenelemente 
einer Kurve IT finden, wenn 5 ihrer Tangenten gegeben ſind. 

Sind abedm die 5 Tangenten, fo betrachte man die Sdnitt- 
punfte ab und ed ale K, die Sdnittpuntte ac und bd als K, 
wähle auf m 2 Punkte ab, von denen man den einen a als zu 
K,, den andern b ald zu RK gehörig betrachtet, zieht man nun 
von a die 2 Tangenten b, cy an Ky (wobei eben die beiden von 

*) d. h. des Rurvenfyftems, das durd die gemeinjamen Tangenten von 
K, K, beftimmt if. 
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a nad) den Schnittpunften ab und cd gehenden Geraben bieje 
Tangenten darjtellen) und zieht man eben jo von b an K, bie 
beiden Tangenten baca, (die eben durch die von b nad den Schnitt: 
punkten ac und bd gehenden Geraden dargeftellt find), fo Tann 
man die K bargeftellt denfen durch die Punkte b,b, und e;cz, ba: 
durch ijt aber dann auch unmittelbar K und K, vollftändig be 
ftimmt und in Folge deffen aud) die 3 übrigen Geraden n p gq, 
welde dem Syſtem KK, und zugleich unferer gejuchten Kurve 
angehören. 

Jn den Entwillungen der legten Bogen wurden hauptfächlich 
biejenigen Eigenjchaften einer näheren Betrachtung unterworfen, welche 
einem Kurvenſyſtem das durd) 4 Punkte oder reciprof einem Kur: 
venſyſtem, das durch 4 Tangenten bejtimmt ijt, eigenthümlich find. 
&8 laffen fich nun aber in den hieher gehörigen Fundamentalfagen 
aud) die Behauptung mit in die Vorausfegung herübernehmen, we: 
bei dann durd eine Art Umkehr eine Anzahl Gage fich ergeben, 
bie zum Theil jchon früher berührt, hier nod) einmal zufammen- 
gejtellt werden jollen: 

379. Alle Kurven II, die durd) 3 Punkte ABC gehen und 
eine beliebige Gerade p in zugeordneten Punftenpaaren einer 
und berjelben Snvolution jchneiden, gehen noch durd einen 
4ten Punkt D, dabei findet man D alfo: jchneiden die 3 
Seiten abe des Dreieds ABC die p in den Punkten abc, 
weldjen in ber erwähnten Snvolution a,b,c, zugeordnet find, 
jo jchneiden fid) nad) 192 Aa, Bb, Cc, in einem Punfte, der 
nad 8 der gejuchte Punft ift. 

Ruj. 1. Einen bejonderen Fall diejes Satzes bildet 165. 

Ruj. 2. Ein anderer befonderer Fall würde lauten: alle 
einem Dreieck ABC umjchriebenen Hyperbeln, deren Afymptoten 
je die beiden Schenkel eines gleichſchenkligen Dreiecks bilden, 
deffen Grundlinie eine fejte Gerade p ilt, ſchneiden fic) in 
i Punfte D; ziebt man dabei von einem ber 3 Eden 
3. B. A eine Gerade, die mit der Gegenfeite, hier BC, ein 
gleihichenkliges Dreieck bildet, deſſen Grundlinie ebenfalls 
p ift, jo geht dieje Gerade durch den 4ten Punft D. 

Zu. 3. Hieher gehört als bejondrer Fall auch noch fol- 
gender Satz: 
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Ale Kurven II, die durd) 3 Punkte ABC geben, und 
unter deren Paaren von fonjugirten Durchmejjern gerade 1 fich 
befindet, deffen beide Durchmefjer für alle parallel find, geben 
nod durch einen vierten fejten Bunft D, den man leicht alſo 
findet: Man lege durd) A 2 Gerade ajay parallel zu den 
beiden fragliden Durchmeſſern und eine Gerade a, parallel 
zu CB, bie Gerade a, von der Beichaffenheit, daß ay ao ag ay 
einen ordentlichen harmonischen Wurf bilden, geht dur D. 

380. Alle Kurven IL, mweldye drei Gerade abe berühren, 
und an welche von einem Punkte P Tangentenpaare ich ziehen 
lafjen, die je ein Paar zugeordnete Strahlen derjelben In— 
volution bilden, haben nod) eine 4te Tangente gemein, bie 
man aljo findet: Bezeichnet man die 3 Strahlen von F nad) 
ben 3 Eden ABC des Dreiedd abe durd pqr und find 
diefen in der fraglichen Qnvolution die Strahlen pıgırı zu: 
geordnet, jo jchneiden ſich pp, qq, rr, nad) 192 in 3 Bunt: 
ten ber gejuchten Geraben d. 

Zuſ. Ein bejonderer Fall lautet; Alle einem Dreieck einge 
ichriebenen Kurven IL, die von einem Punfte P aus unter vechtem 
Winkel erjcheinen, berühren noch eine fejte Gerade, 

381. Alle Kurven, die durd) 3 Punkte gehen, und für 
welche 2 Punkte PP, einander fonjugirt find, haben nod einen 
Aten Punkt D gemein. 

Diejer Sag ijt, ftrenge genommen, nur der Gab 379 in an- 
derer orm, in fo ferne auf PP, dieje beiden Punkte felbjt die Orb: 
nungselemente der dajelbjt vorkommenden Involution darftellen. 

382. Ale Kurven II, welche 3 Gerade berühren, und 
für weldje 2 Gerabe pp, einander fonjugirt find, berühren 
nod) eine 4te Gerade d, 

Zul. Ein bejonderer Fall davon Tautet: 

Alle Kurven II, die demjelben 3 Ed eingefchrieben find, 
und deren Mittelpunfte auf einer fejten Geraden p, liegen, 
haben nod) eine 4te Tangente gemein. 

Hieran dürfte ſich füglich folgende Betrachtung anjchliegen: 

383. Legt man durd) die 3 Eden des Polardreiecks eines 
voljtändigen 4 Seits irgend eine Kurve I KK,..., jo find je 2 
Gegeneen des 4 Seits in Begug auf KK... einander fonjugirt. 
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Dasjelbe findet aber aud) Statt für jede Kurve K,Ky..., in Bezug 
auf welche irgend eines ber 4 durd) das 4 Seit beftimmten Dreiecke 
ein abjolutes Polardreiecf ijt. Se eine Kurve des Kurvenſyſtems 
KR)... mit je einer des Syſtems KK,... oder je 2 Kurven des 
Syitems KK,... bejtimmen daher durch ibre Schnittpunfte ein 
4Eck ABCD, deffen Gegenjeitenpaare nad 9 die 3 Seiten des oben - 
erwähnten Polardreieds in zugeordneten Punkten einer Involution 
jchneiden, deren Ordnungselemente das zu der fraglichen Seite ge: 
hörige Paar Gegeneden des 4Seits find. 

Nimmt man nun 2 der 4 erwähnten Schnittpunfte nämlich 
A und B für 2 oder mehrere der erwähnten Kurven als ge 
geben an, in welchem Falle es offenbar nur eine Kurve KR und 4 
Kurven KK, Ky Kg (für jedes der 4 Dreiecfe des 4 Seites eine) 
giebt, jo folgt hieraus, daß die beiden nod) übrigen Schnittpunfte 
CD dur jene 2 Punfte A und B vollfommen beftimmt find. 

Es müfjen nämlich ſowohl AC und BD als aud) AD und 
BC [und dann aud) AB und CD] durd je 2 Gegenpuntte des 
gegebenen 4 Seits harmonijd getrennt fein. 

Es möge hier nod ein bejonderer Fall diefes Satzes folgen, 
für den A und B die beiden Normalpunfte darftellen: 

Zieht man diejenigen 4 Kreije, für welche die 4 durch eine 
4 Seit beftimmten Dreiedfe abfolute Polardreiecke daritellen, 
und die man wohlaud kurz die Polarfreife diefer Drei- 
ecte nennt *) (ſ. 180), jo fdjneiden fic) diejelben in 2 Punk: 
ten derjenigen Geraden, welche die 3 Diagonalen (vergl. 4) 
des 4 Geits halbirt. Durdy eben diefelben 2 Punkte geht 
aber auch ber Kreis, welder dem Polardreied desfelben 4 
Seits umſchrieben ijt. 

Ruf. 1. Nad) 180 findet man ben Mittelpuntt jedes der 4 
RKreije KK, KoK, als den Schnittpunkt der 3 Höhen des zu diefem 
Kreije als abjolutes Polardreiecf gehörigen Oreieds des 4 Seits, 
und e8 ergiebt fid) daher hieraus wiederum der befannte Gag: 

die 4 Höhenpunfte der 4 Dreiecke eines 4 Seits liegen 
in einer Geraden, die fenfrecht fteht auf derjenigen Geraden, 
weldje die 3 Diagonalen des 4 Seits halbirt. 

~ *) Ueber die geometriſche Bedeutung der hier erwähnten geometrifchen 
Derter vergl. den unmittelbar folgenden Gag 402. 


— 15 — 


Ruf. 2. Ein Kreis wie K ift blos dann reell, wenn jein 
Mittelpuntt, d. b. der Schnittpunft der Höhen außerhalb des 
Dreieks, zu dem er gehört, liegt, wie aus 180 unmittelbar 
folgt; daraus folgt aber, wie leicht zu erkennen, dak bloß ein 
ftumpfwinfliges Dreiec abjolutes Polardreied eines reellen Kreijes 
fein kann. Sit alfo irgend eines dev 4 Dreiecke des 4 Seits ſpitz— 
winflig, jo find die im Sak erwähnten Schnittpunfte der Kreije 
fonjungirt imaginär, 

In Bezug auf den reciprofen Gag möge es genügen, den einen 
bejonderen Fall hervorzuyeben, in weldyem die beiden gemeinfamen 
Tangenten ab durch die beiden Normaljtrahlen eines Punktes F 
dargeitellt find, 

384. Sind KK,K;,K, 4 (einfad)) fonjofale Kurven ILL, 
für deren jede eines der 4Dreiecke eines volljtändigen 4 Ecks 
abjolutes Polardreieck ift, jo Haben jie 2 Tangenten cd ge: 
mein, deren Schnittpunkt von dem gemeinfamen Brennpuntt 
F durch jedes Paar Gegenjeiten des 4 Eds harmonisch ge: 
trennt ijt. Diefelben beiden Tangenten berühren auch die 
dem Polardreie des 4 Eds eingejchriebene Kurve IL, die 
ebenfalls F zum Brennpunkt hat. 

Ruj. Nach 255 müffen fid) die 4 zu F gehörigen Direktricen 
von KK,K,K, in 1 Punkte jchneiden, nämlich in einem Ede des 
zum 4 Seit abed gehörigen Polardreiecks, das zugleich für alle 4 
Kurven abjolutes Polardreiek ijt. Betrachtet man nun aber für 
irgend eine diefer Kurren 3. B. für K dieſe Direltrir, jo findet 
man leicht von ihr die 3 Schnittpunfte mit den 3 Seiten des zu K 
gehörigen (abjoluten Polar-) Dreieds dadurd, da; man je von dem 
Gegened nad) F eine Gerade zieht, auf fie in F einen Berpenbitel 
errichtet, der dann die fragliche Seite in dem verlangten Puntte 
fchneidet (nad) 15). 

Aus diefer Betrachtung ergiebt ſich nun folgender Gag: 

Zieht man von einem Ed A eines 48 ABCD nad 
einem Sten Punkte F eine Gerade und errichtet in F den 
Perpendifel auf derfelben, fo jchneidet dieje je die 3 4 Eds 
Seiten, die nicht duch A gehen (alfo BC BD CD) im All: 
gemeinen in drei Punkten; folder Schnittpunkte erhält man 
demnach bei Vertauſchung von A mit den übrigen 3 Eden 
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12, und dieje liegen nun zu je 3 in 4 neuen Geraden, die 
ſich ebenfalls in 1 Punkte M jchneiden, und dabei fieht die 
Gerade MF ſenkrecht auf der von F nad) cd gehenden Geraden. 

In den Betrachtungen der legten Bogen hatten die Cigen: 
Ichaften der Kurven IL, welche 2 Punkt- (oder 2 Strahlen) Ele: 
mente, jowie bie Kurven IL, welde 4 Puntt- (oder 4 Strahlen:) 
Elemente gemein haben, eine wichtige Rolle gefpielt, beichäftigen 
wir uns in der nächſten Entwiclung mit den Cigenjdaften der 
Kurven II, weldhe 2 Punkt- und 2 Strahlen:Elemente AB und ab 
gemein haben. (Sind hiebei AB ab reell, jo dürfen felbjtverftand- 
lid) A und B durd a und b nicht getrennt fein.) J 

385. Alle Kurven I, welche 2 Punkt-Elemente AB 
und Strahlen-Elemente ab gemein haben, ſondern fic) in 2 
Gruppen, injoferne die Pole PP,... von AB auf einer 
von 2 fejten Geraden mn und die Polaren pp; .... von ab 
burd) einen von 2 feiten Punkten MN gehen.*) Dabei bil- 
den für jede diejer beiden Gruppen die Pole P... ein ge 
rades Gebilde auf m oder n, das projekt. ijt dem Strablen- 
büjchel M oder N, deſſen Strahlen die Polaren p... jind. 

‘Es jei (Fig. 55) K irgend eine Kurve des im Gab er 
wähnten Kurvenſyſtems, S der Schnittpunft ab, M ber Schnitt: 
punft von AB und der Polare p von S, M, der Schnittpunft von 
AB und der von S nad) dem Pole P von AB gehenden Geraden, 
jo folgt aus 6 und 13, dag M und M, fowohl durch A und B, 
als aud) durch a und b db. §. A, By harmonisch getrennt fein müſ— 
jen. &8 kann aljo jeder der beiden Orbnungspunfte der Involu— 
tion AB. A, B, die Stelle von M übernehmen, fällt aber M in 
ben einen, jo muß offenbar ber Pol von AB auf der von S nad 
dem andern gehenden Geraden liegen. 

Betrachtet man nun alle die Kurven der Gruppe, für welde 
die Polaren von S durch den einen feften Bunft M gehen und aljo 
die Pole P auf der einen fejten Geraden liegen, jo ift bei jtetig 
veränderlicher Kurve und aljo aud) bei jtetig veranderlidem P und 
p dod immer m (P...) m a (a...) aM (Q...)™) wB (Q...) 
*) Bergl. biezu den Say 86 von dem der obige ftrenge genommen ein 


bejonderer Fall ift. 
“) Da aMQ nad 13 ftets in 1 Geraben liegen. 
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mb (C...) m M (C...) woraus alfo folgt: m (P...) m M 
(p...) w. 3. b. w. 

Ruf. Rückt a und alſo auch P nad S, fo rit aud) Q nad 
S und p geht alfo in MS über; rüdt P nad) M, fo geht p in 
MM, über und für die projeft. Gebilde m (P...) a M (p...) 
liegen alſo die Punkte S und M, ir den ihnen entfpredenden 
Strahlen. Die Kurve des Syftem jelbjt geht hiebei in den Grenz- 
fall der beiden Geraden SA SB über. 

386. Aus bdiejem Say ergiebt fih nun für die foeben in 
Vetradtung gezogenen Syfteme von Kurven II eine Eigenſchaft, 
‚welche vollfommen der in 176 für 4 punktige Kurven-Syſteme 
entwickelten entſpricht. 

Sucht man nämlich für die fämmtlichen Kurven der einen der 
beiden in 385 befprodenen Gruppen von Kurven eines Syſtems 
von Kurven II, die 2 Punkte und 2 Strahlenelemente gemein ha— 
ben, die Pole G... einer beliebigen Geraden g, jo ijt es für unfern 
Zweck am bequemjten fie zu betrachten als die Schnittpunfte der 
beiden Polaren von den Punkten d und e, in weldjen die g 1) die 
AB 2) bie verfchiedenen Polaren p von S over ab fchneibet (I. 
wig. 55 und 56a.); die 1ften Polaren bilden einen Strahlenbü- 
fel, deffen Centrum S, die Lage hat, daß BoAS, einen orbdent- 
lihen harmonischen Wurf bilden, und deffen einzelne Strahlen nad) 
den einzelnen Polen P von AB gehen; die 2ten bilden einen Strah- 
fenbüjchel, defjen Centrum S ift, und deſſen Strahlen nad) den ein- 
zelnen Punkten e,... der Etrahlen p des Etrahlenbüjcheld M gehen, 
die von den einzelnen Schnittpunften e durch a und b harmonisch 
getrennt find, und die daher nad) 236 auf einer durch S und M 
gehenden Kurve II liegen. Daher ijt SG (b. h. Sey) m M (p...) 
(d. h. Me,...). Da nun aber nad 385 M (p...) wm (P...) 
fo ft aud) S, (P...)d. h. S, (G...) = S(G...). Get g 
durch M oder S, fo werden die erwähnten projekt. Strahlenbüfchel 
S$ (G...) und S, (G...) perjp., im 1ften Falle liegen dabei die 
Pole G auf m, im 2ten auf der Geraden g,, welde von g durch 
a und b harmonijd) getrennt ijt. Xritt Feiner diefer beiden Falle 
ein, jo entjpricht dem gemeinjamen Strahle 8,8 als Element des 
Büſchels S, ber Strahl m von S, wie man fid) nad) 385 Zuſ. 
überzeugt, wenn man P nad S rüden läßt, in welchem alle p 

Dfaff, neuere Geometrie TI. 12 


— 17 — 


nad) MS und aljo e, inden Schnittpunft gm zu liegen kommt. Do 
gegen entjpricht in biefem Fall dem gemeinfamen Strable SS, ale 
Element des Büſchels S der Strahl S,A von S,, wie man aus 
385 Ruf. erfieht, wenn man P nad) M, gerüdt denkt, injoferne 
in diefem Falle ey mit S, zuſammen fällt. 

Hieraus ergiebt fid) nun unter Beibehaltung der hier gebrauch⸗ 
ten Bezeichnungsweije folgender Sat: 

Die Pole einer Geraden g (die weder durch S nod) durd 
M oder N geht) in Bezug auf alle Kurven II, welde 2 
Punkt- und 2 Strahlen-&lemente AB und ab gemein haben, 
liegen auf 2 Kurven II, die beide die Gerade AB in dem 
Punfte S, berühren, während die eine im Punkte S die Sm 
die andere die Su berührt. 

Behalten wir für den reciprofen Gag eine ähnliche Bezeich— 
nungsweije bei, wie fie Fig 56 b erfennen läßt, jo lautet derſelbe: 

387. Die Polaren eines Punftes G in Bezug auf alle 
Kurven II, die 2 Strahlen und 2 Punkt-Elemente ab und 
AB gemein haben, gehen entweder durch einen der 3 Punlte 

- MN Gy, wenn entjprehend G uf m ns (db. bh. AB) liegt 

oder fie umhüllen eine von 2 Kurven II, die beide im Puntte 
S bie Gerade s, berühren, während die s bie eine im Schnitt- 
punfte sm, die andere im Schnittpunfte sn berührt. 

Für die in den legten Nrn. bejprodenen Sage ergeben fid 
bei bejonderer Wahl von AB ober ab oder g und G verjchiebene 
Sige als bejondere Fälle wie folgt: 

388. Die Mittelpunfte aller Kreife die 2 fejte Gerade 
berühren, liegen auf einer von den beiden Geraden, die bie 
Winkel halbiren, welche die beiden Tangenten mit einander 
bilden, und die Berührungsjehnen gehen durch einen der bei- 
den auf diefen beiden Geraden im Unendlichen liegenden Punkte. 

389. Alle fonfofalen Kurven II, deren Brennpunft 8 
und die durch 2 feite Punkte AB gehen, jcheiden fih in 
2 Gruppen, indem nämlidy die Direftvicen aller Kurven der 
einen Gruppe jid) in 1 feften Punfte M von AB ſchnei— 
den, während zu gleicher Zeit die Pole von AB auf einem 
Strahle m von S liegen; jind N und n die ben M und m 
entfprechenden Elemente für die andere Gruppe, fo liegt M 
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auf n und N auf m und M und N find durd) AB har: 
moniſch getvennt und MSN ift ein rechter Wintel. 

390. Unter der Vorausjegung und bei der Bezeichnung von 
386 erhält man ferner 

Die Mittelpunfte aller diefer Kurven liegen auf einer von 
2 neuen Kurven II, die beide die AB in der Mitte von 
AB berühren, und von denen die eine dieSM die andere die 
SN im Bunte S berühren. 

391. Die Mittelpunfte aller Hyperbeln, deren Ajymypto- 
ten parallel, und die 2 gegebene Gerade ab berühren, liegen 
auf 2 Strahlen des Punktes ab oder S, die dur ab fo- 
wie durch die Richtungen der Afymptoten harmonijd) ge- 
trennt find. 

892. Zieht man an alle Kreife, die 2 Gerade ab berüh: 
ren, von einem Punkte G aus Langentenpaare, jo umbillen 
die Berührungschorden eine von 2 Parabeln, die beide im 
Bunfte ab oder S die Gerade berühren, welche von G burdy 
a und b harmonijch getrennt ijt, während die Richtungen 
ihrer beiden Aren durd) die beiden Geraden bejtimmt find, 
welche die Winkel ab halbiren. 

393. Betradtet man diejenigen Kurven II, welde 3 Gerade 
abe berühren, und die zugleich durd) 2 Punkte AB gehen, fo kann 
man bier den Sat 385 3 Deal anwenden, und erhält als geometrifchen 
Ort für die Pole von AB das Iſte Dial 2 Gerade mn, die durd 
ab und AB barmonijd) getrennt find; das 2te Mal 2 Gerade 
m;n,, die dburd) be und AB harmonisch getrennt find, und das Ste 
Mal 2 Gerade mano, die burd) be und AB harmonijch getrennt 
find. Aus 76 folgt nun aber, daß die 6 Strahlen m my my n ny ny 
die 6 Seiten eines volljtändigen 4 Eds ABCD bilden, dejjen Polk 
dreied abc ift, und es ftellt daher jeder ber 4 Cdpuntte die 
fes 4Ecks den Pol von AB bhinjichtlid) einer Kurve’ II dar, 
welde die Elemente abcAB hat. Man hat demnad folgenden Sag: 

Es giebt 4 Kurven II, welde die 3 Strahlen- Elemente 
abe und die 2 Punftelemente AB gemein haben, und die 4 
Pole von AB, in Bezug auf dieje 4 Kurven bilden die 
Eden eines 4Eds, defjen Poldreied abe ijt, und deffen 
Gegenfeitenpaare auf AB nad) 8 eine Snvolution beftimmen 

12° 
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deren Ordnungselemente A und B find, jodag A und B in 
Bezug auf jede ourd ABED gehende Kurve II einander 
fonjugirt find. 

394. Zieht man in 393 nicht die Pole von AB, fondern 
vielmehr die Polaren von ab, ac und be in Betracht, jo erhält man 
nad) 385 3 Paare von Punften auf AB, die alle 3 ourd A und 
B harmonisch getrennt find, während außerdem das- 1jte Paar MN 
durch ab, das 2te Paar M,N, durd) ac und das Ste Paar M,N; 
burd) be harmonisch getrennt ijt; dabei liegen, falls die Aufgabe 
reelle Löſungen zuläßt, 3 der 6 Punkte, die wir durch MM, M, 
bezeichnen wollen, auf der unendlichen Strede AB, die 3 übrigen 
NN, No auf der endlihen Stree AB. Unterfuchen wir nun im 
Aufammenhang mit 393, welche diejer 6 Punkte zu den einzelnen 
der oben erwähnten möglichen 4 Kurven gehören: Soll die Auf 
gabe möglich fein, jo müfjen dic beiden Punfte AB in Bezug auf 
ie 2 Seiten des Dreie$ abc innerhalb eines und desfelben der 
durch jie gebildeten Winkel lieger d. h. mach der Bezeihnung von 
I. Thl. 173, dieje beiden Punkte müfjen in einem und demjelben der 
4 Dreiecfe liegen, in welche die Ebene durch die drei Geraden abe 
getheilt wird, und wir unterjcheiden nun 2 Galle: nämlih 1) A 
und B liegen in dem endlichen Dreie abe (Dreied Liter Art) oder 
in einem und demjelben der beiden durch die unendlich ferne Ge 
rade gejchiedenen Theile eines der übrigen Dreiecke (Oreie 2ter 
Art, und 2) A und B liegen in ben beiden durch die unendlid 
ferne Gerade getrennten Theile eines ber lettern Dreiede, d. b.: 
1) die Gerade AB wird von allen 3 Seiten abe in Punkten ihrer 
unendlichen Stree AB oder 2) von allen 3en in Punkten ihrer 
endlichen Strede AB geſchnitten. Bebenft man nun, bak die 3 
Berührungschorden in allen Fallen ein Dreieck bilden müfjen, das 
dem Dreied abe eingefdrieben ijt und defjen Seiten durd 3 der 
erwähnten 6 Puntte MM,... geben mug, fo fann man jich fry 
alfo ausprüden: Sm Lften der eben hervorgehobenen beiden Fale 
gehört zu dem von den Berührungschorden gebildeten Dreied ent: 
jprechend für die 4 möglichen Kurven gerade folgende Zufammen: 
ftellung der Scnittpunfte MM,... (ſ. biezu ig. 57 a und b.) 
für 1) MM, Mp für 2) MNN;, für 3) NM, No für 4) NN,M 
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im 2ten Falle dagegen gehören zu demſelben Dreieck für die 4 ver- 
jchiedenen Kurven gerade entiprechend folgende Zuſammenſtellungen: 
für 1) NN,N, 2) NM,M, 3) MN,M, 4) MM,N; *). 

Im Ljten Falle ift die endliche Strefe AB innerhalb der 
fraglichen Kurven K und e8 finnen nun die 3 Berührungspunfte 
a) auf einer und berjelben Seite von AB liegen oder b) 1 ver: 
jelben a ijt von den beiden andern b und c durch AB getrennt; 
im alle a) ſchneiden alle 3 Berührungschorben die AB außerhalb 
der Kurve K, d. h. auf ihrer unendliden Strede, im alle b) 
findet diejes bloß bei der einen Berührungschorde be Statt. 

Im 2ten Falle ijt das Verhaltnif gerade umgekehrt. Die end» 
lihe Strede AB liegt außerhalb der fraglichen Kurve, und wenn 
unter den Berührungspunften Feiner durd) AB von den andern ge- 
trennt ijt, jo jdjneiden alle Berührungschorden die AB außerhalb 
K, d. b. auf ihrer endlichen Strede, ift aber der Berührungspunft 
a von b u. c dburd AB getrennt, jo findet diejes bloß für be Statt. 

Hiemit ijt bewiejen, dak die Jufammenjtellung der 3 Punkte 
von AB, durd) die die 3 Berührungschorden gehen, in den beiden 
Hauptfällen jo jein könnte, wie fie angegeben, nicht aber, daß fie 
für die 4 Kurven IL, die es nad) 393 giebt, auch wirklich fo fein 
müfje; diefes folgt aber nun noch aus folgenden Betrachtungen: 

1) &8 fann unter den fraglichen Kurven II feine 2 vere 
jchiedene geben, für welche die 3 Berührungschorden durch 
diefelben 3 Punkte von AB geben. 

Sudt man nämlih nad 106 ein dem Dreie abe einge 
ſchriebenes Dreieck, defjen Seiten durdy 3 der 6 Puntte MM,... 
gehen, fo wird für unfern Fall, in welchen die 3 Projeftionspuntte 
in 1 Geraden liegen, die eine der beiden im Allgemeinen fich erge- 
benden Löſungen ftets illuforijch, injoferne das eingejchriebene Drei- 
ef in die 3 Schnittpunfte von AB mit abe übergeht. 

2) Schon wenn nur 2 der 6 Punfte MM,... 3.8. MM, 
für ein ſolches Berührungsdreieck beſtimmt find, giebt es nur 
eine Kurve, die den Bedingungen der Aufgabe entipricht. 


*) Von ber Richtigfeit diefer Behauptungen überzeugt man fi alfo: 
da in jeder Zufammenftellung Ser der 6 Puntte MM,... die In: 
dices O12 an M ober N vorfommen müffen, fo leuchtet ein, baf die 
oben angeführten 8 Fälle alle Möglichkeiten der Zujammenjtellungen 
erjhöpfen. 
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Man kann nämlich in dieſem Falle zwar immer 2 Dreiecke 
finden, welche dem abe eingeſchrieben ſind und deren 3 Seiten durch 
3 der 6 Projektionspunkte M und N... gehen, nämlich ein Dreieck 
für die Bunfte MM,M, und eines für MM, No, allein die vorige 
Entwicklung hat gezeigt, daß von biefen beiden Rufammenjtellungen 
von Projeftionscentren die eine nur für den einen, die andre mur 
fiir den andern der oben einander gegenüber gejtellten 2 Haupt⸗ 
fälle paßt. 

Somit ift bewiejen, bak in jedem ber beidben Hauptfälle zu 
jeder der möglichen 4 Kurven II, die der Aufgabe genügen, gerade 
eine Zufammenjtellung der 6 fraglichen Schnittpunfte MM, ... gehört. 

Auf. Betrachtet man das oben für die möglichen Berbind- 
ungen ber Schnittpuntte MM,... aufgeitellte Schema, jo ergiebt 
fih hieraus alsbald, dag in beiden Fallen jede der 4 Kurven mit 
jeder der 3 andern gerade einen der 6 Schnittpunfte MM,... auf 
AB gemein bat; allein mit der einen hat fie einen Punkt gemein, 
durch den die Polare von ab, mit ber andern einen, durch den bie 
Polare von ac und mit der Sten einen, durd) ben die Polare von 
be geht. Aus 255 (mit Fig. 35) folgt aber num, bak ftets durch 
den fraglichen Punkt der Seite AB, (f. Fig. 58) in dem die Polaren 
eines Eds des umfdriebenen Dreiects *) fich jchneiden, die zu AB 
gehörige Gegenfeite der beiden Kurven gemeinfam eingefdriebenen 
40Ecks geht, und dap biefer Schnittpunkt das eine Eck des zu die 
fem 4Eck gehörigen Poldreiecks ijt. Betrachtet man nun aber 2 
beliebige der 4 Kurven, fo leuchtet ein, daß man zu benjelben 
Schlüfjen gefommen wäre, wenn man von einer anbern gemeinjamen 
Chorde derfelben ausgegangen wäre, fo daß man nun folgenden 
Sag als Refultat erhält: _ 

Sind 2 Kurven II einem Oreied eingefchrieben, fo ſchnei⸗ 
den fic) die 6 Beriihrungschorden berjelben zu je 2 in den 
3 Eden bes zu ihrem gemeinjam eingefdriebenen 4 Ed ge 
hörigen Poldreieck (j. Fig. 58). 

Die reciprofe Entwidlung ergiebt folgende Refultate : 

395. Es giebt gerade 4 Kurven II, weldye durd) 3 Bunfte ABC 
gehen und 2 Gerade berühren. (Dabet ijt für reelle Elemente 
voraus geſetzt, daß ab durch feine 2 der 3 Punkte getrennt find.) 

Tür diefe 4 Kurven bilden die 4 Polaren von ab bie 4 
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Seiten eines 4 Seits, für welches ABC Polarbdreiec ift, und 
defjen Gegenpunftenpaare mit ab verbunden nad) 8 eine 
Snvolution liefern, für die ab die Ordnungselemente find. 
Die Pole von AB AC BC liegen entjprechend auf einem 
der 3 Paare von Strahlen des Büjcheld ab mn myn; Mone 
wobei aa.bb.mn.m,n,.man, eine Snvolution, und wobei 
wir des Folgenden wegen annehmen wollen, daß mm, ms 
in dem einen, alfo nn,n, in dem andern der beiden Win- 
fel ab liegen. 
Für je eine der 4 möglichen Kurven bilden aljo die 3 Tan: 
genten in ABC ein Dreieck, bas dem ABC umpfchrieben und 
3 der 6 Strahlen mm, ... eingefchrieben ift. 

Hinfihtlic der Wahl oder der Rujammenftellung diefer 3 
Strahlen von ab, aufweldyer jedesmal die 3 Tangenten AA 
BB CC fic ſchneiden, ijt nun folgendes zu beachten : entwe- 
der 1) ABC liegen in einem oder 2) in dem andern ber beiden 
durch ab gebildeten Nebenwintel. Am 1jten Fall gehören 
zu den 4 möglichen Kurven gerade entjprechend folgende Zu: 
jammenftellungen der Strahlen mm... 

für 1) mmım; für2)mn,m für 3) nm,n, für 4)nnyme 

Im 2ten Falle gehören zu den 4 möglihen Kurven U 
gerade entjprechend folgende Zujammenftellungen 

für 1) nn,nz für 2) nm,m, für 3) mn,m; für 4) mm,n, 

Sind 2 Kurven II demfelben Dreieck umjchrieben, fo ſchnei⸗ 
den fid) die 6 Tangenten in den 3 Eckpunkten zu je 2 auf 
den 3 Seiten des Polardreies, das zu dem beiden Kurven 
II gemeinfam umjchriebenen 4 Seit gehört. 

396. Mit Benugung der Rejultate der legten beiden Num- 
mern läßt fih nun auf ein Syſtem von Kurven, die 2 Punkt— 
und 2 Strahlenelemente gemein haben, nod eine Betrachtung ans 
wenden, die noch eine andere Eigenthümlichkeit derjelben erfennen läßt. 

Befanntlid) laffen fid) namlic) je 2 Kurven IT, welche in - 
denfelben Winkel Zer Geraden ab eingefdrieben find, in Bezug auf 
die Spike ab dieſes Winkels als perſpekt. projeft. auf einander be- 
ziehen und zwar auf doppelte Weife, d. h. für 2 ihrer gemeinfamen 
Ehorden als perjpeft. Are, nänılidy für diejenigen, welche beide durch 
den Schnittpunkt der beiden Polaren von ab gehen, und es handelt 
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ſich daher nur noch darum, zu entſcheiden, für welche derjenigen 
Kurven, welche 2 Tangenten ab und 2 Punkte AB gemein haben, 
gerade die Spige ab Centrum und jugleid) AB Are der perjpelt. 
Beziehung darzuftellen geeignet find. Betrachtet man aber zur 
Beantwortung diejer Frage dieCntwiclung von 394 u. 395 u. bejonders 
394 Zuf.,fo ergiebt fic), daß von den 4 Kurven, welche außer den frag- 
lihen Elementen ab AB je nod eine Ste Tangente c gemein ha— 
ben, immer je 2 und 2 für ab als Centrum und AB als Are 
perfpeft. fein können, denn für ben Ljten Yall in :94 3. B. jchnei- 
den fid) AB und CD, fowie die Polaren von ba für 1) und 2) im 
Puntte M, dagegen für 3) und 4) im Punfte N, während im 2ten 
walle gerade nur M und N ihre Rolle vertaufchen. 

Hieraus erhält man aljo den Gag (j. Fig. 39): 

Zieht man durch den Schnittpunkt 2er gemeinfchaftlicher 
Tangenten ab aller Kurven II, die außerdem nod) 2 Punkt: 
elemente AB gemein haben, eine Gerade p, welche die Kur: 
ven in je 2 Punkten jchneidet, jo theilen jich die Kurven 
diejes Syjtems in 2 Gruppen, indem die Tangenten in den 
Scnittpunften von p und den Kurven je einer Gruppe 
2 Strahlen Büfchel I bilden, deren Centra P und P, auf 
AB liegen. 

Buj. Es folgt aus der Natur der perfpeft. Beziehung der 
Kurven (vergl. hiezu die Fig. 59), dag von einer und berjelben 
Kurve der fraglichen Gruppe die eine Tangente zum einen ber bei- 
den Strahlenbüfchel P, die andere zum andern Strahlenbüfchel P, 
gehört. Da aber offenbar je 2 ſolche Tangenten einer Kurve fid 
auf der feiten Geraden p, fdneiden, welche von p durd) a und b 
harmonisch getrennt ift, fo ift erjichtlich, daß die beiden Büſchel P 
und P,, wenn je ein Paar Strahlen, die Tangenten einer und der: 
felben Kurve der einen Gruppe darjtellen, entſprechend genannt wer: 
den, perjpekt. projekt. find. Dieſes Reſultat läßt jich aber in folgenden 
Sag zujammen fajjen: 

Ale Kurven je einer der beiden erwähnten Gruppen von 
Kurven, fchneiden irgend eine durd) ab gehende Gerade p 
in entiprechenden Punkten 2er projekt. gerader Gebilde, für 
welde in ab jelbjt und in AB entjpredhende Punkte ver 
einigt find. 


Da nun aber ferner je ein Paar Tangenten einer Kurve der 
fraglichen Gruppe die Gerade p, in demjelben Punkte jchneibet, 
durch weldyen aud) für diefe Kurve die Polare von ab geht und 
da alle dieje Polaren einen Strahlenbüfchel bilden (für die eine 
Gruppe den Strahlenbüjchel M, für die andere den Strahlenbüjchel 
N), jo folgt, daß, wenn man 2 jolche Gerade wie p, nämlidy p 
und q, in Betradt zieht, alsdann diejelben von jeder Kurve in 
entjprechenden Punkten projeft., und da in ab und AB entfpre- 
chende Punkte vereinigt jind, perfpeft. gerader Gebilde gejchnitten 
werden, und zwar fann man dabei jedem Schnittpunkt der einen, 
einen beliebigen Schnittpunft der andern entfpredjen lafjen, jo daß 
man 4erlei perjpeft. gerader Gebilde in p und q erhält, für welche 
die Centra der perjpeft. Beziehung jedoch ftets auf AB liegen. 

Diejes Rejultat läßt fic) in folgendem Gage ausſprechen: 

Schneidet man 2 Gerade pq durd) irgend 1 Kurve einer 
und derjelben der beiden obenerwähnten Gruppen, jo geben 
die 4 von pq verfdiedenen Seiten des dadurd) bejtimmten 
4Ecks der Kurve durd) 4 fejte Punkte von AB. 

Die reciprofen Sage lauten : 

397. Wählt man auf der gemeinfamen Sefante AB eines 
Syitems von Kurven II, welche außerdem nod) 2 Tangen- 
ten ab gemein haben, einen beliebigen Puntt P und zieht 
von ihm aus Tangentenpaare an diejelben, fo jcheiden fic) 
diefe Kurven in 2 Gruppen, indem die Berührungspunfte 
auf den Tangenten jeder Gruppe auf 2 Geraden liegen, die 
durch ab geben. 

Hiebei jtellen ferner je 2 Tangenten einer Kurve einer 
Gruppe entjprechende Strahlen 2er projekt. Strahlenbüjchel 
bes Trägers P dar, für die ab und AB auf den 2 ent: 
jprechend gemeinjamen Strahlen liegen. 

Betrachtet man endlih 2 Punfte P und Q von AB und 
zieht die 2 Paar Tangenten an eine beliebige Kurve der 
einen Gruppe, jo liegen die 4 von PQ verfchiedenen Ecken 
des aljo erhaltenen 4Ceits auf 4 feiten Strahlen des 
Bunftes ab. 

Es möge hier noch ein bejonderer Fall von 393 und 394 
Plag finden. 
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398. Halbirt man die 3 Winkelpaare eines Dreiecks 
ABC, fo bilden die 6 Geraden die 6 "Seiten eines 4Ecks, 
defien Eden die Mittelpunfte der 4 Kreije darjtellen, die 
dem Dreied eingejchrieben werden können. 

Betrachtet man 2 der 4 Streije, jo fchneiden fic) von den 
3 Paaren Beriihrungsdorden, von denen jedes die Polaren 
je eines Gefes A, B oder C varjtellt, das eine im Unendlichen 
die beiden andern in 2 Punkten der Centrallinie beider 
Kreife, die in Bezug auf beide Kreife einander fonjugirt find. 

399. Wir knüpfen nun wieder unmittelbar an 393 an, in 
dem wir die dortige Bezeihnungsweije auch für die nächſte Ent: 
wiclung beibehalten. 

Wählt man auf der Geraden AB 2 beliebige neue Punkte 
A, B, und jtellt für bdieje beiden Punfte diejelbe Betradtung an 
wie 393 für AB, jo erhält man al8 geometrijden Ort für die Pole 
von A,B; (oder AB) 3 neue Paare von Geraden, die wir entſpre— 
hend mit pq p,q, p,q» bezeichnen, aud) dieje 6 Gerade jchneiden fic) nun 
nad 76 in den 4 Edpunften A,B,E,D, eines 4Ecks, für welcher 
abe Poldreiect ijt, und dejjen Gegenfeitenpaare nad 8 auf A, B, 
eine Involution bejtimmen, deren Orbnungspunfte A, B, find, 
jo bag A, und B, in Bezug auf jede durd) A,B, E,D, gebenbde 
Kurve II fonjugirt find. Nun liegen aber nad 284 die 4 Punkte 
ABED von 393 und die hier erhaltenen Punkte WB, HD, auf 
einer Kurve IT K und in Bezug auf dieje Kurve K find daber 
jowohl A und B als aud) A, und. B, einander Eonjugirt d. b. fie 
jchneidet den Trager von ABA,B, in den Ordnungspuntten MM, 
der Involution AB. A,B;. 

Hieraus erhält man nun den Sag: 

Sudt man für alle Kurven II, welche 3 Gerade abe 
berühren und eine Gerade d in zugeorbneten Punkten einer 
Snvolution AB. A,B, ſchneiden, die Pole eben diejer Ge: 
raden d, jo liegen diejelben auf einer Kurve II, für welche 
abe abjolutes Poldreie ijt, nnd die durd) die Ordnungs- 
puntte MM, ver fraglichen Snvolution AB.A,B, in d gebt. 

Zul. Zieht man durd ein Ed ab des Poldreiecks abe ein 
Paar Strahlen rr,, welde durch die Seiten ab diejes Eds har- 
moniſch getrennt find, jo ſchneiden diefelben die K in 4 Punkten, 
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welde die 4 Pole folder 4 Kurven des Syftems darjtellen, die 
nad) 393 durch diefelben beiden (reellen oder fonjungirt imagin.) 
Puntte von d gehen. Man findet diefe Punkte nad) der legten 
Entwiclung, wenn man diejenigen Punkte in d jucht, welche durch 
rr, oder ihre Schnittpunfte RR, mit d harmonisch getrennt find 
und zugleich ein Paar gugeordnete Elemente der Snvolution AB. 
A,B, darjtellen, d. h. fie find die Ordnungselemente der Involution 
RR,. MM.. 
Die reciprofe Entwicklung führt zu folgendem Mejultat: 

400. Sucht man für alle Kurven II, welde burd 3 
Punkte ABC gehen und für welche die durd einen 4ten 
Puntt D gehenden Tangentenpaare zugeordnete Strahlen 
eines involut. Strahlenbüfchel® I ab.a,b, bilden, die Po- 
laren eben diefes Punktes D, jo umbiillen jie eine Kurve 
I 8, für welhe ABC abjolutes Polardreiecf ijt, und die 
die Orbnungselemente mm, des involut. Büjchels ab.a,b; 
zu Tangenten bat. 

Es mögen nun von diejen beiden Sätzen nod) einige befondere 
Fälle angeführt werden: 

401. Für alle Parabeln mit demjelben Brennpunft F, 
welche von einer Geraden p Sehnen abjchneiden, deren 
Mitte der feite Punft M ijt, liegen die Pole von p auf 
einer durch M gehenden gleichjeitigen Hyperbel, deren Mittel 
punft F, und deren eine Ajymptote parallel zu p ift. 

402. Für alle Kurven II, die durch 3 Punfte ABC 
gehen und von einem 2ten Bunfte D aus unter rechtem 
Winkel erfcheinen, umhüllen die Polaren von D eine Kurve LI, 
deren Brennpunft D ijt, und die ABC zum abjoluten 
Polardreiecé hat. 

408. Die Mittelpuntte aller gleichjeitigen Hyperbeln, 
welche 3 Gerade abc berühren, liegen auf dem Polarkreiſe 
(j. 180) des Dreiecks abe. 

Auf. Nad) 383 Ruf. 2 lajjen fic) daher bloß ftumpfwinte- 
ligen Dreieden gleichſeitige Hyperbeln einfchreiben. 

404. Betrachtet man in 399 (oder 400) 4 Gerade abed 
(oder Punfte ABCD), weldye die Kurve berühren joll, jo fann 
man auf die 4 dadurch bejtimmten Dreiede den Sak anwenden 
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und erhält alfo für die Pole von AB (oder Polaren von ab) 4 
geometrifche Derter, deren gemeinjame Punkte die einzig möglichen 
Pole (oder Polaren) und ſomit die einzig möglichen d. h. der Auf: 
gabe geniigenden Kurven II beftimmen. Hieraus ergeben fic nun 
2 den Sagen 399 und 400 fic) anjchliegende allgemeine Gage, 
von denen jedoch nur der eine defondere Fall, welcher der 403 entjpricht, 
hier angeführt werden möge: 

Einem 4Seit abed lajjen fic) bloß dann gleidjeitige 
Hyperbeln einjdyreiben, wenn jammtlide 4 dadurd) beftimmte 
Dreiecke ſtumpfwinklig find und wenn die Gerade, welche 
die Mittelpunfte aller dem 4 Seit eingejchriebenen Kurven II 
enthält, von dem Polarkreije eines der 4 Dreiecke gejchnitten 
wird, dieje Schnittpunfte find die Mittelpunfte der beiden 
möglichen Hyperbeln und durd fie gehen alle 4 Polarkreiſe 
der 4 Dreiede. 

An 383 haben wir gefunden, daß durch die joeben befprode- 
nen Mittelpunfte der dem 4 Seit eingejchriebenen gleichjeitigen Hy— 
perbeln aud) der dem Polarvreie des 4 Seits umjchriebene Kreis 
geht, unterjudjen wir nun aud) noch die geometrijde Bedeutung 
dieſes geometrischen Ortes. 

Schon im I Th. 99 haben wir gejehen, bak die 6 Eckpunkte 
2er abjoluter Polardreiecke ABC PQR ftets auf einer Kurve II 
liegen und daß alſo aud) die 6 Ceiten derjelben eine Kurve I 
umbüllen*). Hieraus ergiebt fich nun als befonderer Fall der Sab: 

405. Der Kreis, welder dem Poltreief MNP eines 
4Ecks umjchrieben ijt, enthält den Mittelpunkt der bem 4Eck 
umjchriebenen gleichfeitigen Hyperbel oder mit andern Wor: 
ten: diefer Kreis ift der geometrifde Ort für die Meittel- 
punkte aller gleichjeitigen Hyperbeln, die einem LEE um: 
ichrieben find, für welded MNP Poldreieck ijt. 


*) Es möge bier diejer wichtige Say nod auf andere Meife bemiejen 
werben: 

Betrachtet man das 4Eck ABCP und die nah 3 auf QR durd die 
SGegenfeitenpaare desjeiben firirte Jnvolution, jo ift zu erjehen, jedes Paar 
Segeneden die QR in einem Paar fonjugirten Punkten ſchneidet, und daber 
muß diejed nah 9 und 12 aud für jede dem 4Eck umjdriebene Kurve II 
der Gall jein, w. 3. 6. w. 
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Es mögen hier nod) einige weitere befondere Fälle des Sages 

I Th. 99 — 

06. Iſt F der eine Brennpunkt einer einem 4Seit 
eingejchriebenen Kurve II, fo ijt die zu diefem Brennpunft 
gehörige Direftrir die gemeinjchaftlihe Tangente aller der 
Kurven II, welche dem Polardreieck des Vierjeits einge: 
jchrieben find und von F aus unter rechtem Winkel erjcheinen 
(vergl. 192). 

407. Eine gleichjeitige Hyperbel, welche einem abjoluten 
Polardreiecé eines Kreifes umjchrieben ijt, geht duch den Mittel: 
punft diejes Kreijes (vergl. 165). Aus 405 in Verbindung mit 
183 ergiebt jid) unmittelbar folgender Gab: 

408, Die 4 Kreife, welche für die 4 Dreiede eines 
4Ecks je durd die Mitten der Seiten gehen, jchneiden fic 
in einem Punkte des dem Poldreie des 4Ecks umjchriebe: 
nen Streijes. 

Bringt man hier augerdem noch den Sag 222 in Anwendung, 
jo erhält man folgende 2 reciprof verwandte Gage: 

409. Die 4 Kurven II, welde 2 Gerade ab gemein haben, 
und den 4 Dreiecfen eines 4kcks ABCD eingejchrieben find, haben 
außerdem nod eine Ite Tangente e gemein, und dabei liegen die 
3 Eden bes Dreies abe mit den Eden ABCD in einer 
Kurve II. 

410. Die 4 Kurven II, welche durd 2 fefte Bunfte AB 
gehen und den 4 Oreiecfen eines 4Seits abed umfchrieben find, 
gehen noch durch einen 3ten Punkt C, und dabei berühren 
die 3 Seiten de’ Dreiecks ABC mit abcd eine Kurve II. 

Die 4 Punfte ABCD in 409 bejtimmen nämlidy mit dem 
Sdnittpuntte ab eine Kurve II K, welche von ab in den Punften 
A,B, gejchnitten werden möge; alsdann berührt jede Kurve II, 
welde die 3 Seiten eines der K eingejchriebenen Dreied3 und 
außerdem nod) a und b berührt, nach 222 aud) die Gerade A,B,, 

woraus der Sak folgt. 
| Ehe wir hier in unfrer Entwidlung abbreden, um zu Sage: 
gruppen anderer Art uns zu wenden, mögen bier nod) eine 
Abtheilung von Sätzen entwidelt werden, die, jo nahe fie 
aud) mit einzelnen Theilen ter legteren Entwidlungen verwandt 
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ſein möchten (vergl. 240 2, 292 ꝛc.), dod) ihre ganz eigenthüm- 
lide Stellung behaupten. | 
411. Scneidet Fig. 60 eine Gerade p irgend 
ein Paar Gegenfeiten mm, des Zen Kurven K und K, 
gemeinfam eingejchriebenen 468 in den Punkten MN, die 
harmonifd) getrennt find durd ein Paar Punkte a,b*), von 
denen a, der K, b der K, angehört, fo find MN aud) har: 
monijd) getrennt durch das andere Paar Schnittpunfte a b, 
von p mit K und K.. 

Denn da nah 9. MN, ab. a,b, eine Involution, fo ift 
Ma, Nb zn Nb,Ma mw. 3. b. w. 

412. Sucht man unter Beibehaltung der Fig. und der 
Bezeihnung von 411 zu einem Punkte M von m einen 
MN Bunft N, ſodaß IR die in 411 dem M und N zufommende 
Eigenschaft gegenüber K und K, haben, fo muß diejer Punkt 

N auf der Gegenfeite m, besjelben 4Ecks liegen, 

Denn wenn fein foll MaNb, w Na, Mb, fo muß MN.aa,. 
bb, eine Gnvolution fein, woraus der Gab folgt. 

413. Se 2 Punkte MN von der in 411 und 412 angegebenen 

Eigenſchaft bilden zugeorbnete Punkte 2er projekt. gerader 
Gebilde in m und m,, ſodaß aljo ihre Verbindungslinien 
eine Kurve II K umbüllen, die aud) m und m, zu Tan 
genten hat. 

Sudt man nämlid (j. Fig. 61) die beiden Polaren n u. n, 
bon einem beliebigen M auf m in Bezug auf beide Kurven K und K,, fo 
findet man, daß diefelben ebenjo wie a, und b, a und b, durch M 
und N harmonisch getrennt jind, denn ba Manb und Mb, n, a, 
als harmonische Würfe projekt. find, fo iſt Mabn und mw Mb, a, n, 
und ba ferner nad) der Vorausſetzung MabN mw Mb, a,N, fo ift 
MabnN nw Mb,a,n,N, alfo ftellen in der Snvolution MM. 
NN. ab. abn und n, ein Paar zugecrdnete Elemente dar. 
Sind nun ferner PP, die beiden Pole von m, und Q der Bunt, 
in welchem die Polaren von M die Seite m fdjneiden, fo geben in 
dem harmonischen Wurf Q (Mn Nn,) die 3 Strahlen QP QP, 


*) Ueber die Jufammengehörigfeit der Schnittpunfte ab a b, fann bie- 
bei offenbar feine Zweibeutigfeit Statt finten. 
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QM burd 3 feite Punkte von PP, *) und e8 muß daher aud der 
4te Strahl QN durch einen feften Punkt N, von PP, geben. 
Denkt man fid) nun M jtetig verdnderlid) auf m, jo ftellen doch die 
sejanmengehörigen M und Q ein Paar entfpredende Punfte er 
projeft. gerader Gebilde in m dar, alfo ift aud) das von M be- 
ſchriebene gerade Gebilde m (M...), projeft. bem Strablenbüjchel 
N; (Q...) und aljo aud) dem von N bejchriebenen geraden Ge: 
bilde m, (N...) 

Zuſ. Betrachtet man die gemeinjamen Tangenten abed von 
K und K,, fo ijt aus 255 zu erjeben, daß je ein Paar Berüb- 
rungspunfte einer derjelben durd die Schnittpunfte der fraglichen 
Tangente mit den beiden Gegenfeiten harmonisch getrennt ift, und 
ebenjo findet man alsbald, da dem Schnittpunkt von AB und CD, 
man mag bdenjelben als zu AB ober als zu CD gebörig, d. b.. 
man mag ihn als M oder als N betrachten, der in der Geraden 
PP, liegende Punkt entipricht. 

Sind daher S und S, die beiden auf PP, liegenden Schnitt: 
punfte der gemeinjchaftlihen Tangenten.ab einerjeits und ed andrer- 
jeits, und nimmt man von S oder IS, den Schein des geraden Ge- 
bildes M.. auf AB und des geraden Gebilde N.. auf CD, fo 
find die jo entjtehenden Strahlenbüjchel nicht nur projeft., fondern 
auch involut. und ab einerfeits, cd andrerjeits find deren Ordnunge: 
elemente, 

Der reciprofe Sat lautet: 

414. Alle Kurven LI, welche durd) 2 Bunfte AB gehen und 
für welde M und M, ein Paar Gegenpunfte des gemein- 
jam umfchriebenen 4Seits darftellen, gehören paarweije zu: 
jammen. Sind nun m und nd. h. MP und M,P ein 
Paar Strahlen von M und M,, die durd A und B har: 
monijd) getrennt find, jo jtellen fie bie Ordnungsftrablen 
eines involut. Strahlenbüjcheld dar, in welchen je eine 
Tangente an eine von 2 Kurven eines joldhen Kurvenpaares 
je einer Tangente an die andere zugeordnet ift. Alle Schnitt: 
punkte P... folder Strahlenpaare wie m und n liegen 
offenbar auf einer durd) ABMM, gehenden Kurve II. 


*) PP, ift nad 255 bie Polare bes Schnittpunftes von AB und CD 
für K und K,. 
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Bejondere Fälle von 413 und 414 lauten: 

415. Befchreibt man über den beiden Aehnlidfeits- 
punften (jf. 21) MM, 2er Rreife KK, al8 Durchmefjer 
einen Kreis K, jo hat jeder Punkt P desjelben die Eigen: 
Ihaft, daß der Winkel, welchen eine von P aus an K zu 
ziehende Tangente a (oder b) mit einer”) der beiden an 
K, zu ziehenden Tangenten by (oder a,) von PM und PM, 
halbirt wird. 

Zu. 1. Hieraus folgt aber unmittelbar, dag aud) Winkel 
ab gleich dem Winkel a,b, ijt, jo daß man hat: 

Von jedem Punkte des über den beiden Aehnlichfeits- 
punkten 2er Kreiſe errichteten Kreiſe erjcheinen dieſelben 
unter gleihem Winkel, 

Zul. 2. Wir werden diejem Gage von ganz anderer Seite ber 
wieder begegnen und daſelbſt die weitern Gigenthümlichfeiten des 
Kreijes über MM, gegenüber KK, näher bejpredyen. 

416, Alle Geraden, welde 2 Kreije KK, in 2 folden 
Punktenpaaren ab a,b, jchneiden, daß der eine Schnittpuntt 
a (oder b) des einen Kreiſes von dem Schnittpunkt mit der 
gemeinjchaftlichen Chorde AB von KK, eben fo weit abjteht 
alg der Schnittpunkt b, (oder a,) mit dem andern Kreiſe, 
umbiillen eine Parabel, die AB zur Tangente hat. 

Buf. 1. Auch hier ergiebt fic) alsbald, dag ab — a,b, 
fein mug, jo daß man auch jagen kann: 

Alle Gerade, welche 2 reife KK, fo jchneiden, dak die 
Sehnen von K u. Ky einander gleich find, berühren eine Pa- 
rabel, die AB zur Tangente bat. 

Läßt man die beiden gemeinjamen Tangenten ab von 413 
durch die Normaljtrahlen eines Punktes vertreten fein, fo find je 
2 zugeordnete Strahlen des involut. Büſchels S auf einander fent: 
redyt und man erhält einen Gag von fonfofalen Kurven II, von 
dem hier jedod) nur ein Theil wiedergegeben werden joll, aljo 
lautend: 

417. Zieht man von dem gemeinjamen Brennpunkt F 2er fon: 


*) Ueber die hiebei Statt findende Zufammengehörigfeit der Tangenten 
an K, und K fann offenbar feine Zweideutigfeit eintreten. 
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fofalen Kurven II einen Perpendifel p auf die eine m ber 
Gegenfeiten mm, des gemeinjam eingefchriebenen 4Ec8, deren 
Schnittpunkt nicht mit F auf einer Seite des gemeinfamen 
Poldreiecks liegt, und zieht von dem Schnittpunkt desfelben 
mit der andern m, eine Parallele zu m, fo find die dadurch 
in beiden Kurven bejtimmten Chorden einander gleich. 

Im Nadfolgenden mögen die Hauptjäte aus der Theorie der 
Transverjalen in ihrem Zufammenhang mit der neueren Geometrie 
dargejtellt werden. 

Zieht man in dem Dreie ABC durd einen beliebigen Puntt 
M der Grundlinie Strahlen, jo ift Fig. 62 CAa, ay.. perfpett. 
CBb, bo.., daher Aa,.Ca,:Aa,.Ca, — Bb,.Ch,:Bb,.Ch, und 
demnach ift bei unveränderlihem ABMC ber Werth des Quotienten 
Aa,.Cb,:Ca,.Bb, von unverändertem Werthe. Man fann nun 
burd) bejondere Wahl des Strahles Ma, für diejen Quotienten 
fid) bejondere Werthe verjchaffen, 3. B. wenn man Ca, — Ch, 
oder Ca, = Ba, werben läßt, für unfern Sweet liefert der Fall 
wenn man b, (oder a,) ins Unendliche riicfen läßt, die paffendjte 
Bereinfachung, denn es wird in diefem Falle der Werth des Ber- 
baltnijjes = Au: Cu = AM:BM*), fo dag man den Sag 
erhält: 

418a. Schneidet eine Gerade p die 3 Seiten eines Drei- 
eds ABC in den Punkten A,B,C, (Fig. 63a), fo ift ftets 
AB,. CA,. BC, = AC,. CB,. BA,. 

Ruf. 1. Es jei hier noch hervorgehoben, dap diejer Saw fic 
auf ein beliebiges n&c erweitern läßt: Bezeichnet man dasfelbe 
namlid) dur A,AsA;... und entiprechend die Schnittpunfte der 
Transverfale mit den Seiten A, As Ay As... durch a, a A...., 
jo ift immer A,a,.Agay. Azay.... — Apa. Azag. Ayay.... 

Es ergiebt fic) die Nichtigkeit diefer Erweiterung ganz ein- 
fad), wenn man von einem der Eckpunkte nad) allen n— 3 anderen 
Diagonalen zieht und nun auf die dadurch entjtehenden Dreiecke 
den Sat 418 anwendet, in den jo erhaltenen Refultaten alle 


*) Die Theorie der parallelen Transverſalen ijt durch die Betrachtung 
von 18 als erledigt zu betradten. 
Dfaff, menere Geometrie UI. 13 


Theile rechts und alle Theile links multiplicirt und. bie gleichen 
die Diagonalen angehenden Größen auf beiden Seiten weghebt. 

Zieht man in Fig. 63b die Geraden AA, und BB,, die fid 
in P jchneiden, und alsdann noch die CP, welde die AB in C, 
jchneidet, jo it AC,BC, ein harmonisher Wurf und daher vom 
Vorzeichen abgejehen AC.: BC, = AC,:BC,. Wird diefer Werth 
von AC,: BC, in die vorige Gleihung eingejegt, fo erhält man 
den Sag: 

418b. Zieht man von 3 Eden ABC eines Dreiecks nad 
einem Punkte P 3. Gerade, welche die Gegenjeiten entjpre 
hend in den Punkten a,b,c, jchneiden, jo ijt Ab,.Ca, . By 
= Ac, .Ba,.Cb,. 

Zuf.2. Bei der Anwendung der Formeln 418 a und 418b ift 
e8 nothwendig darauf zu achten, mie viele ber Punkte A,B,C, oder 
aybycy auf den endlichen Dreiedsjeiten liegen, um zu unterjcheiden, 
welder der in beiden Sägen enthaltenen Urjahen die Gleichheit 
ber Produkte zuzufchreiben ijt. C8 dürfte jedoch in diefer Bezie— 
hung das Beite fein, den Lagenunterjchied in derjelben Weije durch 
Vorzeichen zu firiren, wie diefes im I Th. 7 angegeben wurde, 
indem man zu diefem Zwecke als pojitive Richtung, in jeder Seite 
eines nEcks die betrachtet, welche dur den Sinn der Aufeinander- 
folge der Eden in der Bezeihnung des n Ecks A,A,A,A,... be 
jtimmt ijt, jo daß alfo bier die pojitive Richtung im den einzelnen 
Seiten ijt A,Ag A,As A;Ay.... 

Seder Punkt, der auf der endlichen Strede in einer Seite 
bes nEcks liegt, bringt auf beiden Seiten des Gleichheitszeichend 
ungleiche Vorzeihen hervor, jeder andere gleiche. Nun überzeugt 
man fid leicht, daß eine Gerade von den nGeiten eines n Eds 
ftets eine gerade Zahl in den endlichen Streden jchneidet, denn 
beim Dreieck ijt die an und für fich Elar, und vom n&d läßt fic der 
Sat alsbald aufs n + 1EE ausdehnen, wenn man über einer Seite 
als Diagonale ein Dreieck aufgefegt denkt. Unter diejer Worauf 
jegung würde bemnad die Formel 418a und 418a Ruf, ungeändert 
bleiben, 418b dagegen lauten Ab,.Be,.Ca, = — Aq, . Ba; .Chy. 

419. Wendet man den Sag 418a auf die 3 Dreiede C Ac, 
BCb, ABa, der Fig. 63b an, indem man fie entiprechend durd 
Bb, Aa, Co, gefdynitten denkt, jo erhält man 
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CP: ¢P = — Cb,. AB: Bu. Ab, 
BP:b,P = Ba,.CA:Ab,. Ca, 
AP:a,P = Ac,.BC:Ca,. Be, 
und hieraus erhält man wiederum nad) einfacher Reduktion mit 
Hülfe von 418 
CP.BP.AP:¢,P.b,P.a,P = AB.AC.BC: Aby.Ca,. Br. 

Zuf. Man kann diefe Proportionen dur bejondere Werthe, 
die man einzelnen darin vorfommenden Stücken zutheilt, verein 
fahen und hieraus zu verjchiedenen Sägen gelangen; wählt man 
3.2. in der legten der IProportionen, aus welchen dieje legte For- 
mel abgeleitet wurde, bei unveränderlihem AB und beliebig ver- 
änderidem CAP = BC, P= 4,C, jo wird Au = Be. 
Unter diejer Borausfegung ijt aber bekanntlich der geometrifde Ort 
von a, eine Hyperbel, deren halbe reelle Are Ca, und beren 
Brennpuntte A und B find, Dies giebt aljo den Sag: 

Zieht man in einer Hyperbel von den beiden Brennpunt: 
ten nad einem Punkte a, des Umfangs die beiden Fahr— 
jtrahlen, verlängert den kürzeren und verkürzt den längeren 
um dasſelbe Stic, jo geht die Verbindungslinie der da- 
durdy auf beiden Fahrjtrahlen erhaltenen Punkte jtets durd 
den Mittelpunft der Hyperbel. = 

Denkt man fid) dagegen BC von fonjtanter Größe und wie 
verum AB = BC a,P = aC, jo bejdreibt a, eine ber vorigen 
Hpperbel doppelt fonfofale Ellipfe, deren halbe große Are BC ijt, 
woraus man denjelben Sag für die Ellipje erhält wie er foeben 
für die Hyperbel gefunden wurde. 

420. Aus 419 folgt unmittelbar der Gag, daß die 3 Trans: 
verjalen von den 3 Eden nad den Witten der Gegenfeiten in 
1 Puntte P fic) jchneiden. Von diejem Punkte gilt nun ferner 
befanntlih, daß er auf jeder der 3 Transverjalen von den Eden 
doppelt jo weit abjteht, als von den Geiten, von diejer leiten 
Eigenſchaft mag folgende Erweiterung nod) erwiefen werden: 

Zieht man Fig. 64 von einem Ed C nad) der Mitte der 
Gegenfeite C, eine Gerade und von A und B 2 beliebige 
Gerade, bie fic) in einem Punkte P von CC,, und die Ge 
genfeiten entjpredjend in A, und B, jchneiden, fo ijt ftets 
CP:C,P = 2. CB, : AB, = 2CA,:BA.. 

18 * 


Eu: AOR soe 


Die Gerade A,B, muß parallel AB fein, da ihr Schnittpuntt 
mit AB von C, burd A und B harmonisch getrennt ijt, jchneidet 
fie nun die CC, in D, fo ift CDPC, ebenfalls ein harmonijder 
Wurf und daher abgejehen vom Borzeihen CP:C,D=2.CD:C,P 
(wie diefes für jeden harmonischen Wurf unmittelbar aus I TH. 10 
folgt) d. 5. CP:C,P = 2CD:C,D. Da aber CD:C,D=CB.: 
AB,, fo ift der Gag ermiejen. 

421. Schneiden Fig. 65 die 3 Seiten eines Dreieds 
ABC eine Kurve II in den 3 Punftenpaaren A, A> B,B; 
C,C, und gehen. von den neuen 6 Geraden, die von ben 
Eden ABC entfpredend nad den Schnittpunften der Gegen: 
jeiten gehen, 3 namlid CC, BB, AA, durd einen Puntt 
P, jo ift diefes auch mit den 3 andern CC, BB, AA, 
ber Fall. : | 

Bezeichnen wir mit D, und Dy entfpredend die Sdnittpuntte 
von A,B, und A,B, mit AB, fo ijt wegen der Borausjegung 
AC, BD, ein barmonifcher Wurf. Da aber nad 9. wegen des ein: 
gejchriebenen 4 Ecks A, Ap B, B, AB.C,C,.D,D, eine Snvolution 
ijt, fo it AC, BD, ~ BC,AD,, aljo legterer Wurf auch harmo— 
nisch, woraus die Richtigkeit des Gages unmittelbar folgt. 

Ruj. Die 3 Mittelpunfte der 3 Seiten, die Fuppuntte der 
3Höhen, die Winkelhalbirungslinien haben die joeben befprodene 
Eigenſchaft und es liegen daher je 3 folde Punfte mit je 3en an 
dern jowie überhaupt mit je 3 Punften der 3 Seiten, die mit den 
Gegeneden verbunden Transverſalen liefern, die fih in 1 Punft 
jchneiden, je in einer Kurve II. Hier möge der Fall hervorgehoben 
werben, daß die Fuppunfte der Höhen A,B,C, mit den Mitten 
ber Seiten A, B,C, in 1 Kurve II liegen. Nach 183 ift diele 
Kurve II ein Kreis. Es möge diefes hier nod unabhängig von 
183 nachgewieſen werben: 

Betrachtet man die Gnvolution, welche nad 8 auf der um 
endlich fernen Geraden burd die Gegenfeitenpaare des 4Ecks A,B,C, 
beftimmt wird, fo ijt der unendlich ferne Punkt von AB der eine 
Ordnungspunft, mabrend der andere in der barauf fentredjten 
Richtung liegt nad) 27, denn zieht man C,D parallel B,C, over 
BC, fo ift C, (BA,CD) ein harmonifcher Wurf C, A, und C,D 
haben aber die Richtungen 2er Gegenjeiten und C,B und C,C find 
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auf einander fenfredjt. Dasfelbe Nefultat erhält man für die 4Ecke 
A,B;C;B, und A,B.C.A; woraus folgt, dag je 2 fonjugirte Rid- 
tungen in Bezug auf die fraglide Kurve auf einander fenfredt find. 

422. Es möge nun nod) die algebraijde Relation beigefügt 
werden, welde im Wejentlihen in ihrer Weile diejelbe Lagenab- 
bängigfeit feſtſtellt, bie in 419 auf geometrijdem Wege ermittelt wurbe. 

Denkt man fic in der legten Nummer A, A, und B,B; feit 
und durch fie 2 Kurven gelegt, welde die Gerade AB in den beiden 
Punftenpaaren C,C, und D,D, jchneiden mögen, fo ijt wegen der 
in 421 erwähnten Snvolution nad) I Th. 23. AC,. AC,: BC.. 
BC,—=AD,. AD.: BD, BD; d. h. es bleibt für alle durch A,A, 
B,B, gehenden Kurven der Werth diejes Verhältniſſes ſtets der: 
felbe. Man fann nun unter den verfdiedenen Kurven folde 
heraus wählen, durch die diefer Werth einen für bejondere Zwecke 
pafjenderen Ausdruck erhält. Wählen wir 3. B. irgend eine 
Kurve II des Syſtems, für welche der in 421 befprodjene Fall 
eintritt, daß die von den Eden ABC nad den Schnittpuntten 
der Gegenfeiten gezogenen Transverſalen fid) zu 3 und 3 in je 
einem Punkte fchneiden, und bezeichnen für dieſen Fall die Schnitt« 
punfte mit AB dur M, und M, jo wird 

en ar = 6 a es ijt aber nad) 410 
AM,. AM, _ CC,. AB,. CC,. AB, 
BM,. BM,” BC,. CB,. BC,. CB, 
Schnittpunkte einer beliebigen Kurve herhält. 
AC,. AC,. BA;. BA,. CB,.CB,.= AB, .AB,.BC,. BC. CA,.CA;,. 

Ruf. Läßt man A, und A,, B, und By, C, und Cy je 
einander unendlich nahe rüden, fo geht die lebte Bedingungsglei- 
dung über in AC,?. BA,?. OBi?. = AB,?. BC,?. CA,? und 
vergleiht man dieſe Gleichung mit der in 418, fo ift hieraus zu 
erjehen, daß die 3 Geraben AA, BB, CC, fid in 1Punkte ſchneiden, 
vergl. I Th. 48. 

Auf. 2. Auch diefer Sak läßt fic allgemein aufs nEd 
ausdehnen und zwar genau durch dasjelbe Verfahren wie es in 418a 
Ruf. in Bezug auf die Schnittpunfte mit einer Geraden gefchehen 
ift, überhaupt fpringt die Verwandtichaft der Sage 422 und 418 
alsbald ins Auge. 


woraus man für bie 6 
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Ruf. 3. Iſt A,A,Az.... ein einer Kurde II umfchriebenes 
nE&d, deffenBeriihrungspuntte entfprehend 418b Zuſ. durch auma;.... 
bezeichnet feien!, fo ergiebt ſich alsbald 

Aya. Ast. A303... — Ana. Aza. Ajay... 

423. Hiemit in naher Verbindung fteht ein anderer für das 
Wefen der Kurven II vor allen wichtiger Sah über Kurventrand: 
verfalen, der alfo lautet: | 

Schneiden 2 Gerade a und b fih und eine Kurve II K ent: 
fpredjend in den Punften C aa, bb,, fo Hat ftets bas Verhaltnif 
Ca. Ca: Ch. Ch, einen fonftanten Werth, welche Lage aud C 
Hat, wenn mur die Richtung von a und b ungedndert biefelbe bleibt. 

Denkt man fis die Kurve TI K, gezogen, welche nad Wr. 
243 1) mit der gegeben bie beiden auf der umenblich fernen Ge 
raben liegenden Punkte gemein hat, d. h. mit ihr ähnlich ift, 2) 
durch die Berührungspunfte AB derjenigen beiden Tangenten geht, 
bie burd) C an die K fich ziehen lafjen und 8) die Lage hat, dak 
jeder Strahl von A die K und K, in 2 Punftenpaaren 3. B. aa, 
und DD, ſchneidet, die gegenfeitig harmonisch getrennt find (und 
unter der Vorausfegung 1. zu 2., ift diefes mit allen Strahlen 
von C der Fall, wenn e8 mit 1 ber Fall ift nach 292 2.), fo er: 
giebt fid) hieraus alsbald folgendes: 

Es ijt Ca. Ca, = CD? ebenfo Ch. Cb, = CD? (weil C als 
Mittelpunkt von K, in ber Mitte zwiichen DD, oder EE, liegt 
vergl. 25. Gind nun a, und b, die Halbmefjer der K, melde 
mit a und b parallel find, fo ift ftets CD®: CE? =a,?: b,? weil 
bie Kurven ähnlich find (nad 18.), worous die Nichtigfeit bes 
Saves unmittelbar folgt. 

Auf. Für den Kreis wird, da a, — by, ber Werth biefes 
Verhältniffes befanntlih — 1. 

424. Die nachfolgenden Entwidlungen mögen einem Geger: 
ftande gewidmet fein, der die zahlreichiten und fruchtbariten Yn: 
wendungen zuläßt, e8 ift biefes nämlich die Ähnliche Beziehung 2er 
ebener Gewebe desfelben Trägers und die dadurch bedingte Abhän- 
gigfeit der verjchiedenen Arten geometrifder Gebilde. 

Ru diejem Behufe möge nod im Anfdlug an 18 und 20 
auf folgende Punkte aufmerkfam" gemacht werben. 
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Sollen 2 ebene Gewebe E und E, desselben Trägers perfpett. 
ähnlich fein, fo bebeutet diefes fo viel, als bag fie alle Punkte der 
unendlich fernen Geraden entfpredjend gemein haben, woraus vor 
Allem folgt, daß jedem Kreis wieder ein Kreis entipridt. Soll 
nun die perjpeft. Beziehung nun weiter nod) volljtändig firirt fein, 
fo finnte nad) 87 diejes nod) auf verjchiedene Weife erzielt werben, 
wenn 3. B. 2 entfpredende Punkte und das mit ihnen in einer 
Geraden Liegende Centrum, oder wenn zu 2 Punkten einer Geraben 
2 Punkte einer zu jener parallelen Geraden als entfpredend ge: 
geben wären. 

Eine befonders wichtige Art, 2 Gewebe wie E und E, per: 
fpeft. ähnlich auf einander zu beziehen, ift die, daß man ein Paar 
entfpredende Punkte M und M, und das Verhältniß m:n in wel- 
chem die entiprechenden Streden von E und E, zu einander jtehen, 
giebt. Sind nämlich J und A die 2 Punkte, für welche vom Zeichen ab- 
gejehen nad J. Th. 3 MJ: M, J = MA:M,A = min, fo 
find J und A bie beiden einzig möglichen Centra ber perſpekt. 
ähnlichen Beziehung, für welde M und M, bet bem gegebenen 
Berhältnig entjprechender Streden entjprechende Punkte darftellen 
finnen; die perfpeft. ähnliche Beziehung fann aljo unter den ge- 
gebenen Vorausfeßungen eine boppelte fein und A und J nennen 
wir bie dazu gehörigen beiden Nehnlichkeitscentra ober Aehnlichkeits- 
punkte und zwar ben auf der endlichen Strede MM, gelegenen 
ftet8 mit J bezeichneten den innern, den auf der unendlichen Strede 
MM, ‘gelegenen ſtets mit A bezeichneten den äußern. MAM,J 
‘hilden dabei nad) 18. einen ordentlichen harmonischen Wurf. Diefer 
zuletzt hier befprodjene Fall tritt, was für die folgenden Entwick— 
ungen befonders wichtig ijt, immer dann von felbft ein, wenn bie 
perfpeft. ähnliche Beziehung nad) 20 dadurch firirt wird, daß 2 
Kreife M und M, als entjprechende Gebilde derfelben gegeben find, 
bie Halbmeffer beftimmen das Verhältnig entſprechender Streden 
und bie Mittelpunfte M und M, find für jede Art ber perſpekt. 
ähnlichen Beziehung als Pole der unendlid) fernen Gerabden ent: 
ſprechende Bunte, 

425. Xn 420 wurde ein Beweis geliefert für den Gab, daß 
von ben Trandverjalen, die man von ben Eden abc eines Oreieks 
nad) ben Mitten a, b,c, der Gegenfeiten ziehen farm, und die jich 
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in J jchneiden (Fig. 66) die Stüde an den Spiken je doppelt fo 
groß find, al8 die andern. Diefes führt nun unmittelbar darauj 
abe und a,b,c, als entſprechende Punkte 2er perfpeft. ähnlicher 
ebener Gewebe E und E, zu betrachten, für welde J Aehnlid- 
feitspunft und 2:1 das PVerhältnig entjprechender Streden ijt. 

Den Perpendifeln in ven Mitten a,b, c,, die fid in M, 
bem Mittelpunfte bes bem abe umfdriebenen Kreijes, jchneiden 
mögen, entjprechen als zu E, gehörig die Höhen des Dreieds a be. 
die fih in A fchneiden mögen und es liegen aljo MJA in 1 Ge 
raden und es ift AJ: MJ — 2:1. Betrachtet man bagegen M 
al8 zu E gehörig, fo entjpricht ibm der ebenfalls auf MJ liegende 
Mittelpunft M, des dem a,b,c, umfcriebenen Kreiſes und es it 
wieder JM: JM, = 2:1. Dieje Refultate laſſen fi in folgen: 
bem Sage gufammenfaffen: 

Bezeihnet man für ein beliebiges Oreie den Hdhenpuntt 
burd A den Schnittpunft der von den Eden nad) den 
Mitten der Gegenfeiten gehenden Transverfalen (befanntlic 
ber Schwerpunft) durch J die Mittelpuntte der beiden Kreife, 
von denen ber 1fte durch die Mitten ber Seiten (und alfo 
aud durch bie Fußpunkte der Höhen), der 2te durch die 
Eden des Dreied8 geht dur M, und M, fo liegen AM, 
JM in einer Geraden und es verhalten fih JM,:JM:JA: 
MA= 1:2:4:8. 

426. Denkt man fi) nun die perfpeft. ähnliche Beziehung 
von E und E, bloß dadurch firirt, dag man die Streife M und M, 
als entiprechende Gebilde annimmt, fo ijt J, nad 425 offenbar ihr 
innerer Aehnlichfeitspunft, da man fic alsbald überzeugt, daß M 
und M, ebenjo wie a und a, auf enigegengejeßten Seiten von J 
liegen. Sudt man nun nad 424 den äußern Aehnlichkeitspunft 
dazu, jo findet man offenbar A als benfelben, da ja aud) AM: 
AM, = 2:1 nad) 425. Hieraus ergeben fid) nun noch eine wei: 
tere Anzahl von Relationen, für die nur in Verbindung mit der 
Fig. 67 in aller Kürze bier das Refultat in Formeln angegeben 
werden und bem Lefer überlafien bleiben fol, die Sake in Worte 
zu fafjen : j 
Bm JG: IB, = JesJe, = Ja: Ja, = Jo: So, =Ich 
= II = In:In, = Jn:Jn, = IM: JM, = JA: IM = 


~ 
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ao, Aa:Aa, = Ab: Ab, = A@:AB, = Ac:Aqy = 
Ay: Ay, =Am: An, = An: Am =AM:AM,.. Dabie beiden Dreiecke 
abc, und a, by e, demfelben Dreiecke abc für dasjelbe Verhältnig 1:2 
ähnlich find, fo find ihre Seiten mit den Seiten des letzteren und 
alfo aud) unter fid) parallel und gleich groß und da fie beide auf 
demfelben Kreiſe liegen, fo find fie fongruent und perjpeft. für das 
Centrum M, d. h. ſymmetriſch für das Centrum YH (20). 

427. Nach 178. fdneiden fic) die Verbindungslinien der 
Mitten von je 2 Gegenfeiten namlid) aa, bb, cc, eines 4Ecks in 
1 Punkte S, in welchem biefe Verbindungslinien zugleih halbirt 
werden. Man fann daher S als Centrum 2er perjpeft. fongruenter 
d. 5. fymmetrijder ebener Gewebe betrachten, wobei algdann ben 
6 Punkten abcaybic, die 6 Punkte a,b, cgabc entfprecdhen. Sieht 
man nun in den 6 erwähnten Punkten 6 Gerade, die je fenfredt 
find auf der zugehörigen Seite des 4Ecks, jo entſprechen biejen 
Geraden die 6 Geraden, welche man je aus den Mitten der Gegen: 
feiten auf eben diejelben Seiten jenfrecht ziehen fann. Die erjteren 
6 Geraden bilden aber die 6 Seiten des vollftändigen LES, deſſen 
Eden die Mittelpunfte der den 4 Dreieden des 4Ecks umjchrie- 
benen Sreife find, daher erhält man ben Gab: 

Die 6 Perpendifel, welche man aus den 6 Mitten der 

6 Seiten eines 4Ecks je auf die Gegenfeite fällen fann, bil- 

ben bie 6 Seiten eines 4Ecks, das demjenigen fongruent und 
ſymmetriſch ijt, das von den Mittelpunften ber den 4 Dreiecten 
bes 4G 8 umjchriebenen Kreiſe gebildet wird. (vergl. 208). 

Zuf. Iſt das 4Eck ein Kreisviereck, fo gehen beide neuent- 
ftehende 4Ecke in je 1 Punkt über (212). 
| Wir wenden uns in den nachfolgenden Nummern zur nähe- 

ren Betradtung der perfpeft. Beziehung 2er Kreife; denn, wenn 
gleich ein Theil der einjchlägigen Sage hie und da fdjon zerftreut 
bei der entfpredenden Betrachtung ber perfpeft. Beziehung er 
Kurven II überhaupt* ſchon beifpielsweife angeführt wurde, jo 
jcheint e8 dod) pafjend des Ueberblicés wegen hier dieje Sätze nod 
einmal zufammenzuftellen, da an biefelben fid) eine große Zahl 
pon einfachen Anwendungen anfdliept. 

428. Bezieht man 2 beliebige Kreife K,K, perfpelt. aufein- 
ander db. h. betrachtet man fie als entipredende Gebilde 2er per: 


M, 
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fpeft. projekt. ebener Gewebe vesfelben Trägers, fo Yann dices, 
falls fie fich nicht im Unendlichen doppelt berühren, mad I X. 
194 ftets auf derlei Weife geſchehen, wobei 2 Wren und 2 Centra 
der perfpeft. Beziehung vorhanden find. Dabei Liegt num ftets die 
eine ber erwähnten beiden perfpeft. Wren im Unendlichen und die 
projekt. Beziehung geht daher immer für dieſe eine Are in die der 
ähnlihen Beziehung über. 

Die beiden Centra der perfpekt. Beziehung (und biefe find, 
was wohl im Auge zu behalten, für die beiden Arten ber ähnlichen 
Beziehung diefelGen wie für die Leiden Arten der bloß projekt. Be 
ziehung) find nad) 255 (ober auch nad) 424) harmonisch getrennt 
durch bie beiden Mittelpunfte K,K. ald Pole der einen -perfpelt. 
Are und es liegt daher das eine Centrum anf der endlichen das 
andere auf der unendlichen Strecke K, Kz . Aus 255 folgt ebenfo, 
daß die erwähnten beiden Aren der perfpeft. Beziehung von Ki, 
harmonifch getrennt find durd) bie beiden Polaren jedes der beiden 
perjpeft. Centra und dak ihr Schnittpunkt der Pol der Verbin 
bungslinie der Teßteren if. Die im Endlichen liegende Are der 
perfpeft. projeft. Beziehung ift alſo parallel biefen Polaren ſelbſt, 
und liegt in ber Mitte von je 2 Polaren eines diefer perfpeft. Centra 

429. Man hat für die beiden Arten ber perſpekt. Beziehung 
2er reife d. h. der durd fie als perfpeft. auf einander bezogenen. 
ebenen Gewebe fchon feit Lange bejondere Namen eingeführt, die 
wir nun ber Kürze wegen aud) gebraudyen werben, «allein unter 
der jteten Vorausſetzung, daß diefe Bezeichnungen nichts ander! 
al8 andere Worte für die früher eingeführten "allgemeinen Begrift 
ober Bezeichnungen perjpekt. Are ꝛc. find. 

Die beiden Arten der perfpeft. Beziehung, für melde die 
unendlich ferne Gerade perfpeft. Are darftellt, heipen auch fpäterhin 
die perfpeft. Nehnlichfeit ber beiden Kreife K;Kz oder der Leider 
ebenen Gewebe E, u. E,, für welde die Rreife K, u. Ky ent 
Iprechende Gebilde darftellen. Die beiden Centra A u. J heißen 
wie früher Aehnlichkeitspunkte und zwar der auf der endlichen Strede 
K, Kp liegende „innerer“, der auf der unendlichen Strecte K,R: 
„äußerer“, jener wird dabei ftets durch J oder Jy. diefer burd A 
oder Ayo bezeichnet werden. ede durch einen Aehnlichkeitspunlt 
‚gehende Gerade Heißt ein Uehnligteitsftrahl Je 2 Punk, 


tele bei einer diefer beiden Arten der ähnlichen Beziehung einan- 
ander entfpredjen beißen ähnlich liegende Punfte Alfo find 
in ber Fig. 67 a,u.m b, m. by ähnlich Tiegende Punkte und gwar 
in Fig. 67 a) für die dugern in Fig. 67, b) für den innern Aehn⸗ 
lichkeitspunkt; dabei find K,a, u. K,b, parallel entipredend mit 
K M@ U. K> bo. 

Dagegen find die beiden Arten der perjpeft. Beziehung, für 
welche die Are der perfpeft. Beziehung c im Endliden liegt, mit 
bem Namen der „Botenzialität” der reife belegt worden 
und die Are der perfpeft. Beziehung heißt die „Wotenzlinie” 
ober wohl and die ,€hordale” der beiden Rreife und je ein 
Paar entfprechende Punkte bei diefer Beziehung wie a, u. bo b,u.a, 
in Fig. 67 heißen „potenzhaltende* Punkte, aud) wohl „in- 
verſe“ Punkte diefer Rreife. 

430. Aufg. Es foll zu einem beliebigen Punkte M, der 

Ebene E, der ähnlich liegende Punft Mo der Ebene E, ge 

ſucht werden, wenn ihre ähnliche Beziehung durch die ent: 

fprechenden reife K,K, firirt ift (f. Fig. 68). 

Aufl. Man ziehe K,M,, fchneidet dieje Gerade den Kreis K, in a,, jo 
ziehe man, wenn die Nehnlichkeit für den augern Aehnlichkeitspunkt 
Statt finden fol, Aa,, diefer Aehnlichkeitsſtrahl fdneidet nun ben 
Kreis K, in 2 Puntten a, b,, von denen der eine zu a, ähnlich 
liegend ber andere potenghaltend ift, durch den Iſten, der nach dem 
Obigen alsbald zu erfennen, ziehe man Kya, und biefe Gerade 
ichneidet die AM, in dem gefuchten Punkt Mo. 

Zuſ. Aehnlich löſt man die Aufgabe für den innern Aehn⸗ 
lichkeitspunkt, ſo wie auch die Aufgabe zu M, den potenzhaltenden 
Punkt in E, zu finden. 

431. Berühren einander 2 Ktreife, fo vertritt offenbar ber 
Berührungspumtt den äußern oder innern Aehnlicdhfeitspuntt, a 
nadbem ber eine Kreis innerhalb bes andern liegt oder nicht; 
bei ift in beiden Kallen die gemeinſchaftliche Tangente bie aa 
beider Rreife. 

Schneiden bie beiden Kreife einander in reellen Punkten, fo ift 
diefe gemeinfame Chorde Potenzlinie oder Chordale, A liegt aufer- 
halb J innerhalb beider reife, Liegt einer ganz innerhalb des 
andern, fo liegt A u. J innerhalb beider Streife. 
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432. Hat ein Syitem von Kreifen K,K, ... diejelbe Chor: 
dale, fo liegen Fig. 69 die Berührungspunfte aller Tangenten, die 
man von einem Punkte K diefer gemeinfamen Chordale, an fie 
ziehen fann, nad) 316 auf einem fie jenkrecht durchſcheidenden Kreiſe 
K deffen Mittelpunkt jener Punt K ift und der die Cigenfdaft 
hat, daß jeder durch RK gehende Strahl von K, Ky, ... je in 2 
Bunften 3. B. bb, u. cc, gejchnitten wird, die burd) die Sdnittpuntte 
bes neuen Kreijes K harmonijd getrennt find 292 ac., woraus nad 
25 zugleich folgt, daß für alle Kreife des Syſtems K,K; ... bie 
Abjtände der beiden Schnittpunfte eines ſolchen Ourdmeffers von 
K ein fonftanteé Produft geben, das gleih ift bem Quadrat 
des Halbmefjerd des Mreijes K, d. h. es ift Ka? Km, . Kn, 
= Km: . Ken, = Ra’. 


Zuſ. 1. Diefe zulegt angegebene Eigenſchaft hat der Chor 
bale den Namen Potenglinie gegeben. Man nennt nämlich ge 
mwöhnlih ganz allgemein den Werth des gleichen Produktes bad 
man nad) 295 erhält, wenn man die Entfernungen, die die Schnitt: 
punfte irgend einer durd einen Punkt S nad einem Kreis gezoge 
nen Gefante von eben dem S haben, die Potenz diejes Kreijes in 
Bezug auf diefen Punft S und aus dem legten Gage ift nun zu 
erfennen, daß die Chordale der geometriſche Ort für alle die Puntte 
ift, für welche die Poteng beider Kreije gleich ift, mt 
andern Worten die Chordale ijt ber Ort der gleidhen Poter 
zen der Kreiſe K, Ky... Denn man überzeugt fich leicht davon, 
bak e8 außerhalb der Chordale 2er Kreife nicht noch einen Punt 
geben fdnne, für welche die Potenz beider Kreife gleich wäre. 


Ruj. 2. Es fol hier im Anfdlug an die Entwidlung in 
316 und geftiigt auf biefelbe nod) folgendes hier beigefügt werde: 
Rückt K auf der Chordale fort nad RK, Kz..., fo ändern fid mit 
K die jenkrecht durchfchneidenden Kreife und wir bezeichnen fie ent 
fpredend mit RK; Kp, dabei fchneiden ih KRM, RK..... in 2 Punk: 
ten MN ber Gentrallinie des Syſtems K,K,, wobei MN bie 
Drbnnungselemente der Involution find, welche durch das Syftem 
K,K, ... nach 9 auf der Gentrallinie erzeugt wird, fo dag MN 
reell find, wenn K,K; ... fic) in imagin. Punkten fchneiden und 
umgefehrt. Dabei ift das Berhaltnig der beiden Kreisſyſteme 
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K, Ko... u. RR, . . . hinſichtlich der hier entwickelten Verhältniſſe 
ein vollſtändig gegenſeitiges. 

433. Aus 432 folgt in Verbindung mit 295, daß je 2 Paare 
von Schnittpunkten wie mn, u. man, die auf 2 beliebigen durch 
K gehenden Strahlen m, my und zugleich auf 2 Kreifen K, Ky des 
gegebenen Syſtems von Kreifen liegen, ftets auf einem neuen Kreife 
liegen, welder gegenüber dem Kreife KR die Cigenfdaft hat, wie 
fie K, u. K in 294 oder 295 gegenjeitig haben. 

Nimmt man mm an, dak m, u. m, potenghaltende 
Punkte für die Kreife K, u. Ky find, fo find nothwen- 
big aud) ny u. ng potenzhaltende Punkte für dieje 2 
Kreife, weil algdann die Gerade m, der Geraden m, für bie 
perjpett. projekt. Bezichung, deren Are ce eben die Chordale e ijt, 
entipridt. Hieraus folgt aber der Gag: 

Se 2 Paare von Punkten 2er Kreife K,K, die potenz- 
haltend find für denfelben (in der Fig. 69 äußern) Aehn- 
lichfeitspunft, liegen auf einem neuen Rreife und es ift 
Am . Am = An, . Am. 

Ruj. Was natürlich hier für den äußern Aehnlidfeitspuntt 
bewiejen, gilt ebenjo aud) für den innern. Hieber rührt, wie leicht 
zu feben, der Ausdruc potenghaltende Punkte und man nennt 
aud den Werth des fonjtanten Produfts Am, . Am, 
die gemeinfame Potenz der Kreiſe K,K; für diefen (hier 
äußern) Aehnlichkeitspunkt. 

434. Läßt man in der legten Mr. den Punkt n, dem Bunt: 
tem, d. h. den Aehnlichkeitsjtrahl An, dem Nehnlichkeitsitrahl Am, 
unenblid) nähern, jo muß aud) nothwendig der Punkt n, dem m, 
fic) unendlich nähern und man erhält daher den Gag: 

Berührt ein -Kreis K einen von 2 Kreifen K,K, im 
Punft m, und geht er dabei durch den potenzhaltenden 

M, Punkt des andern Kreiſes, ſo berührt er auch dieſen in 
dieſem Punkte. 

Umgekehrt überzeugt man ſich aber leicht, daß wenn ein Kreis 
2 Kreiſe K, Ky zugleich berührt, beide Berührungspunkte aud) 2 
potenzhaltende Punkte fein müfjen (vergl. hiezu 438 Zuſ. u. 445). 
Hiebei tritt aber nun noch der wichtige Unterſchied ein, ob dieſe 
beiden Berũhrungspunkte für den innern oder ob fie für den dupern 


Wehnlichkeitspunft potenzhaltend find, Man überzeugt fic aber in 


der eine augerhalb bes berührenden Kreijes KR liegt, dec andere 
innerhalb, daß dann allemal die Punkte für den innern Aehnlich— 
feitspunft potenzhaltend find, daß fie diejes aber für den äußern 
find, wenn entweder beide außerhalb oder beide innerhalb Liegen, 
die Ijte Berührung nennt man ungleichartig, die 2te gleichartig. 
Zieht man namlid) Fig. 70 von einem Punkte KR von c die 4 Lax 
genten a,b; ab, an K, u. Ky jo entjpreden, wie man fi alé- 
bald überzeugt, für das Centrum A der perſpekt. projekt. Beziehung 
2 jolde Tangenten a, u. ag, by u. be einander, für melde Ky u. 
Ke in demjelben Winkel ajay oder bibe eingejchlogen find, dagegen 
entjprechen einander für J als perjpeft. Centrum der blog projekt. 
Beziehung 2 foldje a,ba oder bya, für welche K, in dem einen, K, 
in dem andern ber dadurd gebildeten Nebenwinkel Liegt, woraus 
die Richtigkeit unmittelbar folgt, jo daß man folgenden Sag 
erhält: 

Berührt ein Kreis 2 gegebene Kreife K, Ky zugleich, jo 
geht die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte durd 
den dugern Nehnlichfeitspunft von Ky Kg, wenn die Berüh— 
rung eine gleichartige ijt, Dagegen durch den inneren Aehn⸗ 
lichkeitspunkt, wenn die Berührung eine ungleichartige ijt. 

435. Die 3 Chordalen Ser Kreife K, Ky Ky ſchneiden 
fih in 1 Punkte, den man gewöhnlid den Chorbalpunkt 
diefer Reife nennt j. 144. 

Betrachtet man nad den legten Entwiclungen die geometrijd 
Bedeutung diejes Chordalpunttes gegenüber den 3 Kreijen K,K;B; 
jo ergeben fic) aus diejem legten Gage verjdiedene Anwendungen, 
deren hauptſächlichſte hier folgen mögen: 

436. Aufg. Die Chordale er Kreife K, Ky zu finden, 
die jih in imagin. Punkten jchneiden. 

Zieht man einen 3ten Hilfstreis Kz, deſſen Schnittpunfte mit 
K, u. Ky reell find, jo giebt der Schnittpunkt der gemeinſchaft⸗ 
lichen Chorben K,K; u. K,K, nad 485 einen Punkt der Chor 
bale K, Ky. 

437. Aufg. Einen Kreis zu bejchreiben, der 3 gegeben: 
Kreiſe unter rechtem Winkel jchneidet, 
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Man findet als feinen Wittelpunft nad. Nr. 432 den Chor: 
dalpunft der 3 Kreife, woraus die Löſung fic) von felbft ergiebt, 
Da die Chordale Ver Kreife, welche fich berühren, die gemeinfame 
Zangente derjelben ijt, jo erhält man hieraus in Verbindung mit 

den leiten Nummern folgende Gage: 
438. Berührt ein Kreis 2 Kreije, fo ſchneiden fid die 
beiden gemeinjdaftliden Tangenten auf der Chordale beider 

Kreife. 

Buf. 1. Hieraus folgt unmittelbar wieder, dag die beiden 
Berührungspunfte bb,, in denen ein Kreis K 2 Kreijen K,K, be: 
rührt, potenzhaltend fiir die 2 Kreije find (vergl. 434). Denn von 
dem Schnittpuntte der Tangente bb mit der Chordale laſſen fic 
blog 2 Tangenten an den Kreis Ky ziehen, jo daß es aud) hdd 
- jtens 2 Berührungskreife KR, giebt, die den Kreis K, in b be 
rühren, welche, wenn fie reell find, nad) 234 dadurch gefunden wer: 
den, daß man zu b die beiden potenghaltenten Punkte (für Ay u, 
Jia) fucht, welche je den 2ten Beriihrungspuntt darjtellen, 

Zuf. Hiedurd löſt fich aud) die Aufgabe, einen Kreis zu 
zeichnen, der 2 Kreiie KK, und zwar den einen K in einem be 
jtimmten Punkte a berührt; man zieht zu diefem Rweefe die Tans 
gente aa und von deren Schnittpunkt mit der Chordale von KK, 
die beiden Langenten an K,, ihre Berührungspunfte liefern bie 
Beriihrungspuntte des gejuchten Mreijes, jo daß aljo die Aufgabe 
im Allgemeinen 2 Auflöfungen gulapt. 

Berühren von 3 Kveijen je 2 ſich, jo gehen die 3 ger 
meinjchaftlichen Tangenten duch einen Punkt. 

439. Einen Kreis Ky zu bejchreiben, der einen gegeber 
nen Kreis K, berührt, und durd 2 fefte Punkte AB gebt. 

Beichreibt man einen Hilfskreis K, der durd; AB geht und 
mit dem Kreis K, die Chordale c hat, fo ijt der Schnittpunkt P 
bon AB u. c der Chordalpunkt der Kreiſe K, KK, und da die 
Chordale von K, und Ky eine Tangente an K, fein joll, jo beftimmen 
die beiden von P an K, gezogenen Tangenten die Berührung 
puntte der beiden möglichen Beriihrungstreije Ko. 

440. Einen Kreis zu bejchreiben, der 2 gegebenen Kreije 
K, Ke ſenkrecht durchſchneidet und einen Kreis K, berührt 
oder durd) einen fejten Punkt K, geht, 
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Da der gefudte Kreis nad) 432 Ruf. durch 2 ungweideutig 
beftimmte Punkte der Gentrallinie K, Ko gehen muß, fo ift diefe 
Aufgabe auf die legte zurücgeführt. 

441. Aufg. Einen Kreis zu bejchreiben, der mit einem 
gegebenen K, eine gegebene Chordale c habe, und nod ir 
gend eine Bedingung erfüllt. 

Der fragliche Kreis gehört einem durd) 4 Punkte beftimmten 
Spitem an, in weldjem der Chordale die unendlich ferne Gerade 
al8 Gegenjeite des gemeinfamenen 4 Ecks entipricht, die Ordnungé: 
elemente irgend einer Sekante müſſen aljo von der c gleich weit ab 
ftehen und durd) die Schnittpunfte des 2ten Kreiſes harmoniſch 
getrennt fein, man findet diefelben nad) 432 am einfadften dadurd, 
bag man einen Kreis bejchreibt der den gegebenen rechtwinklig 
durchichneidet, und deffen Mittelpunkt auf c liegt, die Schnittpuntie 
mit der vom Gentrum K, auf c gefällten Perpendifel bilden dieſe 
Ordnungselemente. 

Soll nun, um einige Beifpiele für dieje fo, wie fie bier ge 
gegeben, unbeftimmte Aufgabe näher zu betrachten, derjenige der 
erwähnten Kreije gefunden werden, der noch durch einen gegebenen 
Punt M geht, jo wird man, da die Aufgabe bloß dann Intereſſe 
haben fann, wenn c u. Ky imagin. Punkte gemein haben, am ein 
fachiten denjenigen Kreis K, zuerft als Hilfsfreis zeichnen, der alle 
zu dem Syftem K, c gehörigen Kreije rechtwinklig jchneibet, und 
durch M geht, denn derfelbe geht dann nad 432 Ruf. durd 2 
reelle Punfte der Gentrallinie der Kreife des Syſtems und il 
alfo als gegeben zu betrachten. Der Madius K, M diefes Hilft 
kreiſes ift aber alsdann Tagente des gejuchten Kreifes in M, jo dab 
umgekehrt die Tangente von K, in M den Mittelpunkt des gejud- 
ten Kreijes enthalten muß, woburd die Aufg. als gelöft zu be 
trachten ift. 

Soll der geſuchte Kreis des Syftems K, ec nod einen gege 
benen Kreis K, berühren, fo beftimmt die Chordale von K, Ky den 
Chordalpuntt der 3 Kreife, wodurd die Aufgabe auf 489 zurüd 
geführt ijt. 

Rad) 482 wird jeder Durchmeſſer eines von 2 einander jenk 
recht durchichneidenden Kreijes von dem andern in 2 fonjugirten 
Punkten gejchnitten, hieraus folgt: 


* 
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442. Durd) 2 Paar fonjugirte Punkte Zer Durchmeffer 
eines Mreifes geht immer ein neuer Kreis. 

Da für irgend einen Kreis K, jeder Punkt M mit dem ihm 
fonjugirten Punft M, des zu M gehörigen Durdymeffers MK, 
auf einem den Kreis K, rechtwinklig durdfdneidenden Kreis KR, 
liegt, und wenn 2 Kreiſe K, u. Ky gegeben find, e8 nur 1 Kreis 
RK, giebt, der durch M geht und beide ſenkrecht durchjchneidet, fo 
folgt hieraus: 

Sind zwei Kreife. K, u. K, und ein Punkt M gegeben, 
und man jucht für jeden der beiden Rvreije den bem M fon- 
jugirten Punkt des zugehörigen Durchmefjerd und wieder: 
holt diefes Verfahren mit den auf dieje Art neu gefundenen 
Bunften und fo fort, fo liegen alle jo erhaltenen Punkte 
mit M in einem K, u. Ky fenfrecht durdyjchneidenden Kreife. 

Nad) 138 bilden die 6 Aehnlicdhfeitspunkte von 3 Kreijen 
K,K;K, die 6 Eefen eines volljtindigen 4 Seits, dejjen Po- 
lardreied die 3 Mittelpunfte K, K,K; jind. 

Anim. Wir bezeichnen in dem Nachjolgenden die verfchiede- 
nen WUehnlicykeitspunfte dadurch, dak wir an den Budhjtaben A oder 
J, die den äußern oder innern Aehnlicfeitspunft bedeuten, je aud 
die beiden Zahlen beifügen, die anzeigen follen, für weldye 2 Kreiſe 
der fragliche Punkt Nehnlichkeitspunft fein foll; demnach ijt Ayo 
der äußere Aehnlichkeitspunft von K, u. Ko. Mad) diefer Bezeich— 
nung enthalten die 4 Seiten des 4Seits in 442 je folgende Aehn— 
lichfeitspuntfte: 1) Ay Aus Ay, 2) Aa Jig Jo, 3) Ass Jia Jos, 
4) Ags Jia Jip. 

Gejtügt auf diefen Sat 138 erhält man nun nod eine An- 
zahl weiterer Gage über dieſe Achnlichkeitspunfte Ber Kreiſe 
K, K, K;: 

443. Zieht man von den Eden des durd) die 3 Mittel: 
punfte K, Ky K, gebildeten Dreieds je nad) den innern 

Achnlichkeitspunkten der Gegenfeite 3 Trangverjalen, fo 

ſchneiden fid) diefe in 1 Punkte, dasjelbe findet Statt, 

wenn man 2 ber 3 innern Aehnlichkeitspunfte je mit ben 
entjprechenden äußern vertaujcht. 

Diejes folgt unmittelbar aus 417 2c. 


Bfaff, neuere Geometrie Li. 14 
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444, Nimmt man 4 Kreife Ky K, K; K, , To erhält man 
12 folder Aehnlichkeitöpunfte, die zu je 3 in 16 Geraden p 
liegen, wobei durch jeden diejer 12 Punkte 4 der 16 Ge 
raden p gehen. Außerdem gelten aber binfichtlich dieſer 
12 Aehnlichkeitspunkte noch folgende merkwürdige Relatio- 
nen: die VerbindungSlinien je Zer diefer 12 Punfte beitim- 
men im Ganzen nod) 18 nene Gerade. Bon diefen 18 Ge 
raden gehen nun 1) nod) 4 Mal je 3 durdy die 4 Mittel: 
punkte der 2 Kreife (wie diejes jelbitverjtändlich aus der 
Definition der Aehnlichfeitspunfte folgt), 2) gehen nod 
32 Mal je 3 durch je 1 Puntt. 

Betrachtet man nämlich irgend eine der 16 Geraden p, jo 
fann man fie als die Are der peripeft. Beziehung von je 1 Paar 
perjpeft. Dreiecke betrachten, deren entjprechende Seitenpaare ji 
in den drei Aehnlichfeitspuntten eben diejer Geraden p ſchnei— 
den, die VBerbindungslinien der 3 Paare entiprechender Ecken je eines 
joldhen Paares perjpeft. Dreieck liefern aber je 3 folche fich je in 
1 Punkte fchneidende Verbindungslinien, vorausgefebt, daß eben die 
Dreiede fo gewählt find, daß ihre Ecken Aehnlichkeitspunfte dar: 
jtellen. Betrachtet man aber irgend eine der Geraden p, fo geben 
durch jeden der 3 in ihr enthaltenen Aehnlidfeitspuntte gerade nod 
3 andere foldje Gerade, von denen jede, wieder 2 neue Aehnlid: 
feitSpunfte enthält, jo dag man alfo hinſichtlich der Wahl der er: 
wähnten perfpeft. Dreiede eine ziemlihe Auswahl übrig behält, 
von der man jich jedoch alsbald überzeugt, daß fie fic) je auf eine 
Sfache Möglichkeit beichränft, von denen die eine jtetS zu dem bier 
oben unter 1) angeführten Refultat führt, während die beiden 
anderen zu einem der 32 oben unter 2) angeführten Rejultate ge 
langen lafjen, wie nun ausführlich gezeigt werden joll: 

Hinfihtlic ihrer geometrifchen Bedeutung zerfallen die Ge 
raden p in 2 verjchiedene Gruppen, von denen die Geraden ber 
einen (4 an ber Zahl) je 3 äußere Aehnlichkeitspunfte enthalten, 
während auf den Geraden der 2ten (12 an der Zahl) je 1 äußerer 
und 2 innere Aehnlichfeitspunfte liegen. Die Refultate, zu denen 
man jo durch Beniigung der Geraden je 1 Gruppe gelangt, 
unterjcheiden fid) daher nur durch die Gruppirung der Kreife K, 
KK; Ky, und führen daher wejentlich zu denfelben Sätzen. Be 


trachten wir daher als Reprajentanten der Ijten Gruppe die Ge- 
rade AjoAs,A,, und als Reprajentant der Mten Gruppe A,adıadaz 
und führen nad) den oben angezeigten Gejichtspunften an ihnen die 
fragliche Entwidlung durd): 

IA Durd Ajo geben nod) die Geraden a) Jy, Joy 


" " ” b) Ax Aig 

ae " ” e) Jip Jog 

B durd) Ay " ” " a) Jie Jog 
" " " b) Au Ay 

v " " c) Ju Ja 

C turd Ay, ; na) Jı2 das 
u " " b) Ay Ay 

ce) Joy Jaq 


Hieraus geht aber nun alsbald als Refultat hervor: 
8 können perjpeft. fein 
I 1) Jig Jar Jia U. Ag; Ay, Ag, (wegen Aa, b, Ba, b, Ca, b,) 
2) Sys Jog Jia u. Joy Jun I (wegen Aa,c, Ba, c, Ca,c,) 
3) Ay AyyAgy u. Joy Jp, Ja (wegen Ab, c, Bb, ec, Ch, c.,) 
Wenden wir uns zur Betrachtung des Ilten Fall8, jo erhält 
man ganz auf diejelbe Weije: 
IL. durdy Ayo geben noch die Geraden a) Ay, Ags 


2 " " b) Au Ay 

n " " €) Jus Ju 

Jig n ” " a) Ay Jia 
" " " b) Au Jz4 

" " ” c) Az; Jia 

Joy ' 77 " a) A; Ji2 
" it ” b) Ay I 

c) Ags Joy 


(£8 fönnen demnach nur "A folgende 2 Dreiede perfpeft. fein: 
IT 1) Ayg JyoAo3 u. Agy Jay Ayo (wegen Aa,b, Ba, b, Ca, b,) 
2) AuJi- Ao; u. Jog Agy Jig (wegen Aa,c, Ba, c, Ca, c,) 
3) Au Aog day u. Is Joy Ass (wegen Ab, c, Bb, e, Ch, c,) 
L3., u. I13., führen zu dem jelbjiverjtändlichen oben unter 
1) angeführten Nefultat, daß die 2 Aehnlichfeitspuntte je 2er Kreife 
auf der Centrale beider Kreije liegen. 
Um aber die übrigen Nejultate bequemer in Worten zuſam— 
14 * 
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menfaffen zu können, möge bier das ihnen allen Gemeinjame be: 
fonders hervorgehoben werben: 

In jedem der obigen 6 Fälle I 1., 2., 3., und I 1., 2., 3., 
find die Gefen des 1jten der jeweiligen 2 perfpeft. Dreiede 3 Aehn— 
lichfeitöpunfte von bloß 3 der 4 Kreife, jedoch der Art, daß von 
den 3 Paaren von Kreijen, zu denen fic) die 3 vereinigen Lajjen, 
jedes einen jeiner beiden Aehnlichfeitspunfte als eines der 3 Eden 
abgiebt; wir wollen dieſes nun aljo ausbrüden: es jet in dem 
Syjteme der fraglihen 3 Kreije jedes Kreispaar durd 
einen Aehnlichfeitspunft vertreten. Betrachtet man ferner 
in allen erwähnten 6 Fallen je 2 entipredhende Eden der jedes 
maligen perjpeft. Dreiede, jo fieht man, daß, wenn das eine Cd 
für irgend 2 Rreije Aehnlichkeitspunkt ift, das andere ftets zu den 
beiden nod übrigen der n Kreije als Wehnlichfeitspunft gebört, 
wir wollen diejes alfo ausdrüden: das eine Ed gehöre zu dem 
Ergänzungspaar von Kreijen des andern. Hiernad lajien 
fid) die obigen Reſultate aljo in Worte fafjen: 

I 1) Sind bei einem Syitem von 3 der 4 Kreiſe die 
3 Paare durch die 3 innern Aehnlichkeitspunfte vertreten, und ver: 
bindet man jeden derjelben mit dem äußeren Nehnlichfeitspunfte 
des Grgänzungspaares von Kreifen, jo jchneiden fich diefe 3 Linien 
in 1 Bunfte S; folder Punfte S erhält man nach den 4 möglichen 
Spitemen von 3 Kreifen 4. 

I 2) Sind bei einem Syitem von 3 der 4 Kreife die 3 Raare 
wieder durch die 3 innern Nehnlichkeitspunfte vertreten, und ver: 
bindet man jeden derjelben mit dem innern Aehnlichkeitspunfte dei 
Ergänzungspaares von Kreijen, fo fchneiden fich diejelben in einem 
Punkte S,; jolher Punkte S, giebt es 4. 

II 1) Sind die 3 Paare eines Syſtems von Ben der 4 Kreife 
durch 2 Äußere und 1 inneren vertreten, und verbindet man jeden 
äußern und jeden innern entjprechend mit bem äußern und innern 
des Ergänzungspaares von Kreifen, fo jchneiden fich diefe 3 Ge 
rade je wieder in 1 Punkte Sz; folder Punkte S, erhält man auf 
bieje Weife 4mal 3, d. h. 12. 

II 2) Sind die 3 Paare eines Syftems von Ben der 4 Kreije 
wieder durch 2 dugere und 1 inneren vertreten, und verbindet man 
jeden äußern und jeden innern umgekehrt gerade mit dem innern 
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und dugern bes Ergänzungspaares von Kreiſen, fo ſchneiden jich 
bieje 3 Gerade wieder in 1 Punfte $3; folder Punfte S, erhält 
man auf diefe Weije wieder 4mal 3, d. h. 12. 

445. Berührt in 442 einer der 3 Rreife die beiden andern, 
jo ijt die Frage, ob er beide gleichartig oder ungleichartig berüdrt, 
im ljten Fall fallen entweder die beiden innern oder die beiden 
äußern Wehnlichkeitspunfte derfelben mit den beiden Berührungs- 
punkten gujammen, im andern Falle jtellt immer der eine Berüh— 
rungspunft einen äußern, der andere einen innern Aehnlichkeitspunft 
dar. Hieraus ergiebt fid) aber nun unmittelbar wieder ber in 
434 angeführte Sak, daß bei gleichartiger Berührung 2er Rreife 
durch einen ten Kreis die Berührungspunfte auf einem äußern, 
bei ungleichartiger auf einem innern Aehnlichkeitsftrahl Liegen. 

Betrachtet man die Kreife K,Ka..., welde 2 gegebene Kreije 
K, Ky zugleich berühren, jo muß man fie in 4 Abtheilungen {dei 
den, nämlich: 

1) Die Berührung bei beiden ift eine äußere, jo daß bie 
beiden Paare von Berührungspunften dur J,, Jy, und JogJoq zu 
bezeichnen find, während Ja Ja; ſowohl als Jy, u. Jog potenghal- 
tende Punkte für Ayo find. 

2) Die Berührung ijt bei beiden eine innere, fo dak in dieſem 
Falle die Berührungspunfte burd) Ay, Ay u. Anz Aog zu bezeichnen 
find, während wieder Aj; As; fowohl als Ay, As, potenzhaltend für 
Ayo find. 

3) Die Berührung ijt bet K, eine innere, bei Ky eine äußere, 
jo daß in diefem Falle die Berührungspunfte durd) Ay, Ay, und 
Jog Jog zu bezeichnen find, während A,z Jo, ſowohl ale Ays Ja 
potenzhaltend für Jy. find. 

A) Die Berührung ijt bei K, eine äußere und bei Ky eine 
innere, fo daß in diefem Fall die Beriihrungspuntte duch Ja Jy, 
und Ac; Az; zu bezeichnen find, während wieder J;3 Aa; ſowohl als 
J, Ao, für Jia potenzhaltend jind. 

Hieraus geht nun unmittelbar folgendes hervor: 

446. Für je 2 Kreiſe Kz Ny desfelben Syftems liegt 
ftetö der äußere Aehnlichkeitspunft Az, auf der Chordale 
oder Potenzlinie der Kreife K,K, d. h. die Chordale ijt 
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der geometrifhe Ort aller äußern Aehnlidfeitspuntte für 

die einzelnen Paare von Streifen eines und desjelben Syſtems. 

Yn allen einzelnen 4 Fallen liegen nämlich fowohl je die bei- 
den Berührungspunfte von K,, als auch je die beiden Berührungs: 
punkte von Ry nach 442 mit dem Punfte A,, in einer Geraden, 
außerdem ift aber ebenfalls in allen 4 Fällen der Berührung: 
punft von K,S$, potenzhaltend zu dem von Ky, und ebenfo der 
Berührungspuntt von K, Ky potenzbaltend zu den von Ky Ky und 
gwar ftets für denfelben Vehnlichfeitspunft von K,K;, 
jo daß alfo aud) in allen Fällen die Verbindungslinie der Berüh— 
rungspunfte auf RK; bei der Potenzialität der Kreife der Verbin: 
nungélinie der Berihrungspuntte auf RK, entipricht, woraus nad 
428 folgt, dak ihr Schnittpunft Az, auf der Potenglinie K, Ky 
liegt. Vergleicht man in derjelben Hinficht die Kreiſe der verichie: 
denen Syſteme mit einander, fo findet man, dag die beiden Puntte, 
worauf fich der foeben geführte Beweis jtüßte, nur dann für 2 Kreife 
2er verjchiedener Syfteme noc) giltig find, wenn man entweder 
einen Sreis des 1ijten Syftems mit einem des 2ten, ober wenn 
man einen Kreis des Bien Syſtems mit einem des 4ten zujammen: 
ftellt, denn 1) gehen auch in diejen beiden Fallen die Verbindungs- 
linien der Berührungspunfte von Kz fowohl ala von RK, *) durd 
denjelben Aehnlichkeitspunft von K, Ko, der jedoch bier Jy. ift, und 
2) find dieje beiden Geraden wieberum für denfelben Aehnlid- 
feitspunft potenzhaltend. 

Man erhält alfo noch folgenden Sas: 

447. Die Chorbale K, Ky ift der geometrifche Ort für 
die innern Achnlichfeitspunfte aller Kreispaare, von denen 
der eine dem Iften, der andere dem 2ten, oder aber der eine 
dem Sten und der andere dem 4ten Syſtem angehört. 

Buj. 1. Diefe 446 u. 447 hier mitgetheilte Eigenſchaft ift 
die Veranlajfung, dak man unter ben oben bejprodhenen 4 Gruppen 
wieder die beiden Iſten und eben fo die beiden legten unter ge 


*) 68 iff felbfiverftandtiay, daß dieſelben Buchfiaben KK, in diefen 
bier erwähnten Fallen verfchievene Bedeniung baben, und nur eben Reprajer: 
tanten der einzelnen Berührungskreiſe darfiellen, da es nicht nothmendig jdien, 
verjchiedene Bezeichnungen bier einzuführen. 


— 215 — 


meinfamem Gefidtspuntte zufammenfaßt, indem man von allen Rur- 
ven ber beiden ljten Gruppen jagt, fie berühren K, u. Ky gleich: 
artig, von allen der 2 legten Gruppen, fie berühren K, u. Ky uns 
gleichartig, wie ſchon 434 angedeutet wurde. 

Zul. 2. Für die Sake 446 und 447 möge bier nod ein 
bejonderer Beweis folgen: j 

Sind (Fig. 71) Kz Ky 2 Kreife, die die Kreiſe K, K, gleich: 
artig berühren, jo willen wir aus 434, daß die Berbindungslinie 
ber beiden Berührungspunfte jowohl auf dem Kreiſe K, als aud 
auf dem Kreiſe Ko, entweder durch den Aehnlichkeitspunft Jz, oder 
Ags geben, und zwar ijt jedes Paar folder Berührungspunfte, d. h. 
jowohl bys u. by, ald aud) bez u. boy *) potenzhaltend für biefen 
Aehnlichkeitspunft. Nach 433 in Verbindung mit 432 Ruf. 1 muß 
daher der fragliche Uchnlidfeitspunkt nothwendig auf der Chordale 
von K, Ky liegen. 

448. Hierauf gejftügt wollen wir nun an bie Löfung ber 
vielfach behandelten Aufgabe gehen: Einen Kreis zu bef drei 
ben, der 3 gegebene Kreiſe Ko K, Ky zugleich berührt. 

Bor allem ift Ear, daß die Kreiſe KR, Ky RL... ., 
welche der Aufgabe möglicher Weile genügen finnen, in fol- 
gende 8 Gruppen fich orbnen oder jondern lajien, bie man 
erhält, wenn man in Betradt zieht, in welde der in 446 
angeführten 4 Abtheilungen der gejuchte Berührungskreis gegen: — 
über den gegebenen Kreifen Ko K, Ko gehört; er fann nämlich 
1) allen 3en gegenüber in die 1jte Abtheilung oder 2) allen 3en 
gegenüber in die 2te Abtheilung gehören. 3) K,K, gegenüber in 
die 1jte, aber dann nothwendig den beiden andern Rreispaaren ge 
genüber in die 4te. 4) K,K, gegenüber in die 2te, aber dann noth: 
wendig ben beiden andern Kreispaaren gegenüber in die Ste. 5) 
6) und ebenjo 7) 8) erhält man aus 3) 4), wenn man K,K, mit 
Ky Ko ober mit K, Ky vertauſcht. 

Zuf. 1. Sn Uebereinjtimmung mit 447 Zuf. lafjen fich dieſe 
8 Gruppen in 4 Abtheilungen zuſammenfaſſen, von denen I alle 
Kurven enthält, welhe Ky K, Ky gleichartig berühren, II alle die, 
welche bloß K,K, gleichartig berühren, III alle die Ky Ky gleich» 


*) Wegen diefer Bezeihnungsart |. 448 am Schluß. 
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artig berühren, IV alle die, welche bloß K, K gleichartig berühren, 
wenn man nur jtets bedenkt, daß jede folde in 2 Unterabtheilun: 
gen zerfällt. 

Ruf. 2. E8 joll nun einestheils ausfindig gemacht werden, 
wie viele derartige Kreife in jeder der erwähnten 8 Gruppen ent: 
halten find, und anbderntheils die zur Konftruftion dieſer Kreiſe 
nöthigen oder aud) bequemften Beſtimmungsſtücke ermittelt werden. 

Jn diefer Beziehung möge vor allem hervorgehoben werden, 
wie die in den Rufaigen zu 447 und zu 448 hervorgehobene Ber: 
einfahung der in den Nummern felbjt angegebenen Gruppirung 
für die geometrifde Behandlung diejes wie aller ähnlichen Probleme 
mwefentliche Bortheile gewährt, indem ſich hiebei zeigen wird, welde 
wefentliche geometrijde Cigenfdaften die beiden Unterabtheilungen 
je einer Abtheilung gemein haben und worin fie fic) unterjcheiden; 
erft hiedurch wird die Symmetrie in der Gruppirung aller Berüh— 
rungskreiſe deutlich zum Vorjchein fommen können; wir wollen bie 
bei die beiden in jeder der 4 Abtheilungen von 448 Buf. 1 enthal- 
tenen Unterabtheilungen dadurch bezeichnen, daß wir den Zahlen I 
TH III TV der Abtheilungen felbft die Zahlen 1., oder 2., anhän- 
gen, indem die 1., immer den Fall anzeigen joll, für ben Kz und 
K, in Bezug auf die Berührung je eines Paares der 3 Kreile 
K,K,K; einer und derfelben der 8 Gruppen von 448 angehören, 
fo bak I,, II,, III,, IV,, entjpredhend die Gruppen 1. 3.5. 7 von 
| 448 barjtellen. 

Bezeichnen wir nun mit K; K, irgend 2 Berührungsfreife, die 
zu einer und derjelben der 4 Abtheilungen I IT IIIV von 448 Zuf.1 
gehören und bezeichnen wir ferner die Beriihrungspuntte durch den 
Buchſtaben b, an den wir zur Unterfcheidung die Zahlen der Mreije 
beifügen, welche fid) berühren, fo daß 3. B. by, den Berührung 
punft von Ko u. Ky bedeutet, fo erhalten wir folgenden Doppeljah: 

449. 1) Die Chordale von KK, ift ftets einer der 

4 gemeinſchaftlichen Aehnlichkeitsitrahlen von Ky K, Ky und 

zwar für 2 Berührungsfreife der Abtheilung I ijt es der 

Aehnlichkeitsftrahl Ap; An Ayo für die Wbtheilurta IT Ay 

Joo Ira, für Abtheilung TT Jp, AqJio™ für Abtheilung IV 

Jor Joa Ara; 2) die folgenden Baare von Berührungspunften 
bso bao; Bar bar3 bao bao find in allen Fällen potenghaltend 
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in Bezug auf den innern oder äußern Aehnlichkeitspunft 
von Kz My, d. h. entweder für J,, oder Ay, (j. Fig. 72). 

Betrachtet man nämlich je ein Paar ber 3 Kreife Ky K, Ky 
alg ein Paar gemeinjamer Berührungstreife von RK, u. Ky, fo 
folgt unmittelbar aus 446 und 447 die Nichtigkeit des Abſatzes 1), 
und zwar gleichmäßig für ben Fall, dak RK, u. K, zu einer der 
beiden in den Abtheilungen III IITIV enthaltenen 2 Gruppen ge- 
hören, oder daß die eine der einen, die andere der anderen biejer 
Gruppen angehören. Was den Abjat 2) anlangt, fo find hier die 
beiden in jeder Abtheilung enthaltenen Gruppen für alle 4 Abthei: 
lungen dadurdy unterjchieden, daß für I,, TI, IIL,, IV,, die Be 
rührungspunfte auf jedem einzelnen der 3 Kreiſe Ky Ky Ky potenz- 
haltend find für den äußern, in den 4 andern Fallen I,, Il,, Io, 
IV,, für den innern Aehnlichfeitspunft, wie diejes unmittelbar aus 
434 ober 446 folgt. | 

Hierin ijt nun die Hälfte der Löfung unferer Aufgabe ent: 
halten, wie fid) aus folgendem Gage, der unmittelbar Folge von 
449 ijt, ergiebt: 

450. Berühren 2 Kreije K; Ky, welche einer der 4 Ab: 
theilungen I IL III IV von 448 Zuf. angehören, die 3 Kreife 
Ky K; Ky in den Punktenpaaren bo; boy, bys by, bog boy, fo 
gehen die 3 Berbindungslinien diejer 3 Paare von Beriih- 
rungspunkten burd den Pol einer der 4 gemeinjamen Aehn— 
lichfeitsjtrahlen und zwar, wenn RK, Ky den Abtheilungen 
I IE UI IV angehören, entipredend durh den Pol von 
Aoi Ang Ais, Ao: Joadız, Jor Ana Jia, Jor Ion Are 

Nad 449 find nämlich ſtets dieje erwähnten Punktenpaare 
potenzhaltend für die Kreiſe KR, RK, und daher jchneiden ſich nad 
432 die beiden Tangenten in je einem foldjen Paare auf der Chor: 
dale oder Potenzlinie von K,K,, welche eben wieder nad) 449 der 
erwähnte gemeinjame Aehnlichkeitsitrahl ijt. 

Es (apt jih aber nun für die Lage ber 3 Paare von Be: 
rührungspunften bos boy, Dia dia, bez boy noch ein charakterijtiiches 
Kennzeichert ermitteln, das in folgendem Sage liegt: 

451. Sind Kz KR, wie in 450 2 Kreije, welche die 3 Kreife 
K,K,Kz zugleich berühren und einer und derfelben der 4 
Abtheilungen III III IV von 448 Buf. angehören, jo gehen 
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die Verbindungslinien ber Berührungspunfte auf jedem der 
3 erwähnten Kreiſe aljo bos boy u. bys byy U. beg bog fteté 
durch den Chordalpunft von Ky K, Ko. 

Man überzeugt ſich nämlich unmittelbar aus 446 und 447, 
daß für die 4 Gruppen I,, Hy, IIL,, IV,, die erwähnten Paare 
von Berührungspunften potenzhaltend find für den Aehnlichkeits— 
punft Az,, wie jchon 449 hervorgehoben, und daß in allen diejen 
Fällen auch A,, auf jeder der 3 Chordalen K,K,, Ky Ko u. K, 
Ko» liegen müſſe, daß aber für die übrigen 4 Gruppen I,, Il, 
TH, IV,, für welche die fraglichen Punktenpaare potenghaltend 
find für Jy,, auch gerade Jz, auf den erwähnten 3 Chorbdalen lie 
gen müſſe. 

Ruj. Hieraus geht nun ungweideutig hervor, daß es in jeder 
der 4 Abtheilungen I, II, III, IV nur 2, aljo überhaupt nur 8 Be 
rithrungstreije geben könne, die felbftverftandlid) zum Theil ober 
alle imagin. werden fonnen. 

452. Hier möge nody unmittelbar nachfolgende Betrachtung 
angejchlojjen werden: 

Nad 446 ijt die Chordale Ber Kreife K, Ko der geometrijde 
Ort der dupern Achnlichkeitspuntte von je 2 Kreifen ER, 
welde K, u. K, zugleich berühren und dabei einem und dem 
jelben der 4 in 445 angegebenen Syjteme angehören, und es liegen 
dabei je die 2 Berührungspunfte fowohl von K, al® auch von K; 
je auf einem Aehnlichfeitsftrahl eben diejes äußern Aehnlichkeite 
punftes. ragt man nun, in welder Weiſe fich die Mreispaare 
für die einzelnen Punkte der Chordale als Aehnlichfeitspunft zu 
fammengruppiren, jo findet man, daß im Allgemeinen, d. h. wenn 
nicht in der fraglichen Gruppe ein Theil der Beriihrungsfreije 
imaginär wird, zu jedem Kreis RK in Bezug auf jeden Punkt A 
ber Ghordale gerade ein Kreis RK, des Syſtems gehört, jo vag A 
der äußere Aehnlichkeitspunft von KK, iff, woraus umgefehrt folat, 
daß zu einem beftimmten Punkt A der Chordale und einem belie 
bigen Kreis Kz des Syſtems gerade ein zweiter Kreis Ky des Sy 
ſtems gehört, fo dah A der äußere Aehnlichkeitspunft von KK, iſt. 

Da nämlich K (und eben fo K,) die beiden Kreife KK, auf 
diefelbe Weije berühren foll, jo müjjen nad) 434 die beiden Beriil- 
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rungspunfte KK u. K, K (und ebenfo bie Berihrungspuntte KK, 
u. KR, K,) mit A je in 1 Geraden liegen *). 

Nehmen wir A fejt an, jo fann man nad) dem eben Gefag- 
ten die Zuſammengehörigkeit der Kreije des Syftems in Bezug auf 
A als äußern Aehnlihfeitspunft auch durch die Bezeichnung der 
Kreije felbjt fenntlid) machen, indem man, wie die Fig. 73 anzeigt, 
durd) Ry, Roy, Ryo Roe, Ry; Roz ..... ſolche Kreispaare bezeichnet, 
deren dugerer Achnlichfeitspunft A iſt. Alle diefe Kreispaare haben 
nun einen gleihen Werth der gemeinfamen Potenz 
(1. 433 Zuſ.). Diejer Werth ift nämlich offenbar für alle dem 
Werthe der Potenz des Kreifes K (oder K,) gleid, da ja nad 
dem Borigen bei gleichem Aehnlichkeitspunft ein Paar potenzhal— 
tende Bunfte von je einem jolchen Rreispaar auf K (oder K,) liegt. 

Dieje legterwähnte Eigenjchaft der fraglichen Kreispaare läßt 
nun eine weitere merkwürdige geometriiche Eigenthümlichfeit der: 
jelben erfennen,. die fid) in folgendem allgemein giltigen Gage 
ausdrückt: 

Haben 2 Kreispaare Ky Ro, u. KieKee denfelben äußern **) 
Aehnlichkeitspunkt A und außerdem eine und diefelbe ge- 
meinfame Potenz, fo liegen die Schnittpunfte von Ry, Ry» 
u. Roy Roo einerjeits und von Ry, Kyo u. Ky, Kyo andrerjeits 
je in einer Geraden mit A. 

Nah der Vorausjegung muß nämlich offenbar 3. B. der in 
Bezug auf A potenghaltende Punft zu dem Schnittpunfte von K,, 
u. Ry. ebenfowohl auf Ka, als auf Koo liegen und daher deren 
Schnittpunkt fein, weßwegen dieje beiden Sdhnittpuntte auf einem 
Aehnlichfeitsitrahl von A Lienen miiffen. 

Zuſ. Aus diefem legten Gage folgt num ferner unmittelbar, 
daß wenn Ky, u. Kyo einander berühren, diefes nothwendig aud) 
mit Ryo u. Ro der Fall fein müſſe. 


*) Diefer Beweis läßt erfenhen, dah die beiden Kreife, deren Berührungs— 
punfte auf den Zangenten von A an K (oder an Ky) liegen, doppelt gedacht 
werben müſſen, damit die obige allgemeine Kaffung des Gages auch für fie 
giltig bleibe, denn dieſe beiden Kreife allein haben je femen 2tem zu 
ihnen gehörigen. 

*) Der Sag gilt natürlich auch für den innern Aehnlichkeitspunft, 
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453. Dieſe legterwahnte Eigenfchaft läßt folgende interefjante 
Anwendung zu: 

Gind K u. K, 2 Kreije, Fig. 73, von denen der eine ganz 
innerhalb des andern liegt und geht man von einem beliebigen Kreis: 
paare Ry, Ko, aus, wählt aber je den nachfolgenden Kreis 
Rio, Kız..., jo, daß jeder nadjte den unmittelbar vorangehenden 
berührt, jo ijt diefes nad) 452 Ruf. auch mit den zugehörigen Krei: 
fen Roz, Rog... der Fall; fährt man nun mit diefer Reihe von 
Kreifen ins Unendliche fort, jo treten 2 wejentlich verjchiedene Fälle 
ein, nämlich entweder die Reihe der Kreife Kı,, Ryo, Ris... kehrt 
nad) einer bejtimmten Anzahl von Umläufen, die fie in dem Ringe 
zwifhen KK, gemadyt hat, in ſich felbjt wieder zurück, oder dieſes 
ift nicht der Fall; wir brüden dieſes aus, der Ming fei für eine 
jih berührende Kreisreihe Fommenfurabel oder nidt. Iſt aber 
nun diefer Ning für die aufeinander folgende Reihe der Kreife, deren 
Ijter X,, ift, fommenfurabel oder nicht, jo muß er diefes ebenfo für 
diejenige Reihe von Kreijen fein, deren liter Ko, ijt; denn ift es der 
Ring für die Iſte Reihe, fo muß ein nter Kreis diejer Iſten Reihe den 
liten Kreis Ky, berühren, jo daß aljo der (n+1)te Kreis derjelben 
Reihe mit Ky, identijd it, was aber nad 452 nothwendig zur 
Folge hat, dak dann auch Sa, mit dem (n+1)ten Kreis der 2ten Reihe 
identisch fein muß, woraus die Richtigkeit folgt. Geht man nun 
von einem 2ten Punfte B der Chordale als gemeinjfamen äußern 
Aehnlichfeitspunft der einzelnen Kreispaare aus, läßt aber den Iſten 
Kreis K,, als Anfang der 1jten Reihe ungeändert, fo ändert fid 
diefe Reihe felbft und jomit au ihr Verhalten zur Kommenjure: 
bilitat des Minges nicht, wohl aber ändert fic mit Ka, auch die 
ganze 2te Reihe, aber eben nad) der lezten Entwiclung nicht the 
Verhalten zur Kommenjurabilität des Ringes, da diejes blog von 
ver 1jten Reihe abhängt; da nun biefes alles für alle Punkte der 
Ghordale und jomit nad 452 für alle Berührungsfreije beider 
Kreife gilt, fo läßt fic) folgender Sat als Reſultat diefer Ent: 
widlung aufitellen: 

Iſt der Ring swifden 2 Kreifen, von denen der eine 
ganz innerhalb des andern liegt, Fommenfurabel für irgend 
eine Reihe beide Kreife berührender Kreife, von denen dabei 


— 221 — 


jeder den nachfolgenden felbjt wieder berührt, fo tit diefes 
für jede jolche Meihe, d. h. für jeden Kreis als Anfangsglied 
einer folden Reihe der Fall *). 

454. In 415 uj. 2 wurde hervorgehoben, daß wir zu den 
bafelbjt entwickelten Sätzen von ganz anderer Seite her fpater wies 
der gelangen würden, die nachfolgende Unterfuhung tft e8, melde 
bei diefem Hinweis gemeint war. 

Die legten Unterjuchungen waren davon ausgegangen, 2 Kreife 
als entiprechende Gebilde Zer perfpeft. ähnlicher ebner Gemebe 
in Betracht zu ziehen. Sind nun überhaupt blos 2 Rreije KK, 
als entiprechende Gebilde Zer ähnlicher ebner Gewebe EE, gegeben, 
ohne da gerade die perjpeft. Lage derfelben vorausgejegt wird, fo 
fann man fid) die allgemeinere Frage vorlegen, welde Lage können 
möglicherweife die entjprechend gemeinfamen Elemente beider Gewebe 
haben, die beiden Kreife ungeändert gedacht, mit andern Worten: 
nad) weldem Geſetze ändert fid) die Lage der entiprechend gemein- 
famen Elemente der ähnlichen Gewebe, wenn ich die eine Ebene E 
um den Mittelpunft des zu ihr gehörigen Kreife K beliebig drehe? 
Die beiden ebenen Gewebe müfjen nämlich, wenn fie nicht perfpeft. 
liegen, nad) 20 nothwendig immer gerade 1 Punft S im Endlichen 
entjprechend gemein haben, während fie dabei entweder O oder 2 im 
Unendlichen liegende Punkte entjprechend gemein haben, je nach dem 
der Strahlenbüſchel S gleichläufig oder gegenläufig **) fongruent 
ift (vergl. 18 2c.) 

Betrachten wir nun guerft den leßteren Fall, in welchem die 
beiden auf einander fallenden einander entiprechenden fongruenten 
Strahlenbüjchel S und alfo aud) die beiden in der unendlich fernen 
Geraden enthaltenen einander entipredyenden geraden Gebilde gegen- 
läufig find (ſ. hiezu Fig. 74). 

Da die beiden Mittelpunfte der Kreiſe K u. K, als Pole 
der entjprechend gemeinjamen unendlich fernen Geraden entjprechende 
Punkte darjtellen, jo entipricht der Geraden SK die SK,, balbirt 


*) 68 fei hier ausbrüdlih auf den Zufammenhang oder die Verwandt: 
{daft hingewiefen, in der diefer merkwürdige Gag mit dem Rejultate von 367 
ftebt ; wad bier berührende Kreife, find dort berührende Gerade. 

**) Degen biefer Bezeichnung |. I Th. 24. 
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‘man daher die beiden Winkel KSK, und feinen Nebenwinkel durd 
die Strablen SM und SN, fo find dieje die beiden entſprechend 
gemeinjamen Strahlenelemente des Büſchels S, wobei wir unter 
M u. N die Sdhnittpunfte diefer Strahlen mit der Gentrallinie 
KK, verjtehen. Sudt man nun zu M als einem zu E, gehörigen 
Punkt den entjprechenden Punkt m, indem man Winkel SKm = 
SKM und Km: K,M = r:r, =SK:SK, madt, fo ijt aud 
Winkel SmK = SMK,, da aber Winkel KMm ebenfalls — 
SMK,, fo ijt das Dreied KmM gleichichenklig, jo daß fich aljo 
ah KM:K,M = r:r,. &benjo findet man, wenn zu N der 
entjprechende Punft n gejucht wird, daß das Dreief KnN glei: 
ichenflig ijt, und dag alfo aud) KN:K,N=r:r. Hieraus ift 
zu erjehen, daß die beiden auf einander jenfrechten entjprechend ae 
meinjfamen Strahlen desjenigen Punktes S, welder beiden Geweben 
entiprechend gemein, bei jeder Lage ber Gewebe, jo lange die Centra 
der entjprechenden Rreije K u. K, unverändert bleiben, durch 
die feiten Punkte MN der Gentrallinie gehen, welche offenbar die 
Uehnlichkeitspunfte beider Kreiſe darjtellen, fo das alſo jeder folde 
Punkt S nad 81 in dem Kreiſe liegen muß, der über den Aehn— 
lichfeitspunften von KK, als Durdymejjer errichtet wird, Mir 
fönnen das Rejultat diejer Entwidlung in folgenden einzelnen wid: 
tigen Säßen gujammenjtellen (j. hiezu Fig. 75). 

1) Der geometrifde Ort aller Punkte, deren Abftänden 
von 2 fejten Bunften KK, das fonjtante Verhältniß r:r, 
zukommt, ijt der Kreis, deſſen Durchmefjer die Entfernung 
der beiden Buntte MN von KK, ijt, für welche ebenfalls 
KM:K,M=KN:K,N=r:r,. oder mit andern Worten: 
Sit AMBN ein barmonijdher Wurf, jo haben Puntte (P) 
der Kreislinie über AB als Durchmeſſer die Eigenjchaft, 
day MP:NP=MA:NA (=MB:NB) und ebenjo alle 
Puntte (C) der Kreislinie über MN als Durchmefjer die 
Eigenschaft, dag AC:BC=AM:BM (=AN:BN). 

2) Zicht man von einem Punkte S des über den Webn: 
lichkeitspunkten Qer Kreife KK, erwähnten Kreiſes RK nad 
den Mtittelpunften Gerade ce,, fo jchneiden 2 Strahlen 
aa, von S die von diefen Geraden gleichweit abjtehen, d. b. 
für die Winkel acea,c,, entiprechend die Kreiſe KK, in 
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2 Punkten Paaren ab u. a,b, von ber Beichaffenheit, daz 
Sa:Sa, =85:86, = r:r, *). 

3) Der Kreis K von 2) ift der geometriſche Ort aller 
Punkte, von denen aus K u. K, unter gleidem Winkel ge- 
jehen werben. 

Den beiden an K zu ziehenden Tangenten entſprechen nämlich 
die beiden an Ky, zu ziehenden Tangenten, dieje beiden Paare müjjen 
alſo gleihe Winkel einschließen. 

Buj. 1. Der obige Beweis galt für den Fall, dag die ebenen 
Gewebe, d. h. der ihnen entjprechend gemeinjame Strablenbiijdel S 
und die ihnen entſprechend gemeinjame unendlich ferne Gerade ge: 
genläuftg projeft., d. h. fongruent waren, allein der offenbar ganz 
allgemein giltige Sat 1) läßt alsbald erkennen, daß K aud) der 
geometrijdye Ort der entjprechend gemeinjamen Punkte S für den 
gall fei, daß die entjprechend gemeinjame unendlich ferne Gerade 
gleichläufig fongruent ijt. 

Zuſ. 2. Für den Fall, dap K u. K, fish im Punkte M 
berühren, und man für das S in 2) eben diefen Punkt M 
jelbjt wählt, fallen die nad) K u. K, gehenden Geraden in einen 
zujammen, fo daß man als bejondern Fall erhält: 

Das Verhältniß der Sehnen, welche auf einem Strahl 
des Berithrungspunttes er Kreije liegen, ijt für alle das- 
jelbe, namlid) das der beiden Halbmejjer. 

455. Es fei Fig. 76 K, ein Kreis **), der die Kreiſe K,K, 
zugleich berührt, jo geht die Berbindungslinie der Berührungspunkte 
aa, für die Borausjebung der Fig. 76 a, u.% durch den inmern, für die 
der Fig. 76 b, u. ***) durd) den äußern Aehnlichleitspunft von 
K,K;. Nun giebt es nad) 15 u. 189 2 Kurvenll Eu. H, welde 
K, u.K,**) zu Srennpunften haben und durd RK, **) geben, jucht 


*) Bwar ift oben der Beweis diefes Sages bloß unter der Vorausfegung 
gegenläufiger ähnlicher Gewebe geführt, allein er gill, wie in nadjjolgendem 
Zuſatz nod audsdriidlid) hervorgehoben wird, allgemein, eben jo aud alle an: 
bern aus der Aehnlichfeit der Gewebe abzuleitenden Sage. 

**) 68 jei bier noch einmal darauf aufmerfjam gemadt, dap wir für 
einen Kreis jelbjt und für feinen Mittelpunkt ftets diefelben Buchitaben ge: 
brauchen. 

***) Hiemit find offenbar alle Möglichkeiten Hinfichtlich der Berührung von 
Kyu. K, erſchöpft. 
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man ihre 2 Tangenten in Ki, fo findet man fie als die Orbnungs- 
elemente derjenigen Snvolution, deren zugeordnete Strahlen nad 
den Gegeneden des 4 Seits gehen, welche die 2 Paar Normal: 
jtrablen von K, u. Ky bilden; e8 find alfo K, u. Ky ein Paar 
Gegeneden, die beiden andern find fonjungirt imagin. Punkte und 
zwar ift der Träger des einen Paares die unendlich ferne Gerade 
und die Punkte felbft die Normalpunfte, der Trager des andern 
Paares ijt-die Gerade, welde in der Mitte von K,K, jenfredt 
jteht (f. I Th. 186); die beiden Tangenten in RK, jelbit find alje 
die 2 Geraden, welche die beiden Winkel, welde K, RK, u. Kzk, 
bilden, halbiren (nad) I Th. 189 c. und II Th. 27, vergl. biezu 
458 Ruj.). Bei der einen diejer beiden Kurven jchneidet daher die 
Tangente in 8, die endliche, bei der andern die unendliche Strece 
K,K,, >. b. die eine (H) ijt eine Hyperbel, die andere (E) eine 
Ellipje. Jede diefer beiden Kurven fann man nun nad 21. Zuſ.! 
perjpeft. projekt. auf den Kreis K, und Ky beziehen, für Ky oder 
K, als perjpeft. Centrum, jo da dem KR, oder a von E oder H 
die Berührungspunfte a, u. az entſprechen. Betrachtet man nun 
ie 2 Bunfte a, ber Kreiſe K, Ky, welche bei diejer perjpeft. Be: 
ziehung je einer joldhen Kurve II E oder H und der beiden Rreije 
K, u. Ky demfelben Bunft a von E oder H entipreden, als ent: 
jprehende Punkte der beiden Kreije, fo find dieje ſelbſt projekt, 
auf einander bezogen, dabei ijt aber nun das von bejonderem In— 
terejie, daß immer bei der einen Art der Beziehung, d. h. immer 
bei Benügung der einen der beiden möglichen Kurven II E oder H 
bie projekt. Beziehung der beiden Kreije K, u. Ky in 
die perfpeft. Beziehung, d. h. in die Potenzialität 
übergeht. 

Dfienbar ijt nämlich ftets jowohl bei der durch E als aud 
bei der durch H vermittelten projekt. Beziehung die Gentrallinie 
K, Ky ein entjprechend gemeinfamer Strahl, jo daß, wenn wir die 
4 Schnittpunfte der Centrallinie und der beiden Rreije K, Ky mit 
b; cy boca bezeichnen ftets bei der einen projekt. Beziehung (d. b. 
für E Fig. 76 a, u.a, und fir Fig. 76 by u. bo} den 3 Puntten 
a bic, von K, die 3 Punkte ao boc. von Ky aber bei der andern projekt. 
Beziehung (d.h. für H in Fig.76a, u.a, und für E in Fig. 76 b, u. 
b,) den 3 Punkten a,b,c, vonK, die 3 Punfteagu, von Ky ent: 

&, * - 
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jpreden. Die Punkte a,a, find nad der Vorausfegung immer 
potenghaltende Punkte (in Fig” 76 a, u. bo für den innern, in 
Fig 76b, u.a, für den äußern Aehnlichkeitspunft), ebenjo find für 
alle 4 Borausjepungen do. h. Figuren by be u, ce potenghaltende 
Punkte, die projekt. Beziehung der Kreije ijt aber durch die entjpredyen- 
den 3 Punktenpaare a; ag b, bore, cp volljtändig firirt und es find alfo 
in diejem alle die beiden Kreije perjpeft. projekt. für den äußern 
Aehnlichkeitspunft in Fig. 76a, u. ba, für den innern in Fig. 76 b;, u. as. 
Will man nun unterjuden, welche der beiden im jedem einzelnen 
Gall mögligen Kurven II E oder H gerade gewählt werben 
müfje, daß die potenzhaltenden Punftenpaare b, be und cc cg 
einander entjprechen, fo könnte man wohl für alle einzelnen Fälle 
unterfuchen, ob die beiden Kurvenpunfte b u. c auf der endlichen 
Strede K, Ky oder auf der unendlichen Strecke liegen müjjen, da: 
mit gerade by by u. cg einander entjprechen, allein kürzer ift es, 
fid) darauf zu jtügen, daß für den Fall der Hyperbel immer 2 reelle 
Punkte der fraglihen Kurven unendlich entfernt fein müſſen, fo 
daß die beiden von ihnen nad) den Mittelpunften K, u. Ky gehen: 
den Strahlen, welche auf K, u. Ky entſprechende, d. h. potenzhal- 
tende Punkte bejtimmen, parallel fein müjjen. Die beiden potenz- 
haltenden Punkte müfjen aljo in diejem Falle mit 2 Punkten 
identisch jein, die auch bei der Aehnlichkeit der Rreije K, u. Ke 
entipredende Punkte darjtellen, dieß findet aber blog Statt, wenn 
von dem fraglichen Aehnlichkeitspunft reelle Tangenten an die reife 
ſich ziehen lafjen. 

Bedenkt man nun, dah je 2 jolde Gerade, die von den Mit: 
telpunften K, u. Ky nad) je ein Paar potenghaltenden Punkten 
wie aya, dydo... gehen, und die fic) aljo nad) der obigen Ent- 
widlung in einem Punkte der Kurve E oder H jdyneiden, durd 
ihren Schnitt ftets den Mittelpunkt eines Kreiſes bejtimmen, der 
K, u. Ko in eben den Punkten aa, dade .. berührt, fo fann 
man nun das wichtige Rejultat der legten Entwidlung in folgen: 
dem Gage zufammenfafien. 

456. Die Mittelpunfte aller Kreife, welche 2 gegebene 

RKreije K, K, jo berühren, daß die Berührungspunfte 

alle mit einem der beiden Aehnlichkeitsjtrahlen in 1 Geraden 
Pfaif, neuere Geometrie I. 15 
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liegen, d. §. die aller der Kreife, welche K,K, gleichartig 
berühren, oder aud) wieder diejenigen der Kreife, welde 

K, Ke ungleidartig berühren, liegen je auf einer Kurve I, 

bie K,K, zu Brennpunften hat, und eine Ellipje oder Hw 

perbel ijt, je nachdem ber Aehnlichfeitspunft, mit dem alle 
die verjchiedenen Paare von Berührungspunften je in einer 

Geraden liegen, innerhalb beider Rreife oder außerhalb bei- 

der Kreife fic) befindet; wir nennen K, K, 2 Qeitlreife 

von E oder H, 

Aus dem obigen ganzen Beweisverfahren zu diejem lebten 
Gage ergeben ſich nun entweber unmittelbar oder mit Hilfe der 
einfachiten Nebenbetradtungen eine Anzahl charakterijtiicher Eigen 
fchaften der Kurven II, deren hier die hauptſächlichſten kurz auf 
biejem Wege entwicelt werden follen, wobei bemerkt werben fol, 
baf wir, um die Sage unabhängig von den in den Fig. 76 a u. 
76 b bervortretenden Unterjchieven ausjprechen zu Können, den 
beiden Uehnlidfeitspuntten A u. JI auch nod) die gemeinfame Be 
zeichnung C und ben Kurven E und H aud) noch die gemeinfame 
Bezeihnung K geben werden, wie biejes auch die Figuren jelbit 
anbdeuten. 

457. Die Chordale ce der reife K, Ky tft die Are der 
perfpeft. Beziehung fowohl für K, und K als aud für 
K, u. K. 

Es gilt nämlich, wie man fid) ohne Weiteres überzeugt, gan 
allgemein der Gag, daß wenn von 3 ebenen Geweben EE, E; it 
2 zu einander perjpekt. find, dann entweder 1) die 3 Centra da 
perjpeft. Beziehung oder 2) die 3 Aren der perfpekt. Beziehung 
zufammenfallen oder 3) da die unter 1) und 2) angeführten Fälle 
zugleich eintreten. 

458. Jedem Strahle des Centrums C der perfpeft. Be 
ziehung von K, u. Ko entjpricht bei der perfpeft. Beziehung 

von K, u. K, und bei der perjpeft. Beziehung von Ky u.K 

ein und derfelbe Strahl bes Punktes M, der in der Mitte 

von K, K liegt und daher nad) 15 der Mittelpuntt von K 

ift, fo daß dem Wehnlichkeitspunft C bei beiden Arten der 
perjpeft. Beziehung der Mittelpuntt M entipridt, 

Denn wenn wir mit m den Schnittpunkt des Strahles Ca,a 
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und der gemeinſamen perſpekt. Axe (nach 456) bezeichnen, ſo ent— 
ſprechen für perſpekt. Beziehung von K, K den Punkten a,m und 
bei der perſpekt. Beziehung von K,K den Punkten aym dieſelben 
beiden Punkte am, wodurd) die erfte Hälfte des Sabes erwiejen 
it. Daß aber alle jolde Strahlen wie ma durd) den Mittelpunkt 
M von K geben, ergiebt fic) alfo: Betrachtet man den von a ver: 
jchiedenen 2ten Punkt d der K,, welcher auf dem Strahle ma Liegt, 
d. 5. betrachtet man neben dem Mittelpunft a von K, den Mittel 
punft d von dem Berührungsfreife Ko, defjen 2 Berithrungspuntte 
dy Do auf demjelben Aehnlichkeitsftrahle wie a, ay liegen (vgl. 452), 
jo ijt zu erjehen, dak die beiden Geraden Ky dy u. Kody, durch 
deren Schnittpunft der Mittelpunkt d beftimmt wird, 
ben Geraden Koa u. Kya,, wodurd der Mittelpunfta 
beftimmt wird, bei der Aehnlichkeit der Kreije K, K, 
entjpreden, jo day aljo K,aKod ein Parallelogramm ijt, und 
alfo der Schnittpunkt der Diagonale ad von dem Schnittpunft der 
unendlidy fernen Diagonale duch die Gegeneden K; K, harmonifd 
getrennt ift (nad) Gb) w. 3. b. w. 

459. Die 3 Xangenten in den 3 entjprechenden Punkten 
Aa, d an KK, Ky fchneiden fi) nad) 456 in einem Punkte n der 
Chordale c von K, Kg. Es ift aljo na, —= na, (nad 432), hieraus 
folgt aber unmittelbar, daß Dreiet na,a fongruent naga ift und 
bieraus folgt: 

Die Tangente einer Kurve II K in ihrem Punkte a hal: 
birt einen der Winkel, die die beiden Fahritrahlen K, au. Ky a 
von den Brennpunften K,K, nad) dem Rurvenpunft a mit 
einander bilden. 

Zuf. Hieraus folgt wieder, dag die Ellipfe und die Hyperbel, 
welche doppelt fonfofal find und einen Punkt a gemein haben, fich 
in diefem Punkte jenkrecht durchichneiden, wie wir dieſes ſchon in 
455 gefunden haben. 

460. Da ftets aa, =am (als Halbmefjer des Berührungs: 
kreifes) fo ift, wie man fic) alsbald überzeugt, der Werth von 
Kia + Koa für die Ellipfe und +(K,a— Ka) für die Hyperbel 
fonjtant, nämlich für Fig. 76 a, u. be gleich r, + re für Fig. 76 
a u. b, gleid) ry —r, wobei ry u. ro die beiden Halbmefjer von 
K, u. K, bedeuten. 

15 * 
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Yn der Ellipſe iſt die Summe der von den Brennpuntten 
nad) einem Survenpunft gehenden Radienveftoren, und in 
der Hyperbel deren Differenz Fonjtant. 
| Zu. 1. Der fonftante Werth der Summe (oder Differenz) ijt 

offenbar in allen Fällen der Seppetten großen Are gleich, denn es 
ijt offenbar Kb RI = K,M + Mb + BR b = 2. (MR, 
+ Kb) = 2 Mb in foferne MK, = MK, nad) 458. 

Zu. 2. Gudt man die Schnittpunfte von K und der Haupt: 
are K,K,, jo findet man alsbald, dap in allen 4 Fällen Fig. 76 
a, U. ag und by u. be die Witten der potenzhaltenden Punkten— 
paare by by u. 4, dieje Endpunfte der großen oder reellen Are 
barftellen. 

461. Betrachtet man Fig. 77 irgend 2 Kreife KR, Ko, welde 
die beiden Leitfreife K, K, gleichartig berühren, fo dag ihre Mittel: 
puntte auf ber Kurve Tiegen, fo befindet ſich nad) 446 ihr äußerer 
Aehnlichkeitspunft A auf der Chordale von K, Ky, bei der Aehn— 
lichkeit beider Kreije entſprechen fid) die Perpendifel von RK, u. Ky 
auf den entjprechend gemeinfamen Aehnlichkeitsftrahl, welchen die 
Chordale bdarftellt, d. h. den Punkten RK, u. n, entſprechen bie 
Punkte 8, u. mo und eS gilt daher Kann: om — ry: re oder 
Ky Ny sry = Kong: re, woraus folgender Satz ſich ergiebt: 

Die Entfernung irgend eines Punktes einer Ellipje (oder 
Hyperbel) von der Chordale der beiden Leitfreife K,K; 
fteht in der fürzejten Entfernung desjelben von einem dieſer 
beiden Leitfreijfe in einem fonftanten Verhältniſſe. 

462. Gin und diejelbe Ellipfe oder Hyperbel (apt fish auf 
die in 455 angegebene Weije durd eine unendlich große 
Anzahl von zufammengehörigen Paaren von Leittreijen entſtan— 
den benfen. 

Sit 3 B. eine Ellipfe gegeben oder nur, was zu ihrer Fin: 
rung und unjerer hieſigen Betrachtung gleichermaßen genügt, ihre 
beiden Brennpunfte K, u. Ky und ihre große Are be, fo Fam 
man zu einem beliebigen um K, als Mittelpunkt gezogenen Kreis 
mit dem Halbmefjer r, einen Kreis um Ky als Mittelpunkt ziehen, 
von dem Halbmeffer ro von der Beichaffenheit, daß dieje Kreiſe 
K,K, gegenüber der gegebenen Ellipje K die Rolle von 455 über: 
nehmen und zwar immer gerade in doppelter Weile, nämlich man 
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farm den 2ten entweder fo wählen, daß r, + ro — be *) ift ober 
man fann r, fo wählen, dak r,;—-ro = + be ijt; im lften Falle 
müſſen die Berührungspunfte auf K, u. Ky potenzhaltend fein für den 
innern im 2ten Fall für den äußern Aehnlichkeitspunft. Genau dasjelbe 
Rejultat erhält man für die Hyperbel (ſ. Fig. 76 bı u. bo). Die Figue 
ven laſſen namlid) nad) 455 und 460 Ruf. 2 alsbald erkennen, daß 
in allen 4 möglichen Fallen ftet8 jowohl die Brennpunkte K, Ko 
als aud) die Endpunfte be der Are für alle nad) 455 durch die 
ber Art erhaltenen zufammengehörigen LeitkreifeK, u. Ky erzeugten 
Ellipjen oder Hyperbeln diefelben find. 

Ruf. 1. Auf diefem foeben bewiejenen Gage ergiebt fich fo: 
wohl für die Ellipfe als aud) für die Hyperbel eine befannte jehr 
einfache punftweife Konftruftionsmethode. Da nämlich nad 456 
die Schnittpunfte von K, Ky aud) der K angehören, fo bat man 
fid) nur ſolche zuſammengehörige Leitfreije zu verjchaffen, welche 
reelle Schnittpunfte haben, um durch fie je ein Paar reeller Punfte 
von K zu haben. Golder eitfreife liefert aber ſowohl für die 
Ellipfe als auch für die Hyperbel von den beiden im obigen Gabe 
beiprochenen Syſtemen zujammengehöriger Leitfreife immer gerabe 
dag eine unendlich viel für die Ellipfe, nämlich dasjenige Syitem, 
für welches ftetS ry + ro — be fein muß, für die Hyperbel das: 
jenige, für weldje8 1 —r, oder ro—r, — be fein muß, d. 5. für 
die Ellipfe immer gerade das Syftem zujammengehöriger Leitfreife, 
welde je für ihren innern Aehnlichkeitspunft perſpekt. find, bei der 
Hyperbel umgekehrt dasjenige, für welches je 2 zufammengehörige 
Leitfreife je für ihren äußern Nehnlichkeitspunft perfpeft. find. 
(Die obige Entwicklung in Verbindung mit der Fig. 76 a; ag b; be 
lagt dies ohne weiteres erfennen, wenn man bedenft, dak b je in 
der Mitte zwiſchen b, u. bo und in der Mitte awifden ce, u. & 
liegen miiffe.) 

Zul. 2. Der intereffantefte Fall von einem Paar zuſammen⸗ 
gehöriger Leitfreije, wie fie joeben in 462 ermittelt wurden, ijt der 
Grenzfall, in welchem der Halbmeffer des Eleineren Ky unendlid 
Klein, d. h. für die geometrische Betracdhtung—o, und aljo der Halb- 
*) Aus biefer Bedingungsgleihung Teuchtet ein, daß die Auflöfung illu— 
forif wird, wenn ry größer als be ijt. 


In. 
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mefjer des größeren K, gleich der Are be wird. Die Grengbetrad: 
tung lehrt, daß in diefem Falle die Berührung von RK, und dem 
fleineren jich darauf reducirt, bag K, durd) ben Brennpunkt K, ber 
Kurve Il geht, und dag die Tangente von bem Punkte A der Chor: 
bale jtet8 durch die Gerade nKz dargeftellt wird. 

Auch hier ergeben fid) einige interefjante Säge über Ellipjen 
und Hyperbeln (j. %ig.-78). 

463. Der Sak 456 lautet für diefen unjern jpeziellen Fall 
alfo: 

Die Mittelpuntte aller Kreife, die einen gegebenen Kreis 
K, berühren, und durch einen Punkt K, geben, Liegen auf 
einer Gilipje oder Hyperbel, je nachdem Ky innerhalb oder 
außerhalb K, liegt, und in beiden find K,K, die Brenn: 
punkte diefer neuen Kurve IL. 

464. Aud) für diejen Grenzfall ijt Dreied na,a fongruent 
nKza, und daher halbirt die Tangente na die Strede Koay in a; 
jenfrecht und nKsa ijt wie na,a ein rechter Winkel; nad 15 ijt 
daher n der Pol von aKy, daher erhält man: 

Die Are der perjpeft. Beziehung von K u. Ky ijt in 
dem hier betrachteten Grengfall die Divektrir desjenigen Brenn: 
punfts K,, der als unendlid) Kleiner Leitfreis zu betrad: 
ten ijt. 

465. Won der perjpeft. Beziehung von K, u. Ky kann 
felbftverjtändlih in diefem Grenzfall nicht mehr die Rede fein, da 
jedod) Ka, ftets — !/; Kga,, jo fann man az u. a, als entipre 
chende Punkte 2er perjpeft. ähnlicher Gewebe betrachten, deren per: 
fpeft. Centrum K, und für welche das PVerhältnig entjprechender 


"Streden 1:2 ift, daher liegt ag auf einer Kreislinie, deren Mittel: 


punkt in der Mitte zwijchen K, Ky liegt und deren Halbmeffer bie 
Hälfte von dem des Kreijes K, ift, man erhält aljo den Sag: 
Fällt man von einem Brennpunkt auf ſämmtliche Tan- 
genten einer Ellipje ober Hyperbel Perpendifel, jo Liegen 
beren Fußpunkte auf einem Kreis, defjen Durchmeſſer bie 
Are be ift. | 
Zu. Diejes auf beide Brennpunkte und eine Tangente an 
gewendet, ergibt Fig. 79 au. b, da offenbar Ky ayy = Ky oy 
folgende Gage: 


= ae 


Fällt man von ben beiden Brennpunften 2 Perpendifel auf 
eine Tangente, jo hat das Produft aus deren Längen nad) 295 
einen fonjtanten Werth, der, wie man fieht, wenn Kaas, ſenkrecht 
auf K,K,, gleich bem Quabrate der halben Eleinen Are ift. 

Zieht man von 2 Punften K, Ky eines Kreisdurdmeffers, 
bie gleichweit vom Mittelpunft abjtehen, parallele Sehnen, fo be- 
ftimmen diefe nod) 2 Sehnen, die eine Ellipfe oder Hnperbel mit 
den Brennpunften K, Ko berühren, je nachdem K, u. Ky innerhalb 
oder augerhalb des Kreiſes Liegen. 


466. Der Sak 461 lautet jest in Verbindung mit 464. 
Das Verhältnig der Entfernung eines Punftes einer 
Ellipfe oder Hyperbel von einem Brennpunkt und von der 
zu demjelben gehörigen Direftrir ift fonftant. 

Bei der Parabel fällt der eine Brennpunkt K, ins Unendliche, 
daher die lebte Entwicklung hier nicht mehr Plas greifen Tann, 
“und body liefert auch für die Parabel eine ganz ähnliche Betradh- 
tung ähnlihe Rejultate, wie die nachfolgenden Nummern zeigen 
werben. 


467. Zieht man um den Brennpunft K, einer Parabel K 
als Mittelpunft einen beliebigen Kreis K, und bezieht ihn perjpekt. 
prejeft. auf diefelbe für das Centrum K,*), jo find aa, (oder aa,) 
entfprechende Punkte 2er perfpeft. ebener Gewebe, in welchen bem 
Strahlenbüfchel cy der Barallelftrahlenbüfchel entfpridt, deſſen 
Centrum der unendlich ferne Runft der Parabel ijt, wenn K,c, 
die Are’ der Parabel ift. Die entfprechenden Strahlen c,a, u. aga, 
Cd, u. ded . . . Schneiden fid) daher auf der Are der perjpelt. Be- 
ziehung von K, u. K. Hiebei gilt nun offenbar ganz wie in ber 
legten Entwiclung, daß wenn n der Schnittpunkt der entfprechen- 
den Cangenten ya, u. aa ift, alsdann Dreieck naa, Fongruent 
NAM, UND Ady = am und a — azae, wobei zugleich Winkel 
1430, — na, = 90°, woraus fid) wieder einige der Haupt 
fage über die Parabel ableiten laſſen, 3. B. 


*) Diefes fann auf doppelte Weife gefchehen, unfre Fig. 80 berüdfichtigt 
bloß die eine Art, ba ein wefentlicher Unterſchied durchaus nicht fid) heraus: 
fiellt, wie die in der Fig. 80 enthaltene Andeutung erlennen läßt, 
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468. Alle Punkte, welche von einem Sreije K, *) und 
einer Geraden gleich weit abjtehen, liegen auf einer Parabel, 
die den Mittelpunkt des Kreifes zum Brennpunft hat, deren 
Are auf der Geraden fenkrecht fteht, und deren Scheitel in 
der Mitte gwijden der Geraden und einem der beiden auf 
der Are gelegenen Kreispunkte liegt, d. h. in der Mitte 
zwifchen 6b, bo oder (bei der andern Urt der perjpeft. Be: 
ziehung ſ. die legte Anm.) c; co. 

Ruf. Es lapt fic dieſes offenbar aud) fo ausbrüden: die 
Parabel ijt der geometriihe Ort aller Kreiſe, welche einen gegebe- 
nen Kreis und eine gegebene Gerade berühren. 

469. Sede Tangente aa einer Parabel halbirt den einen 
ber beiden Winkel, melde der Fahrſtrahl K,a mit dem 
durch a gehenden Durchmefjer aay bildet. 

470. Auch bier lapt jich der Kreis K, und die Gerade 
ab, durch unendlich viele andere Paare folder gujammen- 
gehöriger Gebilde erjegen. 

G8 fann nämlich offenbar jeder Kreis um K, befchrieben 
und jede ber a,b, parallele Gerade die 2 erjterwähnten bei der 
Erzeugung der Parabel K erjeßen, wenn der Kreis und. die Gerade 
die Are K, by in 2 Punkten jchneiden, zwijchen denen der Kurven: 
punft 6 (oder c) in der Mitte liegt. 

Buf. 1. Diefe letzte Eigenſchaft giebt wieder ein einfaches Mittel 
an die Hand, die Parabel punktweiſe zu fonftruiren, indem man 
nur einen Kreis zu fonftruiren braucht, deſſen einer Sdnittpuntt 
b, über 6 hinausfällt, in welchem Falle die zugehörige Gerade den 
Kreis immer in 2 reellen der Parabel felbft angehörigen Puntten 
jchneidet (felbjtverjtändlich bloß bei der einen Art der perjpeft. Ve 
ziehung von Kreis und Parabel.) 

Ruf. 2. Aud) hier ift der Grenzfall, bei welchem der Kreis 
K, unendlich Klein wird, von bejonderm Intereſſe. Man erbält 
entfprechend 462 Zuf. 2 2c., wie man jich leicht überzeugt, folgende 
Sage hiedurd : 


**) Unter dem Abftande eines Punftes a von einem Kreije K verftebe 
ich bie Entfernung des Punttes a von einem ber beiden Gndpuntte auf dem 
Durdmeffer aK, 


471. Der geometrifde Ort eines Kreifes, der eine fefte 
Gerade berührt und durch einen Punkt K, gebt, ift eine 

_ Parabel, deren Brennpunft K, und deren Direktrix die ge: 

gebene Gerade ift. 

Dak in diefem Grenzfalle die perfpeft. Are von 467 in die 
Polare von K, übergeht, ift ganz ebenfo wie in 464 zu beweifen, 
ergiebt fid) aber auch hen daraus, daß die fragliche auf der Are 
fenfredjte Gerade in diefem Grenzfalle fo liegt, daß fie von K, 
durch 6 und den unendlich fernen Punkt der Parabel harmoniſch 
getrennt und aljo Polare von K, ift. 

472. Seder Punkt der Parabel liegt vom Brennpunkt 
und deſſen Direftrir gleid) weit ab. 

Wir jchliegen diefe Reihe von Betradtungen, die nähere Aus: 
führung dem Lefer überlafjend, und fügen hier eine Reihe verwand- 
ter Gage über Brennpunkte x2. unmittelbar an (vergl. bier 
136 2.) 

473. Zieht man von den beiden Brennpuntten F u. F, 
(Fig. 81) einer Kurve II K nad dem Schnittpunkt S er 
Tangenten au. b an K Gerade, nämlih FS u. F,S, 
jo ijt der Winkel FSa — F,Sb, wenn a u. b die beiden 
Berührungspunfte auf den Tangenten a u. b find. 

Zieht man nämlich durdy S die beiden (nach 14 oder I Th. 
40) immer erijtivenden, auf einander jenfrechten und einander fon- 
jugirten Geraden p u. py oder SP u. SP,, fo find die beiden Ge- 
raden p u. py harmonisch getrennt 1) durd) au. b nad 12 und 
2) duch SF u. SF, nad) 15, d. h. die beiden auf einander ſenk— 
rechten Strahlen p u. p, find die Ordnungsjtrahlen einer Snvolu- 
tion, in der ab einerjeits und SF, SF, anbdrerfeits zugeoronete 
Strahlen bilden, woraus nad) 27 folgt, dag Wintel FSa = F,Sb, 
und jelbjtverftindlid) auch Winkel FSb — F,Sa., 

Läßt man die beiden Tangenten a u. b einander unendlich 
nahe rüden, d. §. in 1 Tangente zufammenfallen, in welchem Fall 
ihr Schnittpunft mit dem Berührungspunft zufammenfällt, fo erhält 
man als befondern Fall folgenden Sat: 

474. Zieht man von den beiden Brennpuntten F u. F, 
nad dem Berührungspunft S einer Tangente a 2 Gerade 
FS u. F,S, fo bilden diejelben mit a gleiche Wintel. 
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475. Bei ber Parabel rüdt der eine Brennpuntt auf 
der Are ind Unendlide, da aber fonjt an bem Beweife da- 
durch nichts geändert wird, fo bleiben aud für fie alle dieje 
Sage richtig, nur muß ftatt des Strahles, der von S nad 
bem Brennpunft F, gebt, ber durd S zur Are parallele 
Strahl genommen werben. 

476. Zieht man von einem Punkte F aus nad den 
3G&den ABC eines Dreieds die 3 Strahlen a,b,c, und 
nun nod) durch biefelben Eden 3 neue Strahlen ay by ce, 
fo daß ber Winkel, den die a, mit der einen Seite b bes 
Dreied® ABC bildet, gleid) ijt bem Winkel, den die a 
mit der andern Seite e bildet und wobei noch außerdem a, a 
burd) be nicht getrennt fein dürfen, fo fdjneiden fic) a2b;c; 
in einem 2ten Punkt F,, wobei F u. F, 2 Brennpuntte 
einer bem Dreieck eingejchriebenen Kurve IIK bdarftellen. 

Diefer Sag folgt unmittelbar aus 473, da durch die 3 Tan- 
genten abe und den Brennpunft F der Kurve II K ungweibeutig 
firirt ift. 

Läßt man in 476 den einen Brennpunft F auf einer 
Geraden fortrücken, fo befchreibt der andere eine dem Dreied 
ABC umjdriebene Kurve II, da die Strahlenbüfchel AF, 
u. BF, projeft. werden, injofern e8 die Büchel AF u. BF 
find. . Rüdt diefe Gerade ins Unenbliche, fo werben die 
beiden Büſchel AF, u. BF, (oder AP, u. CF,) fongruent 
und die Kurve, auf der der 2te Brennpunkt liegt, ftellt daher 
nad) 69 ben dem Dreied ABC umfdriebenen Kreis bar, 
fo daß wir bier wieder auf den Sat 235 ftofen*). Geht 
bie erfte Gerade durch einen Eckpunkt des Dreiecks, fo gebt 
bie Kurve des Zen Brennpunttes F, ebenfalls in eine durd 


*) Es möge bier noch ber Sap von 235, zu dem wir bier von einem 
andern Wege gelangt find, auf eine Ste Art bewiefen werben: 

Die beiden Normalpuntte fielen offenbar 2 Eden eines einer Parabel 
umfchriebenen Dreieds bar, deffen Stes Ed der Brennpunkt iff. Jeder Kreis, 
ber daher burch bie 3 Eden eines einer Parabel umfdriebenen Dreieds gebt, 
enthält von 2 ſolchen umfdriebenen Treieden 5 Eden, weßwegen er nad 222 
aud bas 6te, d. h. den Brennpunft enthalten muß. 
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dasjelbe Ee gehende Gerade über. Wird ABC gleid. 
ſchenklig und die erjte Gerade bildet die Senfredjte aus der 
Spite auf die Grundlinie, fo fällt die 2te Gerade mit ihr 
zujammen, b. h. alle fraglichen Kurven haben diejelbe Are. 

477. Zieht man von einem Brennpunkte F einer Ellipfe 
oder Hyperbel an alle Tangenten Gerade p unter Tonjtan- 
tem Winkel aw *), fo liegen ihre Schnittpunfte auf 
einem Kreife K, welcher die Ellipje oder Hyperbel doppelt 
berührt. 

Anjtatt dak wir diefen Beweis führen, möge ber allgemeine 
Saß, von weldjem diefer nur ein befonderer Fall ift, hier angegeben 
und bewiefen werden. 

Eine Gerade m Fig. 82 jchneide eine Kurve II K in ben 
ld beiden Punkten A u. N und man beziehe num die Gerade m 
jo auf fic) felbft projeft., daß den Punkten MaN bie 
Punkte Ma,N entſprechen, wobei a u. a, beliebig gelegen 
find, während bb, cc, weitere entfpredende Punftenpaare 
darjtellen follen; jchneiden nun die Strahlen p... eines 
Strahlenbüfchels F die Gerade m einerfeits und die Kurve K 
andrerjeit8 entjprechend in den Punkten abed. . einerfeits 
und in den Bunktenpaaren aa,, PP}, yyı ... anbrerjeits, jo 
umhüllen die Paare von Geraden, welche die Punkte a a, 
mit dem Punkte a,, die Punfte BB, mit dem Punfte b,, 
die Punkte yy, mit dem Punkte c, 2c, verbinden, eine neue 
Kurve K, welde aud) FM u. FN zu Tangenten hat, und 
die K doppelt berührt. 

Schneiden die Geraden aa, Pb, yoy... entiprechend die K nod 
in ben Punkten ao Povo... fo ijt vor Allem leicht zu erfennen, 
bag K (A, rı...) aK (m Poye...)3 denn zieht man von einem 
beliebigen Punkte wie a nad) einem beliebigen Paar entſprechender 
Puntte von m wie aa, 2 Strahlen, die die K zum zweiten Mal 
in a@ U. @, jchneiden, jo treffen je 2 Strahlen der Büjchel a, u. ay 


*) 68 laffen fic) unter bem Winfel a filets je 2 Gerade an eine Tan- 
gente ziehen, von diejen ift ſelbſtverſtändlich nur je die eine zu nehmen, deren 
Wahl feine Aweideutigfeit zuläßt, wenn man zu jeder Tangente eine Parallele 
a burdy F legt, und zu jedem a die Gerade p fo wählt, dag F(p...) und 
F (a...) 2 gleihläufige fongruente Strahlenbüfchel darfiellen. 
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welche burch denjelben Bunft d von K gehen, die m ftetS in einem 
Paar Punkten dd, von der Beichaffenheit, day MaNbdwzMa, Nd,. 
Umgekehrt folgt aber nun hieraus, dak, wenn man von irgend einem 
andern Punkte 4 oder y von K nad) irgend einem andern Paare 
entiprechender Punkte bb, oder cc, von m Gerade zieht, diefe immer 
die K in Punltenpaaren 4562 yırz eines RKurvengebildes fchneis 
den von der Befdhaffenheit, daß K (Ma, NA,ıyı ...) aK (Mae, 
N Bo v2 ....); denn zieht man 3. B. da, u. Pa,, welche die m in 
ben Punkten ee, jchneiden mögen, fo ift nad) dem ſoeben Berwiefe- 
nen wegen der projelt. Büſchel a, (Ma BN) wa. (Ma BN) 
MaNerMa, Ne, alfo and MaNbe w Ma,Nb,e,. Alſo 
Strahlenbijdel 8 (MNbe) 78 (MNby,e,), 0. 6. K (MNae, ß,) 
mK (MNapfo) w. 3. b. w. Da nun aber ferner nach unferer 
Vorausjegung K (a, Aırı...) aK (a By...) als involut. Kur: 
vengebilde, fo ift nun aud) K (a By...) 4K (mr...) . 

Hiebei leuchtet alsbald ein, daß für die projeft. Beziehung 
K (a, 8j7,...) aK (aoPoyo...) die beiden Bunfte Mu. N ent 
Iprechend gemeinjame Elemente darftellen, wefwegen die Sehnen 
a, BB. x. eine 2te Kurve IT umbüllen, welde die K in den 
Punkten MN berühren *), woraus alsbald noch folgt, daß für die 
projekt. Beziehung K (aßy...) mK (eo Boye...) die Geraden 
FM u. FN Tangenten der Kurve K darftellen. 

Derjelbe Beweis, welcher hier für die Geraden aa, Pb, rq... 
geführt wurde, gilt felbjtverftindlid auch für die Geraden a,a, 
Bd, 77, .... von denen wir annehmen wollen, daß fie die zum 
2ten Mal in den Puntten as Bz 75... fchneiden. Betrachtet man nun 
aber bie Kurvengebilde K (ay fo v2...) u. K(a,ß,y3 ...), fo ift alsbald 
zu erfennen, nicht nur daß fie unter fich projeft., fondern auch, daß 
jie involut. find, wie lebteres fid) ergiebt, wenn man @ in die Lage 
von a, und umgefehrt gerüct denft, in welchem alle alsdann 
@. u. a; ebenfalls ihren Blak vertaujden. Das inyolüt. Centrum 
F, diefer Anvolution a, az. Bo. 8;... ftebt nun offenbar der Kurve K 
gegenüber in demfelben Verhältniß wie F. 


*) Für ben Kreis beißt diefes: alle Schnen eined Rreifes, auf denen 
berfelbe fpige ober ftumpfe Winkel im Kreife fieht, umbüllen einen concentri: 
jen Kreis. 
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Für den oben in 477 angeführten bejondern Fall diefes 
hier bewiejenen allgemeinen Gages ift m die unendlich ferne Gerade, 
M u. N find die Normalpunfte (nad 16), Fu. F, find die Brenn: 
punfte der Kurve K (nad) 15) und ben 2ten Brennpunft F, findet 
man leicht, wenn man bedenkt, daß jede Gerade aoa; mit der Ge: 
raden a oa@ denjelben Winkel a bildet wie a, a. 

Zul. Der Sak 477 läßt jih, wenn man das zulegt über 
F, erwiejene nod) mit berüdjichtigt, aud) alfo ausſprechen: 

478. Berührt ein Kreis eine Ellipje oder Hyperbel K 
von außen doppelt, fo ijt jede Sehne des Sreijes, welche 
K berührt, Grundlinie eines gleichſchenkligen Dreiecks, deffen 
2 Schenkel durd) die beiden Brennpunkte FF, von & 
gehen. 

479. Zieht man von einem Brennpunft F einer Kurve U 
nad) bem Schnittpunkte P 2er Tangenten ab eine Gerade p, 
jo halbirt fie den Winkel, den die von F nach den beiden 
Berührungspunften a u. b gehenden Geraden q u. qy 
bilden. Ä 

Sit nämlich der Strahl p, von F dem Strahle p Eonjugirt, 
jo ijt im Strahlenbüfchel F der Wurf F (qp qıpı) ein harmoni- 
fer, da aber nad) 15 p u. p, auf einander fenfredht fteben, fo 
folgt die Nichtigkeit des Gages aus 27, 

480. Sind Au. B 2 Punfte einer Kurve II und ſchneidet 
die Gerade AB die Direktriv im Punkte C, fo halbirt die 
Gerade CF den einen der beiden Winkel AFB, wenn F 
der zur fraglichen Direktrix gehörige Brennpuntt ift. 

Denn zieht man nad) dem Pole P von AB die Gerade BAS, 
jo it nad) 15 CFP ein rechter Winkel und da nad) 479 Wintel 
AFF=BF jo folgt die Nichtigkeit des Gages hieraus un: 
mittelbar. + 

481. Verbindet man die 2 Punfte A u. B von 480 mit 
einem beliebigen 3ten Punkte M der Kurve, und find Cu.C, 
bie Schnittpunfte der Sehnen AM u. BM mit der Direftrig, 
jo ijt der Sehwinkel CFC, für jedes M fonjtant und zwar 
— il, AFB. 

Denn find wie in 480 FP u. FP, die Linien, welche die 
Sebwintel AFM u. BFM pHalbiren, jo ijt Winkel CFP und 


FD 


a FN 
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ebenfo C, FP, je ein rechter Winkel und alfo CFC, = PFP, 
w, 3. b. w. 

Diefer oben in 479 bewiefene Gag erſcheint als bejonderer 
wall folgenden allgemeinen Gates: 

482. Hat man 2 fejte Tangenten ab einer Kurve Il, 
jo erjcheint das endliche Stüd einer 3ten beweglichen Tan- 
gente, das zwilchen den Tangenten a u. b liegt, von jedem 
Brennpunfte aus unter fonftantem Winfel. 

Die Betradtung der Fig. 83a ergiebt nämlich über die Größen: 
verhältnifje der hier in Betracht fommenden Winkel alsbald folgende 
Relationen: aFN—= NFc, cFM = MFb, aFP=PFb. Da 
aber ah) + NFe + cFM + MFb = aFP + PFS, fo er: 
hält man 2 (NFc + cFM) = 2. aFP d. h. NFM = aFP 
= bFP w. 3. b. w. 

Ruf. 1. Der legte Beweis ftiigte fic) auf eine befondere Lage 
von c, liegt das endlihe Stüd von cb im Nebenwinfel des joeben 
betrachteten (f. Fig. 83b), fo würde der Beweis eine Fleine Modifi- 
fation erleiden; es ijt nämlich in diefem Fall NFM = cFM — 
cFN, aber wie vorhin it 2cFN + 2aFP = 2cFM, woraus 
wieder NFM — aFP = SFP. j 

Eine andere wejentlihe Aenderung erleidet jedoch der Gas, 
wenn bei jtetiger Wenbderung der Lage c allmählid die zu a 
(oder b) parallele Lage a, (oder b,) annimmt oder refp. fie über: 
jchreitet *); an diefem Grenzfalle der parallelen Lage fieht man nam- 
lid) aus Fig. 83e alsbald, daß der eine der beiden unendlichen 
zwifchen ab gelegenen Abjchnitte von e unter einem Winkel er 
jcheint, der den bes andern zu 180° ergänzt und es theilen nun die 
beiden Strahlen a, u. b, den die Kurve umbiillenden Strahlen: 
büjchel II in 2 Theile, deren einer dem einen ber beiden Neben: 
winkel angehört, während die Strahlen des andern Theils unter 
dem andern Nebenwinfel von F aus erjdeinen, wie in Berückſich— 
tigung der Fig. 83d hier nod) näher gezeigt werden joll. 

es it MFN = !/; (bFM + MFc +cFN + NFa) 
= 1/, (360 —aFP — PFb), woraus folgt MFN = 180 — 
aFP = 180 — bFP. 


*) Diejes ift felbftverftändlich bloß bei Ellipfe ober Hyperbel möglich. 
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Ruf. 2, Eine unmittelbare Folge des letzten Theils von 
482 Zuf. 1 ift: 

Umjdreibt man einer Ellipfe oder Hyperbel ein einfaches 
4Seit, fo ift die Summe der Sehminkel, unter denen 2 Gee 
genfeiten von einem Brennpunkt aus erfdeinen, — 180° 

Buf. 3. Sind die beiden fejten Tangenten ab bie in ben 
Sceiteln der großen oder reellen Are errichteten Tangenten, fo 
erfcheint offenbar jedes von ihnen von einer Sten beliebigen Tan— 
gente ce abgejdnittene endlide Stic von jedem der beiden Brenne 
punkte unter 90°, daher erhält man nad) 81: 

Grridtet man über dem Stüd einer beliebigen Tangente, 
das zwifchen den Hauptjcheiteltangenten liegt, als Durchmefjer 
einen Kreis, jo geht derjelbe durch die beiden Brennpuntte. 

Zuf. 4. Den Sag 480 fann man fiiglid) aud) jo ausfpreden: 

Ein fonftauter Winkel a, der fid) um feinen feiten Scheis 
tel F dreht, fchneidet 2 feite Gerade ab in Punkten, deren 
Verbindungslinien eine Kurve II berühren, beren einer 
Brennpunkt F ijt (vergl. 139.) 

483. Die beiden Winkel, unter denen biejelbe bewegliche 
zwifchen ab gelegene Tangente von den beiden Brennpuntten aus 
ericheint, find im Allgemeinen von einander verjchieden, jedoch läßt 
fih für deren Summe oder Differenz eine merkwürdige Relation 
auffinden, wie aus Folgendem unter Berücdjichtigung der Figg. 84 
u. 85 zu erjehen ijt. 

Betrachtet man nämlid in den 8 Figuren 84 und 85, welche 
alle möglichen Fälle für die gegenjfeitige Lage von A und B dar: 
ftellen, je die beiden Dreiede FAP und F, AP fo erhält man in 
allen Fällen 
für die Ellipfe «= 180—y—y—e B—180—y»—y—e und 
aljo a + 8 = (180 - — -25) + (180 —2e—v) =o +p 
für die Hyperbel 2 — 180 —y—e—p B=180—r—e 
und aljo S—a—p db. b, mit Worten: 

Sn der Ellipje ijt die Summe der Schwinkel, unter denen 
das endlihe awijden 2 feiten Xangenten gelegene Stid 
einer beliebigen 3ten Tangente von den Brennpunften aus ere 
fceint (nad) 482), gleich demjenigen Winkel ab der beiden 
Tangenten, in welchem die Kurve nicht entyalten ijt. Bei der 
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Hyperbel findet dasjelbe Refultat für die Differenz biejer 
Sebhwinkel Statt. 

Ruj. Man fann ftatt des Sehwinkels, unter bem bas Stüd 
einer 3ten Tangente von den Brennpunfen aus erfdeint, aud) den 
Sehwinkel ber Sehne AB felbjt in den Gav einführen, injoferne, 
als bald aus ben legten Figg. einleuchtet, daß dieje Sehwinkel 
AFB und AF,B jn der Cllipje immer — 2e@ u. 28 in der Hy 
perbel entweder — 2a u.28 oder = +(180—2 a) u. + (180—28) 
find, fo dag man, wenn dieje Sebwinfel entjpredend mit a; 
u. 41 bezeichnet werden, wieder erhält für die Ellipje a, + f,—2p 
für die Hyperbel ay — A, =+ 2u. 

484. Eine ganz ähnliche Relation ergiebt fid) nun nog 
umgefehrt für die Sehwinkel, unter welden der Abjtand der Brenn: 
punfte FF, von den beiden Punkten A u. B aus erjcheint, Be 
tradtet man namlid) wieder für alle 8 Fälle der Figg. 84 und 85 
bie beiden Dreiede Fy AC und FPC einerfeits und F, DB und 
FPD andrerſeits und drüdt auf diefe Weije den Winkel bei C 
oder D auf doppelte Weile aus, fo erhält man 1) für die Fr 
guren 84a und b n—P=r—a und + BPov+a, woraus 
wird m +92» ebenfo 2) für die Figuren 84c und d B—4 
=a—yv und S— I—at+y, woraus wird 7—I—2-y 3) für 8a 
"-B=e+vu F+f—v—a, woraus n +92» 4) für 8b 
ß+n=(180—e) + (180—v) u. B+9—=v— u, woraus y—I=— 
2.(180—») 5) für SSe a+v—(180—f) + (180—n) u. df 
=a— v, woraus n +3 2 (180 — vw) 6) für 85d »—f'= 
180 — — au. I—f' =v + 180—a, woraus: 9—n—=2 >». d. 4 

Die Summe oder die Differenz der Sehwinkel unter bene 

ber Abjtand der beiden Brennpunkte von 2 Punkten A u. B 
einer Kurve IT aus erfcheint, ijt gleich dem doppelten Sehwintel », 
unter dem derjelbe Abjtand vom Schnittpunfte P der Zangen: 
ten AA u. BB aus erjdeint, wobei die Summe zu fegen il, 
wenn A u. B auf berjelben Seite der großen oder reellen 
Are liegen, die Differenz, wenn fie auf verjchiedenen Seiten 
derjelben liegen, und wobei nod) außerdem bei der Hyperbel 
ftatt » fein Nebenwintel gefeßt werden muß, wenn im erjten Fall 
A u. B auf verfchiedenen Seiten der imaginären Are im 2ten, 
wenn A u. B auf berjelben Seite derjelben liegen. 
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Diejenigen der letzten Nummern, in denen die beiden Brenn- 
punkte vorfommen, erleiden eine Modififation für die Parabel, da 
bier eigentlih nur ein Brennpunkt vorhanden ijt, betrachtet man 
aber den unendlich fernen Punkt der Are als den 2ten Brennpunft, 
fo erleiden die obigen Beweije feine Aenderung, wie auch zum Theil 
oben jchon gezeigt wurde, dod) mögen hier diefe Gage nod) direkt 
zufammengejtelt und in Kürze bewiefen werden, ba nod einige 
weitere fid) an dieje Eigenthümlichkeit der Parabel anſchließende 
Gage gugleid) beigefügt werden ſollen. 

485. Sn der Parabel macht die Tangente AA mit dem 
Brennſtrahl FA denjelben Winkel wie mit der Are f. Fig. 86 
(vergl, 474.) 

Zuſ. Es ijt daher ftets AFA, und BFB, ein gleichſchenk— 
lige8 Dreie€ und aljo Winkel BFU = 2. BB,F und Winkel 
AFU a AA, P. 

486. Derjenige Winkel „ der beiden Tangenten a u. b 
(oder AA u. BB), in weldem die Parabel nicht liegt, 
ijt gleich dem Winkel, unter dem das gwijden a u. b gee 
legene Stüd einer Iten Tangente erjcheint, oder was auf 
dagjelbe herausfommt, gleid) der Hälfte des Sehwinkels 
AFB, unter dem die Schne AB erſcheint. (Diefer Sag 
tritt an die Stelle von 483, im fo ferne bier der eine ber 
beiden Gehwinkel = o wird. 

Gs ijt nämlih nah 485 Zuſ. Winkel p = FA,P 
— FB,P = !,k UFA — !,k UFB= ,AFB= AFP 
= BFP (nad) 479). 

Zuſ. Das Rejultat diefes Sabes fann man alfo ausdrüden: 

Zieht man nad den Schnittpunften ab einer beliebigen Tanz. 
gente duch 2 fejte Tangenten ab einer Parabel vom Brennpunkt 
aus die Geraden FaFb, fo ergänzt der Sehwintel aFb den Winkel 
APB ber beiden Tangenten zu 2 rechten Winkeln. 

487. Zieht man durch den Berührungspunft A den Durch— 
mejjer, welcher die Direftrir im Punkte A, fchneiden möge, 
jo ijt Winkel aFA = AaFA; FA = AA, = FA, 
= A,A; Fa, = Au; Ay = Ayay3 dabei liegt die 
Mitte a, von FA, auf der durd den Hauptjcheitel gezogenen 
Tangente ꝛc. 2. f. Fig. 87. 

Pfaff, neuere Geometrie II. 16 
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Alle diefe einzelnen Wahrheiten ergeben fid) unter Benügung 
der legten Nummern, wenn man auf die Tangente AA von F aus 
einen erpendifel Fa, fällt und diefen um biejelbe Lange Fa, 
über a, hinaus verlängert, wenn man bedenft, dag in ber Parabel 
die Hauptjcheiteltangente in der Mitte gwifden dem Brennpunkt 
und deſſen Polare, der Direftrir Tiegt. 

488. Die Summe (oder Differenz) der beiden Winkel, welche 
bie Fabritrahlen FA u. FB in A u. B mit den Durchmeſſern in 
A u. B bilden, ift gleich dem doppelten Winkel, welchen der Fabhr- 
ſtrahl FP mit dem durd F gehenden Durchmeſſer bildet. (vgl. 484). 

Der eine Winkel ift = B,FB der andere = A,FA, aljo 
(für die Fig. 86) ihre Summe = 2A,FA+2AFP=2A,FP 
w. 3. b. w. 

Es mögen nun nod einige Gabe oder Betrachtungen ange- 
ſchloſſen werden, für die theils fein pajjender Platz ſich fand oder 
die am pafjenden Platz unbeachtet geblieben. 

Bor allen möge als Ergänzung von 30 die dortige Betrad- 
tung auf 6 beliebige Punkte einer Kurve II ausgedehnt werden: 

489. Wir nennen die Verbindung von 6 Punkten abcdef einer 
Kurve II in einer beftimmten Ordnung ein der Kurve II 
eingejchriebene® 6 Ed, indem wir je 2 unmittelbar auf einander 
folgende Bunkte durch eine (unbegrenzte) Gerade verbunden denken; 
babei nennen wir in bem 6Eck abcdef ab u. be, be u. ef, cdu. af 
je ein Paar Gegenfeiten. Die 6 Punkte beftimmen nun, wie man 
fic) alsbald überzeugt, 60 verjchiedene 6Ecke, die alfo 60 Gerade 
liefern, in denen je die 3 Schnittpunfte ihrer 3 Paar Gegenjeiten 
liegen; dieſe Linien nennen wir paskaliſche Linien und bezeid- 
nen fie mit 1, während wir jeden Schnittpunft von ein ‘Paar 
Gegenfeiten durch p bezeichnen wollen; wir bezeichnen ferner eine 
der Linien] durch Angabe des 6Ecks, zu dem es gehört und ebenjo 
einen Punkt p durch Angabe der Gegenfeiten, die ihn bejtimmen; 
demnad hat 4. B. bie Linie l abedef die 3 Punkte p (ab.de), 
(bc.af), (cd.af). 

Wir können biefes kurz fo ausbrüden: 

A. Die 6 Punkte abcdef einer Kurve IL bejtimmen ein 
volftändiges 6Ed, das 15 Seiten hat, die fid) in 45 neuen Punk 
ten p fchneiden, von denen 60 Mal 3 in je 1 Geraden 1 liegen. 
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B. Durd jeden Punkt p gehen 4 Linien 1. 

Betrachten wir den Punkt (ab.de)*), fo gehen nämlich durch 
ihn folgende 4 Linien 1: abedef, abfdec, bacdef, bafdec; bie 
übrigen beiden jcheinbar nod) vorhandenen 6 Cee, in denen ab u. 
be Gegenfeiten find, fallen, wie man alsbald fieht, mit einem ber 
erwähnten 4 zufammen, wenn fie in umgekehrter Ordnung gejchries 
ben werben. | 

C. Se 3 Linien 1 fdjneiden fi in einem von 20 neuen 
Punkten, die wir mit g**) bezeichnen. Da nämlich durch jeden ber 
3 Puntte p einer Geraden 1 außer den 2 Gegenjeiten, welche eben 
diefen Punkt p beitimmen, nad B je nod 3 Linien 1 geben, fo 
fann man je 3 foldje Gerade, von denen jede durch einen andern 
dieſer 3 Punkte p geht, als 3 Seiten eines Dreiecks betrachten, 
was alfo 125 Dreiecke giebt, von denen jedes als peripeft. zu jedem 
andern betrachtet werden fann, und fann nun verjuden, dieſe Dreis 
ede jo zu wählen, daß die Eden zu den 45 Punkten p gehören, 
wodurd) man nad J. Th. 87 zu neuen Auffchlüfjen über die Lagen- 
verhältniffe derfelben zu gelangen hoffen Tann. 

1) Der einfadfte Fall, der fic) Hier darbietet, und unmittel⸗ 
bar zum erwünfchten Ziele führt, ift ber, daß man die 3 Paar 
Gegenfeiten felbft als die 3 Paare entjprechender Seiten der beiden 
perfpeft. Dreiecke betrachtet und zwar in der fymmetrifden Aufeins 
anderfolge wie bie Fig. 88 died unmittelbar zeigt, denn find für 
bie Linie abchef ab cb ef die Seiten bes einen und de fa be 
bie entfpredenden Seiten des andern Dreieds, fo jtellen die Vers 
bindungslinien der 3 Paare entfpredender Eden (ab.cd) und 
(de.fa), (cd.ef) u. (fa.be), (ef.ab) u. (be.de) offenbar 3 
Linien 1 und zwar offenbar die ber pasfalifden Linien abedcf, 
abcbef, abcfebd. 

Wollen wir nun das Gefe ſuchen, wodurd die Zufammen- 
gehörigkeit der 3 durch einen Punkt g gehenden Geraden 1 beftimmt 
ift, fo fchreiben wir diefe 3 Linien 1 alfo: afcdeb, adcbef, abcfed 


*) Der Beweis für einen beſondern Fall genügt offenbar, da ja burd 
Bertaufhung der Buchftaben aus ihm alle einzelnen Fille ſich ergeben, 
**) Wir gehen von ber gewöhnlichen Bezeichnung g ab, ba wir gewöhnt 
find, für Linien bie fleinen lateiniſchen Buchſtaben zu gebrauchen. 
16* 
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und es leuchtet ein, daß folgende Merkmale hier beſtimmend ſind: 
1) die 3 getrennten Eden ace bleiben bei allen an derſelben Stelle 
und 2) die 3 andern getrennten Eden fdb erleiden die 3 einzigen 
möglihen cykliſchen Berfegungen in demjelben Sinne; foll aber 
hiedurd) die Zuſammengehörigkeit diefer Linien 1 wirklich ungweideutig 
firirt fein, fo mug die Wahl ber 3 getrennten Ecken willführlid 
fein, d. 5. e8 mug fdb in die Stelle von ace eintreten finnen, 
ohne eine Aenderung der Linien 1 zu bewirken, wie diejes auch ein- 
leuchtet, wenn man fie aljo fchreibt: fabede, febeda, febade 
und es genügt daher die Ordnung der 3 erjten, fo wie die Orbs 
nung der 8 andern getrennten ober reſp. den Sinn der cykliſchen 
Verſetzung derfelhen anzugeben, um bie 3 Linien felbft firirt zu 
haben, wepwegen auch der Anbegriff folder 3 Linien 1 und aud 
ber Punft g felbjt, in dem fie jich ſchneiden, füglih durch ein 
einfaches Schema bezeichnet werden fann, das auf unfern Fall an- 


gewendet alfo ift se) hiebet ift Leicht zu erfennen, daß dieſes 


Schema nur eines von 36 ift, welde fimmtlid) diefelbe Gruppe 
bon Gerabden 1 oder denfelben Schnittpunkt g bedeuten, denn es ift 
biefes Schema, um die Hauptänderungen hier anzuführen, identiſch mit 


GE) CEH) me (RE) GE. mac am 


zu beachten, daß Schema Gos) und Gs ) 2 wefentlid) verſchie⸗ 


bene Punkte g darſtellen. Hieraus ift zugleich zu erjehen, dah jede 
Linie 1 nur einen einzigen folden Punkt g in fic) enthält, indem 
man von einer Linie ſtets nur zu identischen Schematen gelangt. 
Zuf. Es möge hier einſchaltungsweiſe das ſchon in 30 ange 
wendete Beweisverfahren auch bei biefer Erweiterung des bortigen 
Sages Plak finden: 
Die 3 Gegenfeitenpaare bes Kurven 6 ks abchef fehneiben 
fih in 3 Punkten einer Geraden, läßt fic) nah I Th. 75a aud 
fo ausdrücken: bezicht man das Kurvengebilde K derartig projekt. 
auf fich felbjt, daß den Punkten ace die Punkte dfb entfprechen, 
fo liegen die Schnittpunfte von ab u. de, afu.dc, chu. fe in der 
Geraden, welche die beiden ebenen Gewebe, deren projekt. Beziehung 
burd K (ace) m K (dfb) firivt ijt, entfpredend gemein haben. 
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Nimmt man nun an K (ace..) w K (0fb..) w K (fbd...) 
ss K (bdf...), fo giebt e8, wie diefes fchon in 30 Ruf. 3 aus 
I Th. 226 erwiejen wurde, 2 fonjungirte imagin. Punfte MN in 
K, denen bei jeder diefer 3 Arten der projekt. Beziehung diejelben 
2 fonjungirt imagin. Punkte M,N, von K entipreden, fo daß 
ber reelle (nad) I Th. 186. 2) Schnittpunft P von MN, und 
M,N in jeder der 3 Linien 1: abdcfeb, afched, abcdef Liegt. 
Ganz auf diefelbe Weije findet man aber (vergl. dazu ebenfalls die 
Entwidlung von 30), daß der reelle Schnittpunft Q von MM, u. 
NN, in jeder der 3 Linien 1 afcdeb, adebef, abcfed liegt. 


Die beiden Punkte g (355) und (v1) liegen alfo in der Polare 


des Sdnittpunttes R von MN u. M,N;, die Punkte MN findet 
man aber nad I. Th. 226 alfo: Man fudt (f. Fig. 89) bie 
3 Punkte 1,0, von der Beichaffenheit, daß aca,e, acec,, aeıce 
je einen ordentlichen harmonifden Wurf bilden, dann find MN bie 
Drbnungselemente, d. h. die Gerade MN oder m ift Ynvolutions- 
are des involut. Kurvengebildes aa,.ce,.ee. Ebenfo ift M,N, 
oder m, Snvolutionsare des involut. Kurvengebilves bb, .dd,.ffı, 
wenn b,d,f; gu bof auf diejelbe Weije gefunden werden, wie 
ce zu ace. Auf der Polare des Schnittpunftes von MN 
M,N, liegen nun aber offenbar auch die beiden Snvolutionscentra 
CC, der foeben angeführten Snvolutionen, welche man als Schnitt» 
punkte von aa, cc, ee, einerfeits und bb, bb, ff, anbdrerfeits er- 
Halt; nun hat aber a, dem ace gegenüber die Rage, bak aa, 
nad) 10.a durch den Schnittpunkt ber beiden Tangenten cc ee 
geht, ebenfo ee, durch den Schnittpunkt von aa u. cc 2, 2¢,, 
fo dag man hieraus folgenden weiteren Gab erhält, 


D. Zu jedem Punkt g von dem Schema (4) gehört ein 
Punkt g von dem Schema (613) (man nennt fie gewöhnlich pas: 


fal’ che Gegenpuntte) und dieje beiden Gegenpunfte liegen auf einer 
Geraden, die man alfo erhält: man ziehe in den Dreieden, deren 
Seiten die 3 Tangenten in ace einerfeits und b d f anbderjeits 
find, je von einer Ede nad) dem Berührungspunft ber Gegenfeite 
eine Gerade, fo fchneiden fic) diefe 3 Xransverfalen nad) I TH.48 
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für jedes ber beiden Dreiecke in 1 Punkte und dieſe 2 Punkte Cu. C, 
liegen mit ben beiden Gegenpuntten PQ in 1 Geraden; dabei er: 
giebt die Bergleidhung von Fig. 89a b u. c, wobei 89b die Lage 
von a,b, ¢,..., 89e die gegenfeitige Lage von MNM,N,PQ für 
reelle Ordnungselemente bloß ſchematiſch veranjdauliden fol, 
da die Gegenpunfte PQ harmonisch getrennt find, nicht nur durd 
bie Kurve d. h. @a,, fondern aud) durd) CC, u. mm. 

Menden wir uns nun wieder zu der durd) diejen Zuſatz uns 
terbrodjenen Unterjudung. 

2) Läßt man f. Big. 90 die Seiten bes einen ber beiden 
perfpeft. Dreiede ab cd ef und ebenjo die beiden Seiten de u. fa 
des 2ten Dreiecks ungeändert wie in 1) fein, wählt aber ftatt der 
Sten Seite des 2ten eine folde Linie 1, welche mit ihr durch den: 
jelben Punkt p der Linie abcdef gebt, fo ift hiebei eine Sfache 
Wahl möglich, jedoch gelangt man nur bei 2 derjelben zu einem 
gemünfchten Nejultat, nämlich dann, wenn man die Linie cbdefa 
(oder bedefa) als Zte Seite wählt, auf der außer bem Schnittpunfte 
von beu.ef nod die beiden Runktep (bd.af) und (ac.de) Liegen. 
Die 3 Paare entiprechender Eden der beiden fo erhaltenen perfpett. 
Dreiede find nämlih, um beim ljten Fall zu bleiben *) (ab.cd) 
und (de.fa), (ab.ef) und (de.ac), (cd.ef) und (af.bd). Die 
Verbindungslinie der beiden Liten Eden liefert die Linie bafcde, 
bie 2te die Linie bacfed, die Ste die Linie bdcafe und biefe 
3 Geraden 1 fchneiden fid) daher in 1 Punkte, Unterfugt man nun 
die Aufammengehörigfeit diefer 3 Linien, jo findet man, daß ihr 
Schnittpunft nidt zu den 20 Punkten g von C gehört. Wir mol: 
len daher das Gefeß ihrer Jufammengehörigfeit ermitteln: Schreibt 
man jede diejer 3 Geraden in doppelter Weife an, indem man fie 


Ilcfabed II1. feabde III 1 dbefac 
aljo orbeet yo otebeb 2. boefca IS fachbe 7 mm 


man hieraus al&bald: geht man von I aus, fo gelangt man von 
11 zu IIl, indem man die eine Seite ab der beiden Gegenfeiten 
ab cd ungeändert läßt und nun die beiden Punkte rechts und ebens 
fo die beiden Punkte links gerade je unter fid) umftellt, durch das: 


*) Der Be Fall d. 5. dic Linie bedcfa Liefert, wie man fid leicht über 
zeugt, ein nicht weſentlich verſchiedenes Refultat. 
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felbe Verfahren gelangt man von 12. zu TIT 2., wenn man bie andere 
Seite cd der erwähnten beiden Gegenfeiten ungeänbert läßt; auf diejelbe 
Weiſe fommt man von IT zu I u. III, wenn man mit den Gegenz 
feiten ab ef und von III zu I u. II, wenn man mit den Gegen- 
feiten ef und cd ebenjo verfährt wie joeben mit ab und cb. Hier: 
aus ift erfidtlid, dag, wenn man zu einer Geraden wie cfabed 
bie beiden zugehörigen fuchen will, hiebei die Wahl der beiden Ge: 
genfeiten, mit Hilfe derer man von der gegebenen Linie auf die 
bejchriebene Weife zu den beiden übrigen gelangt, von wefentlidem 
Einfluß ijt, oder mit andern Worten, daß man zu einer gegebenen 
Geraden 1 3 verjchiedene folder Gruppen von je 3 Geraden I, die 
fid) in einem Punkte jchneiden, findet, je nachdem man von einem 
der 3 verjchiedenen Paare von Gegenfeiten ausgeht; auf jeder Ge 
raten 1 liegen daher 3 folder Punkte, die wir mit h bezeichnen 
und für die wir ebenfalls ein befonderes Schema einführen, indem 
wir die Linie, auf der der fraglihe Punkth liegt, hinjdreiben, und 
dabei die beiden Paare Gegenfeiten, welche beim Uebergang zur 
2ten und 3ten ber burch fie gehenden Geraden J ungeändert bleiben 
müfjen, durch fette Budftaben hervorheben, fo daß die 3 auf abcdef 
liegenden Punkte 5 fo zu bezeichnen find: abcbef, abedef, 
abedef; man erhält alfo ben Gat: 

E. Die 60 Linien 1 fchneiden fid) zu je 3 außer in ben 20 
Punkten g aud) nod in 60 Punkten h, von denen auf jeder 1 3 
Tiegen. 

3) Lat man endlich wieder wie unter 1) und 2) die Seiten 
ab cd ef des einen Dreiecks ungeändert, wählt dagegen als Seiten 
des zu dieſem perfpeft. Dreiecks 3 Linien 1, die mit ihnen durch 
diejelben Punkte der Geraden abedef gehen, fo ift hier eine 27fache 
Wahl möglich, allein nur in 1 Falle gelangt man zu einem für 
uns braudbaren Refultat, namlid) wenn man den obigen 3 Seiten 
in derfelben Ordnung folgende Linien J entfpreden läßt: 1) abfdec, 
bdceaf, efdbca. Allein auch hier ift das Reſultat nicht wejent- 
lich verſchieden von dem fo eben entwidelten Sak E, denn e8 geben 
die Verbindungslinien entfpredender Eden die 3 Linien ecabdf, 
ceabfd, caefbd, bd. h. das Schema: ecabdf. 

Weitere Kombinationen perſpekt. Dreiedfe, deren Are eine 
Linie 1 ijt, dürften wol nicht eriftiren, dagegen lafien fid) nun 
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die bisher erhaltenen Refultate wieder umgelehrt ganz auf ähnliche 
Weife als Grundlage neuer Unterfudungen beniigen. 

4) Betrachtet man die 3Geraden], welche fid) nach C in einem 
Punkte g jchneiden, fo Liegen auf jeder 3 Punkte p; von diejen 
haben wir in dem Beweijfe zu C auf jeder Geraden je 2 benükt, 
als entiprechende Gefen er perjp. Dreiede, Nimmt man nun die 
3 übrigen als Eckpunkte eines 3 Ecks, das zu jedem der vorigen 
beiden perjpeft. ijt, jo erhält man für je 2 diefer 3 perjpeft. Drei- 
ecke eine Are der perfpeft. Beziehung und diefe 3 müſſen fich nad 
dem Beweis von 457 in 1 Punkte ſchneiden. Diefe 3 Aren find 


aber offenbar die 3 Linien des Syftems GSD jo daß wir auf 
diefem Wege wieder gu dem Gage C felbjt gelangen. 

5) Schlagen wir in Bezug auf die 3 fid in einem Punfte h 
jchneidenden Geraden denfelben Weg ein (ſ. Fig. 91). Begeichnen 
wir ber Kürze wegen die 3 Eckpunkte (ab.cd) (ab.ef) (cd.ef) 
bes ljten in 2) betrachteten Dreiecks buch ABC und entiprechend 
die Eden (ce.bf) (ac.fd) (ae.bd) durd A,B,C, und enblid 
bie Eden des Sten hier nod) in Betracht zu ziehenden Dreiecks 
nämlih (ae.fd) (ce.bd) (ac.fb) durch A,B,C), fo liefern 
bie perfpett. Dreiede ABC u. A,B,C, als perfpett. Are die Ge 
rade abcbef, die peripeft, Dreiede ABC u. A,B,C, die Gerade 
abefcd; dagegen liefern die perjpeft. Dreiedfe A,B,C, u. A, Bo Q, 
als Gdjnittpunfte entiprechender Seiten folgende 3 Puntte 4: 
abidec, efobea, dDeeafb. Dieje 3 perſpekt. Dreiecke müſſen 
fich ferner in 1 Punkt fdneiden und man findet alsbald, daß diefer 


Sdnittpuntt der Punkt g GH it. 


Um das Gefey der Zufammengehörigkeit diefer 3 Punkte b 
und des zugehörigen Punktes g zu errmitteln, jchreibe man die 
erjteren aljo: ace DOF, cca Fld, eae Hof; beachtet man nun, 
bag die 3 Elemente ace einerjeits und bdf andrerjeits, welche als 
charafterijtijd in dem zugehörigen Punkt g hervortreten, in jedem 
der 3 zujammengehörigen Punfte h ftets beifammen jtehen, und 
bag die cyflijden Veränderungen die in jeder biefer 2 Gruppen 
von je 3 Elementen unabhängig aber in beiden Eorrejpondirend auf 
ähnliche Weife vorzunehmen find, um von einem Punkt h zu ben 
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beiden anbern zu gelangen, dasjelbe Geſetz befolgen, welches in C,, 
als dharatteriftifd für die Bezeichnung des Punktes Gi) hervor- 
gehoben wurde, fo fann 1) fein Zweifel darüber fein, wie man uns 
mittelbar zu einem Punkte h die 3 zugehörigen andern Punkte 5 
und g berjelben Geraden m findet, 2) daß zu einem Punfte 5 nur 
gerade eine folche neue Gerade m gehört, in der nod 2 Puntte 5 
und 1 Punft g liegt, und 3) wie eine ſolche Gerade m wie bie 


obige unzweibeutig durch das Schema (6:8) harakteriftrt werden 


kann, wobei nur noch ausdrücklich hervorgehoben werben joll, daß jedes 
der 36 in C erwähnten Schemata eines und desfelben Punktes h auf die 
felbe mechaniſche Weiſe für ein Schema einer und berjelben Geraden m 
benußt werden fünne, wie man fic) leicht überzeugt, wenn man nur 
bedenkt, dag nach 2) folgende 3 Schemata für unfern obigen Punt h: 
cfabed, feabde, cafebd ftets identifd find; es find aljo 3.2. 


(Ei (3:5) (5:5) identiihe Schemata einer Geraden m. 


Man hat aljo folgenden Gap: 

F. Es giebt 20 Gerade, wir bezeichnen diejelben mit m, 
welche je 3 Punkte h und 1 Punkt g enthalten. 

6) Nimmt man wieder A,B,C, als das eine der beiden 
perfpeft. Dreiedfe, dagegen als das andere das Dreie A,B; CO; 
(j. Fig. 91), deffen Eden folgende 3 Punkte h: aededf, 
bdefnc, nedbfe und deffen Seiten alfo die 3 Linien 1: bafdec, 
aedebf, acbbef find, fo erhalten wir als Are der perfpeft. Be— 
ziehung (1) ( die Verbindungslinie folgender 3 Punkte g: 


(3) ( cot) (iB) bie wir mit i bezeichnen. Nun ift die per 


ſpekt. he von ABC u. A,B,C; und ebenfo die von A, B,C, u 

A,B,C, die Linie abedef, da aber nad) 457 die 4 perſpekt. Aren 
ber 4 perſpekt. Dreiefe ABC A,B,C, A,B,C. und A; B,C; 
burd einen Punkt gehen müſſen, und die perfpeft. Are von 
ABC u. A,B,C, die Linie abefcd ift, fo enthält die obige Gee 
rade i auch noch den Punkt g (Sop) fo daß alfo durch dieſen 
Punkt g die 3 durd das Schema angezeigten Linien], alsdann eine 
Rinie m mit 3 Punkten § und 1 Linie i mit nod) 3 Punkten g 
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gehen. Um nod) das Geſetz der Zuſammengehörigkeit der 4 Punkte 
g, die in 1 Geraben i liegen, zu erfennen, fdreiben wir dieſe She 
mata alfo: (Fre) (Ps) (75°) (28), wobei das Gejeg alsbald 
in bie Augen fpringt, infofern man von bem 1jten Schema zu allen 
übrigen gelangt, indem man nur je einen Punt der obern Reihe 
mit dem gleichliegenden der untern zu vertaufchen braucht, und man 
überzeugt fic) leicht, daß es hiebei ganz einerlei ijt, von welchem 
Schema man ausgeht; fo erhält man 3. B. bei Zugrundelegung 


bes lebten Schema folgende Zuſammenſtellung: (1%) (>: 


cd) (abd ' 
(ict) + IC: ), was diefelben Punkte g find. 


Aus bicfee Art der Zufammengehörigkeit geht zugleich hervor, 
daß man von einem Punkte g ausgehend blog auf 1 Art zu einer 
jolhen Geraden i gelangt, jo dag man aljo folgenden Gag erhält: 

G. Es giebt 15 Linieni, von denen jede 4 Punkte g enthält. 

7) Verjudt man e8, bie 3 Punkte g, welche auf den 3 Linien 
des Schemas abjdee unjrer Figur liegen, als ein Dreied auf 
eines der übrigen perfpelt. zu beziehen, jo findet man, daß die 


3 Puntte (21°) ( 1%) (cP!) der Bedingung entfprechen, 


welde 3 Punkte g erfüllen müfjen, um in 1 Linie i zu liegen, jo 
dag man folgenden Gag erhält. 

H. Die 3 Punkte g, welde auf 3 Geraden ] eines Punttes 
h liegen, find immer in einer der Geraden i enthalten, 

490. Sind ab Fig.92 2 parallele Tangenten und c eine be 

liebige 3te Tangente einer Ellipfe, deren Berührungspunft C 

ijt und die die au. b in A u. B jchneidet, fo ift für jebe 

Richtung von au. b immer CA.CB einer fonftanten Größe, 

nämlich dem Quadrate des zu c parallelen Halbmefjers gleich. 

Zieht man nämlich durd die Enden des zu c parallelen 
Durchmefjers die beiden Tangenten de, die die c entjprechend in DE 
fchneiden, jo bejtimmt nad) 24b AB.DE immer ein involut. ge 
rabes Gebilde auf c, in dem dem Punkt C der unendlich ferne Punkt 
zugeordnet ijt, woraus ber Gag nad) 25 unmittelbar folgt, da 
CD—CE= bem zu c parallelen Halbmeffer. 

Stellen die beiden in den Enden der großen Are an bie 
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Ellipfe gezogenen Tangenten bie foeben erwähnten parallelen Tan: 
genten a u. b dar, und denft man fid) über AB als Durchmefjer 
einen Kreis gezogen, der nad) 482 Zuf.3 durch die Brennpunfte FF, 
geht, und denkt man fic) ferner die beiden Fahrjtrahlen FCu.F,C 
gezogen, fo ijt nach 474 ſ. Fig. Wintel F, CA — FCB=F,CB 
und aljo CF, = CF, und ba CA. CB=CF,. CH, =CF.CH, 
fo erhält man im Zuſammenhang mit dem legten Gage folgenden 
intereffanten Gag : 

491. In jeder Ellipje ijt bas Produkt Ber Fahritrahlen 
von den Brennpuntten nad) einem Punkte C der Ellipfe gleich 
dem Quadrate des zur Tangente CC parallelen Halbmejjers. 

492. Bewegt fih ein Punkt P... auf einer Geraden q 
fort, fo dreht fic) feine Polare p... in Bezug auf die Kurve IIK 
um einen Punkt Q, der auf dem Durchmefjer q, von K liegt, 
welcher der Richtung von q fonjugirt if. Zieht man nun von 
einem beliebigen Punkte Q, von qı nad bem Punkte P... je eine 
Gerade p..., fo jchneiden p u. p, die unendlich ferne in gugeorbd- 
neten Punkten einer Ynvolution, in welder aud) die Schnittpunfte 
von q u. qy einander zugeorbnet find. 

Es ift nämlih Strahlenbüfhel Q, (p...) als Schein bes 
geraben Gebildes q (P...) projeft. zu Strahlenbüſchel Q (p...) 
aljo aud) die Schnitte diefer beiden Büfchel mit der unendlich fers 
nen Geraben, in diefen Schnitten entjprechen fich aber die unendlich 
fernen Punkte von q u. qy offenbar abwed)jelnd. 

Es folgt aber nun offenbar hieraus umgefehrt, daß, wenn 
man burd) P... Gerade py... zieht, von der Beichaffenheit, daß 
bie Schnittpunkte von py u. p mit ber unendlich fernen Geraden 
zugeordnete Punkte einer Ynvolution darjtellen, in der aud) die 
Schnittpunkte von q u. qy einander zugeorbnet find, daß alle diefe 
Gerade durch denfelben Punkt von q, gehen müſſen. 

Ein bejonderer Fall diejer Umfehr lautet: 

Tallt man von allen Punkten einer auf der Are fenfred- 
ten Geraden Perpendifel auf ihre Polaren, jo gehen dieſe 
dur einen feiten Punkt der fraglichen Are. 

493. Schneidet man eine Hyperbel durd) eine Gerade, 
jo find die Stüde, weldje awijden je einer Ajymptote und 
ber Kurve gelegen find, einander gleich. 
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Sift nämlich Fig. 94 Cq der zu der Richtung der fraglichen 
Sefante fonjugirte Durchmeſſer, fo ift, wenn mit p der unenblid 
ferne Punkt mit q die Mitte der Sekante bezeichnet wird, pp.qq.aa, .bb, 
eine Involution, wie der Vergleich mit Fig. 94b alsbald erfennen 
läßt, wo die Ufymptoten durch gewöhnliche Tangenten vertreten find. 

Ruf. Läßt man die beiden Punkte a u. a, einander unend- 
lid) näher rüden, jo erhält man: 

Sedes Stic einer Hyperbel-Tangente zwifchen den Aſymp⸗ 
toten wird im Berührungspunft halbirt. 

494. Die Ajymptotenchorde *) ab und Berührungschorde 
(Polare) cd eines Punktes A find parallel und ab liegt 
in der Mitte zwijchen A und cd. 

Die Fig. 95 b, wo ef an die Stelle der unendlich fernen Ge 
raben von 95a tritt, liefert den Beweis des allgemeinen Sabes, von 
dem der erwähnte ein befonderer Fall ijt: ber Schnittpunft von ab 
u. ef ijt namlid dem Punkte A fonjugirt, und A ijt von feiner 
Polare cd durch die Sefanten ab u. ef harmonifd getrennt. 

495. Hat man 2 Syiteme je unter fic) ähnlicher und ähnlich 
liegender (f.265) Kurven IT nämlid KK, Ky... . u. RR, Ke ..., fo 
ligt fic) durch die A Schnittpunkte einer beliebigen Kurve K und 
einer beliebigen Kurve K entweder Feine Parabel Iegen, oder 2 
neue Syſteme je unter fich ähnlicher oder ähnlich liegender Parabeln. 

Schneiden nämlich die Kuren K... u. 8... entfprechend die 
unendlich ferne Gerade in den Punkten aa, u, bb,, fo giebt es 
feine Barabel, wenn aba,b, ein ordentlicher Wurf ijt; dagegen find 
die Aren ber beiden Parabelfyfteme nach den Ordnungspuntten 
der Involution aa,.bb, gerichtet, wenn an, bb, ein ordentlicher 
Wurf ijt (nad) 188). 

496. Aufg. Es fol eine Kurve IT gefunden werben, die 
einem 4 Seit eingefdrieben ift, und von einem Punkte aus 
unter einem redjten Winkel gejehen wird. 

Nad Mr. 323 werden alle Kurven II, die einem 4 Seit ein: 
geichrieben find, von 2 feiten Punkten aus, die man durd bie 


*) So nennt man wohl ber Kürze wegen bie Sehne, welde 2 von 


1 Punfte parallel ben Afymptoten gezogene Geraden auf einer Hyperbel 
beftimmen. 


Durchſchnittspunlte der 8. über den 3 Diagonalen als Ourdmeffern 
befdriebenen Kreije erhält, unter einem rechten Winkel gefehen. Legt 
man nun durch diefe 2 Punkte und den gegebenen eine Kreislinie, 
fo hat man ben Kreis, der die Eden aller der gejuchten Kurve 
umfchriebenen Rechtecken enthält und defjen Mittelpunft nad 
Nr. 266 mit bem Mittelpunkt der gejuchten Kurve zufammenfällt, 
wodurd die Löfung als gefunden zu betrachten ijt. 

497. Geht eine Diagonale d eines einem Kreis K ein- 
geichriebenen einfahen 4EE8 durch den Kreismittelpunft, fo 
fteht fie auf einer Seite p des zum 4Eck gehörigen Pol 
dreiecks ſenkrecht. 

d ijt nämlich offenbar die Polare des unendlich fernen Punkts 
von p. Hieraus löjt man leicht die Aufgabe, durd einen Punkt 
einen Perpentifel p auf eine Gerade q zu ziehen, die man nicht bis 
zum Scnittpunft pq verlängern fann. 

498. Sind K, K.K, 3 Kreife und fchneidet die gemein- 
fame Chorde K,K, den Kreis Kz in den Punkten ab, die 
gemeinjame Chorde K, Ky den Kreis Ky in a, by, fo Liegen 
ab a,b, ebenfalls in einem Sreife. 

Nehmen wir, um den Sak allgemeiner zu beweifen, an, es 
feien §, KK; 3 durch diefelben 2 Punkte gehende Kurve IT, fo 
ſchneiden fic) nad) 142 die 8 gemeinfamen Sehnen R, Ky Kı Ks 
KeKz in 1 Punkte; da dies aber nun in Folge deffen auch mit 
den 3 Sehnen ab a,b, und der Sehne KeKz der Fall ift, fo giebt 
es immer aud) eine Kurve, die durd) ab a,b, und die beiden nod 
übrigen Sdnittpuntte von KK, geht. 

499. Durd 3 Tangenten und 1 Brennpunlt ift nad 15 eine 
Kurve II pollfommen bejtimmt; ift num biefer Brennpunft der 
Schnittpunkt der 3 Höhen bes durd) die 3 Tangenten gebildeten 
Dreieds, fo ijt ber andere ber Schnittpunkt der in den Mitten 
der Seiten errichteten Perpendifel, wie dieſes unmittelbar aus 465 
und 477 in Verbindung mit 183 folgt. Hieraus: 

500. Bejchreibt man um einen Brennpunkt einer Ellipfe 
oder Hyperbel als Mittelpunkt, mit der Haupt-Axe als Halb: 
mefjer einen Kreis, jo laſſen fic) in benjelben unend- 
lid) viele Dreiede einjchreiben, die zugleih der Kurve 
umjdrieben find, die Höhenjchnittpunfte aller diejer Dreis 
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ecke fallen in einem Punkte zuſammen, und die Mitten 
ihrer Seiten, ſo wie die Fußpunkte der Höhen liegen in 
einem feſten Kreiſe. 

501. Schließlich ſei hier noch eine intereſſante Erweiterung 
ber Betrachtungen und Gage der Nummern 300—304, wobei die 
wig. 40 (in Verbindung mit 38 und 39) Betreff der Bezeichnung x. 
zu Grunde gelegt ift. 

Betrachtet man wieder ganz wie in 303 K und A BC A, B, C, 
d. h. V jo wie a und aljo aud) a, als feft, fo ift bet veränder⸗ 

O(c, ..), denn es ift a (b,...) 


C(c,..) wy en) d. b. wa, (b..) da aber aud) B(b..) = a,(b..) 
jo ijt (a. nm B(b 
1 


ind von ben Gegeneden-Paaren AA, BB, CC, eines 
4 Seits V K den 2 Paaren AA, BB, K, den 2 Paaren 
AA, CC, K, den 2 Paaren BB, CC, umſchrieben, jo haben 
bie nod OR Schnittpunfte aa, von KK, bb, von 
KK, cc, von K, Ky auger den in 300 enthaltenen Lagen: 
eigenthümlichkeiten noch die, daß je folgende 3 Gerade fid 
in 1 Bunte jchneiden 1) Aa Bo Aa Bb, Cc 3) Aa 
B,b i € 4) Aa B, by C,c 5 Aa, b Cec 6) Aa, B,b Ct 
7) Aa, by Co 8) Aw 1 by C, 9) Aya B,b Cy 
10) Aya Bb, Cyc 11) Aya Bb Cu 12) Aya Bb, Ce 
13) A, ay Bb, Cu 14) Ay Bb Cyc 15) Aya Bibi Cy 
16) Ay Bib Cc. 


* Diefe Kurve K bat gegenüber K eben bie Eigenſchaft wie bie K, in 
best Seen 208 a $00 € genſch 
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